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Vorwort zur achten Auflage 


Alice was beginning to get very tired ofsitting by her sister on the 
bank, and ofhaving nothing to do: once or twice she had peeped 
into the book her sister was reading, but it had no pictures or 
conversations in it, “and what is the use ofa book," thought Alice, 
“withoutpictures or conversations?" 

L. Carroll, Alice in Wonderland 


Die Grundidee der Funktionalanalysis ist es, Folgen oder Funktionen als Punkte in einem 
geeigneten Vektorraum zu interpretieren und Probleme der Analysis durch Abbildungen 
auf einem solchen Raum zu studieren. Zu nichttrivialen Aussagen kommt man aber erst, 
wenn man Vektorräume mit einer Norm versieht und analytische Eigenschaften wie Stetig¬ 
keit etc. der Abbildungen untersucht. Es ist dieses Zusammenspiel von analytischen und 
algebraischen Phänomenen, das die Eunktionalanalysis auszeichnet und reizvoll macht. 

Der Ursprung der Funktionalanalysis liegt Anfang des 20. Jahrhunderts in Arbeiten 
von Hilbert, Schmidt, Riesz und anderen; später wurde sie durch Banach und von Neu¬ 
mann, die die heute geläufigen Begriffe des normierten Raums und des Hilbertraums 
prägten, kanonisiert. Funktionalanalytische Kenntnisse sind mittlerweile in vielen Diszi¬ 
plinen der Mathematik wie Differentialgleichungen, Numerik, Wahrscheinlichkeitstheorie 
oder Approximationstheorie sowie in der theoretischen Physik unabdingbar. 

Dieses Buch bietet eine Einführung in Methoden und Ergebnisse der Funktionalanaly¬ 
sis. Seine ersten sieben Kapitel widmen sich den normierten Räumen und den zwischen 
ihnen wirkenden linearen Abbildungen; die letzten beiden Kapitel studieren allgemei¬ 
nere Situationen. Wie jede ausgereifte Theorie entwickelt auch die Funktionalanalysis 
eine Fülle nichttrivialer Resultate aus ganz wenigen Grundbegriffen. Es ist ein An¬ 
liegen dieses Textes, diese Resultate ausführlich darzustellen und an vielen Beispielen 
zu veranschaulichen. Im Einzelnen werden in den Kap. I und II Beispiele und elemen¬ 
tare Eigenschaften normierter Räume und stetiger sowie kompakter linearer Abbildungen 
vorgestellt, Kap. III enthält Existenzsätze für stetige Funktionale, und Kap. IV bringt die 
Hauptsätze über Operatoren auf vollständigen normierten Räumen. Kap. V studiert den für 
die Anwendungen besonders wichtigen Fall der Räume mit Skalarprodukt (Hilberträume), 
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und die nächsten beiden Kapitel widmen sich der Eigenwerttheorie. Schließlich kommt 
in Kap. VIII mit den lokalkonvexen Räumen eine allgemeinere Raumklasse zur Sprache; 
die Notwendigkeit hierfür wird sowohl von der Theorie als auch von den Anwendungen 
diktiert. Das abschließende Kap. IX behandelt Banachalgebren. 

Vieles, was hier dargestellt wird, ist klassischer Bestand aller Funktionalanalysisvor¬ 
lesungen. Darüber hinaus wird noch manches speziellere Thema angesprochen, z.B. das 
Problem der Approximation kompakter Operatoren durch endlichdimensionale und der 
Interpolationssatz von Riesz und Thorin in Kap. II, Existenz und Nichtexistenz stetiger 
Projektionen auf Banachräumen in Kap. IV, die Einbettungssätze von Sobolev und Rellich 
in Kap. V, eine Einführung in die Theorie der nuklearen und Hilbert-Schmidt-Operatoren 
in Kap. VI, ein Abriss der Schwartzschen Distributionentheorie auf der Basis der lokalkon¬ 
vexen Räume in Kap. VIII oder die GNS-Konstruktion für nichtkommutative C*-Algebren 
in Kap. IX. 

Seit dem ersten Erscheinen ist das Buch in verschiedenen Neuauflagen erweitert wor¬ 
den: In Kap. III findet sich mittlerweile ein Abschnitt über Differentiation nichtlinearer 
Abbildungen und die Anfangsgründe der Variationsrechnung, in Kap. IV einer über Fix¬ 
punktsätze, Kap. VII enthält einen Abschnitt über Operatorhalbgruppen, und Kap. VIII 
wurde um Abschnitte über schwache Kompaktheit ergänzt. 

Zu jedem Kapitel gibt es Aufgaben (viele mit Lösungshinweisen) und eine Rubrik 
namens „Bemerkungen und Ausblicke“; dort habe ich neben historischen Anmerkungen 
noch diverse weitere Ergebnisse aufgenommen, die mit dem dargestellten Material ver¬ 
wandt sind, jedoch nicht bewiesen werden. So bleibt dem Gesamtleser (hoffentlich) auch 
beim wiederholten Aufschlagen noch etwas Neues und Interessantes zu entdecken. Übri¬ 
gens ist die Geschichte der Funktionalanalysis in viel größerem Detail in den Büchern von 
Dieudonne [1981], Monna [1973] und Pietsch [2007] nachzulesen. 

Das vorliegende Buch wendet sich an Studierende der Mathematik und Physik, die die 
Vorlesungen über Analysis und lineare Algebra absolviert haben, womit im Wesentlichen 
die erwarteten Vorkenntnisse definiert sind. Zum Verständnis des Textes ist etwas Erfah¬ 
rung mit dem Begriff des metrischen Raums hilfreich; metrische Räume werden heute 
ja üblicherweise schon in der Analysisvorlesung behandelt, und im Anhang B sind die 
notwendigen Informationen dazu noch einmal zusammengestellt. Den Begriff des topolo¬ 
gischen Raums braucht man erst in Kap. VIII; auch hierzu findet man eine Einführung 
im Anhang B. Wünschenswert sind Grundkenntnisse der Maß- und Integrationstheorie 
etwa im Umfang des Anhangs A. An ganz wenigen Stellen werden funktionentheoretische 
Kenntnisse herangezogen. 

Die erste Auflage der Funktionalanalysis erschien 1995; mittlerweile liegt sie - inzwi¬ 
schen volljährig - in der 8. Auflage mit dem dritten Einbanddesign sowie neuem Layout 
vor. In diesen über 20 Jahren habe ich von Kommentaren zahlreicher Leserinnen und Le¬ 
ser profitiert, die mir geholfen haben, mathematische Ungenauigkeiten und Tippfehler zu 
korrigieren. Dafür möchte ich allen, die mir geschrieben oder mich angesprochen haben, 
herzlich danken. 
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IX 


Wenn auch Sie auf etwaige Umgereimtheiten stoßen, informieren Sie mich bitte. Die 
schwerwiegenderen Fälle werde ich wie bisher auf meiner Homepage 

http://page.mi.fu-berlin.de/werner99/ 


dokumentieren. 

Berlin, im Januar 2018 Dirk Werner 
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Normierte Räume 


I 


1.1 Beispiele normierter Räume 

Im Folgenden werden Vektorräume über den Körpern K = M oder K = C betrachtet. 
Außerdem wird stillschweigend gelegentlich der triviale Vektorraum {0} ausgeschlossen. 
Wir verwenden die Bezeichnung K-Vektorraum, um anzudeuten, dass sowohl ein reeller 
als auch ein komplexer Vektorraum gemeint sein kann. 

► Definition I.1.1 Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung p: X ^ [0, oo) heißt 
Halbnorm, falls 

(a) pikx) = \k\p{x) VA e K, X e Z, 

(b) p{x + y) < p{x) + piy) Vx,y e X 

gilt, ((b) heißt Dreiecksungleichung.) Gilt zusätzlich 

(c) p{x) = 0 X = 0, 

so heißt p eine Norm. Normen werden üblicherweise mit dem Symbol || . || (statt p) 
bezeichnet. Man nennt das Paar {X,p) einen halbnormierten bzw. gegebenenfalls einen 
normierten Raum. Ist es aus dem Zusammenhang klar oder selbstverständlich, welche 
(Halb-)Norm gemeint ist, spricht man von X seihst als (halb-)normiertem Raum. 

Man beachte, dass aus (a) allein bereits p{Q) = 0 folgt; dazu wende (a) mit A = 0 und 
X = 0 an: 


p(0) = M0-0) = 0-M0) = 0. 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 
D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
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Auf einem normierten Raum (X, || . ||) wird in natürlicher Weise eine Metrik induziert; 
setze nämlich 


d{x,y) = llx-yll '^x,y e X. 

In der Tat verifiziert man leicht die Axiome {x,y,z & X beliebig) 

(a) d(x,y) > 0, 

(b) d(x,y) = d(y,x), 

(c) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z), 

(d) d(x, y) = 0 x = y. 

(Z. B. folgt (c) aus 


d{x,z)=\\x-z\\ = ll(x-y) + Cy-z)|| 

< lk-yll + Ib-^ll = d{x,y) + d{y,z).) 

In einem halbnormierten Raum erhält man bloß eine Halbmetrik, d. h., in (d) gilt nur die 
Implikation 

Damit sind in einem (halb-)normierten Raum topologische Begriffe wie konvergente 
Folge, Cauchyfolge, Stetigkeit, Kompaktheit etc. definiert, mit denen wir uns demnächst 
näher beschäftigen werden. (Die wichtigsten Tatsachen über metrische Räume sind im 
Anhang B zusammengestellt.) Einstweilen sei daran erinnert, dass eine Folge (x„) von 
Elementen eines (halb-)normierten Raums X eine Cauchyfolge ist, falls 

Ve > 0 3A(e) e N Vn, m > N{s) ||x„ - || < e 

gilt. Ferner konvergiert (x„) gegen x e Z (in Zeichen lim„^oo x„ = x), falls 

Ve > 0 3Z(e) e N Vn > N{s) ||x„ -x|| < e 

gilt (wobei jeweils auch „< e“ hätte stehen dürfen). 

Für Folgen des K" mit seiner natürlichen Metrik gilt bekanntlich die Äquivalenz von 
Cauchy-Eigenschaft und Konvergenz; in allgemeinen normierten Räumen ist das jedoch 
nicht mehr richtig (siehe S. 6). Natürlich sind konvergente Folgen stets Cauchyfolgen. 

► Definition 1.1 .2 Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heißt voll¬ 
ständig. Ein vollständiger normierter Raum heißt Banachraum. 

Ein nicht vollständiger normierter Raum X kann stets in einen Banachraum „einge¬ 
bettet“ werden. Dazu betrachte die Menge CF{X) aller Cauchyfolgen in X, erkläre eine 
Äquivalenzrelation ~ auf CF(X) durch 


(x„) ~ (y„) 


|x„-y, 


0 , 
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und definiere X als Menge aller Äquivalenzklassen. Man zeigt dann, dass X die Struktur 
eines Vektorraums trägt, auf dem 


[fe)] = lim ||x„|| 

n->oo 

eine vollständige Norm induziert. Identifiziert man X mit den konstanten Folgen in X, 
so wird X in natürlicher Weise in X dicht eingebettet. X wird Vervollständigung von 
X genannt; man kann außerdem zeigen, dass eine solche Vervollständigung im Wesent¬ 
lichen (d. h. bis auf „Isometrie“) eindeutig bestimmt ist. Dieses Verfahren erinnert an eine 
der Konstruktionen von K als Vervollständigung von Q. In Kap. III wird eine elegantere 
Methode vorgestellt, die Vervollständigung eines normierten Raums zu definieren. 

Wir werden im weiteren Verlauf sehen, dass die Vollständigkeit zum Beweis vieler 
nichttrivialer Aussagen wesentlich ist (vgl. Kap. IV). 

Im Rest dieses Abschnitts diskutieren wir einige Beispiele normierter Räume. 


Beispiele 

(a) In der Analysis werden auf K" die Normen (x = (xi,...,x„)) 

n 

Iklli = XI 

i=\ 

/=i ^ 

Ikiloo = max \xi\ 

betrachtet. Diese Normen sind insofern gleichwertig, als eine Folge genau dann bezüg¬ 
lich einer dieser Normen konvergiert, wenn sie auch bezüglich der übrigen Normen 
konvergiert. 

(b) T sei eine Menge. £°°{T) sei der Vektorraum (!) aller beschränkten Funktionen 

von T nach K. Fürx e setze 

||x||oo = sup |x(0| (< cxd). 

teT 

Man nennt || . ||oo die Supremumsnorm. Es gilt; 

• {£°°(T), II . Iloo) ist ein Banachraum. 

Um das einzusehen, überzeugen wir uns zuerst, dass || . in der Tat eine Norm 
ist. Nur die Dreiecksungleichung ist hier eventuell nicht ganz offensichtlich. Seien also 
x,y e to e T. Dann ist 
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|j:(to) + >’(fo)l < k(^o)l + |y(fo)l < sup \x(t)\ + sup |y(t)| 

KT KT 

— Il-t^lloo + lijüoo- 

Nach Übergang zum Supremum über alle to e T folgt 

lü + ylloo < lülloo + Iblloo- 

Wir kommen jetzt zur behaupteten Vollständigkeit. Sei (x„) eine Cauchyfolge in 
l°°(T). Es ist die Existenz eines Elements x € l°°iT) mit \\xn -x||oo 0 zu zeigen. 
Dazu beachte die Ungleichung |y(r)| < ||y||oo für alle t e T, y e Sie impli¬ 

ziert, dass bei beliebigem t e T die Zahlenfolge (x„(0) eine Cauchyfolge ist, die auf 
Grund der Vollständigkeit des Skalarenkörpers einen Limes besitzt, den wir mit x{t) 
bezeichnen. Auf diese Weise wird eine Funktion x: T K definiert. Wir zeigen jetzt, 
dass X beschränkt ist und dass (x„) bezüglich der Supremumsnorm gegen x konvergiert. 
Zunächst wähle bei gegebenem e > 0 eine natürliche Zahl N mit 

lÜn-'tmiloo < e Vn,m>N. 


Sei f e r. Wegen — > x(t) existiert mo = mo{s, t) mit 

- X(t)\ < S. 

Ohne Einschränkung darf niQ > N angenommen werden, es gilt also für alle n > N 

\Xn(t)-x(t)\ < \Xn(t) - Xmait)\ + \Xmoit) - X{t)\ 


Für beliebiges t e T ergibt sich nun zum einen 

\x(t)\ < \XN(t)\ + \x(t)-XN{t)\ < lüivlloo +2e, 
d. h., X ist beschränkt, zum anderen folgt 

\\xn -.riloo < 2e Vn > N, 


d. h., lim„^oo Xn = X. 

Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm ist gleichbedeutend mit gleichmäßiger Konver¬ 
genz. Später werden auch noch weitere Konvergenzbegriffe behandelt, die mit anderen 
Normen Zusammenhängen. 
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ist der größte Raum von Funktionen auf T, auf dem die Supremumsnorm 
definiert ist. Es überrascht daher nicht, dass vollständig ist (denn was sollte 

fehlen?). Wir werden als nächstes einige Untervektorräume betrachten. Dabei wird sich 
das folgende Lemma als nützlich erweisen. 

Lemma 1.1.3 

(a) Ist X ein Banachraum und U ein abgeschlossener Untervektorraum von X, so ist U 
vollständig. 

(b) Ist X ein normierter Raum und U ein vollständiger Untervektorraum von X, so ist U 
abgeschlossen. 

Beweis, (a) Sei (x„) eine Cauchyfolge in U. Da X vollständig ist, existiert lim„^oo Xn ='. 
X € X. Wegen der Abgeschlossenheit von U muss x sogar in U liegen. 

(b) Seien e U und gelte lim„^oo Xn = x e X. Wir werden x e U zeigen. Als 
konvergente Folge ist (x„) insbesondere eine Cauchyfolge in U. U ist vollständig, weshalb 
(x„) einen Grenzwert in U besitzt. Dieser ist jedoch eindeutig bestimmt, also ist x e U, 
wie behauptet. □ 

Das Lemma gestattet es, die Vollständigkeitsbeweise für normierte Räume U, die als 
Unterräume von Banachräumen X erkannt sind, zu vereinfachen: Statt die Existenz von 
lim, 1^00 x„ für eine Cauchyfolge in U zu beweisen, braucht nur die Abgeschlossenheit von 
U gezeigt zu werden, d. h., wenn lim„^oo x„ in X existiert, so liegt der Grenzwert bereits 
in U. Wir illustrieren dieses Prinzip in den folgenden Beispielen (c)-(f). 


Beispiel 

(c) Räume stetiger Funktionen. 

Sei T ein metrischer (oder auch bloß topologischer) Raum. (Als einfachstes Beispiel denke 
man an Teilmengen von R.) C^{T) bezeichne die Menge der stetigen beschränkten Funk¬ 
tionen von T nach K. Da Summen und Vielfache stetiger Funktionen wieder stetig sind, 
ist C^(T) ein Untervektorraum von 1°°{T). Wir zeigen nun: 

• C^(T), versehen mit der Supremumsnorm, ist ein Banachraum. 

Nach Lemma I.1.3(a) ist nur zu zeigen, dass C^{T) abgeschlossen in ist. Zu 

zeigen ist also: Konvergiert die Folge (x„) stetiger beschränkter Funktionen gleichmäßig 
gegen die beschränkte Funktion x, so ist x ebenfalls stetig. Das ist jedoch ein bekannter 
Satz der Analysis! Der Vollständigkeit halber folgt hier der Beweis, es handelt sich um ein 
sog. I-Argument. 
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Zu e > 0 wähle N e N mit ||xjv -x||oo < f ■ Sei Iq e T. Wegen der Stetigkeit von xn 
existiert 5 > 0 mit (d bezeichne die Metrik von T) 


d(t, to) < S 


|xjv(0-JCjv(?o)| < 


s 

3' 


Dann gilt für t mit d(t, to) < S 


|x(t)-x(ro)| < |x(t)-XA,(t)| + |Xjv(t)-XA,(to)| + |XAr(to)-x(to)| 

< 2 ||x-XAr|| 

oo + |Xjv(t)-XAr(to)| 

£ 

< 2- + - = e, 

- 3 3 


also ist X stetig bei to. 

Ist T sogar ein kompakter metrischer (oder kompakter topologischer) Raum, so ist jede 
stetige Funktion von T nach K beschränkt; man schreibt in diesem Fall C{T) statt C‘’{T). 
Das Symbol C leitet sich übrigens von dem französischen Wort für stetig, continu, her. 

Des weiteren ist der Raum Co(r) (speziell Co(K")) von Interesse, der aus den „im Un¬ 
endlichen verschwindenden“ stetigen Funktionen / auf einem lokalkompakten Raum T 
besteht. Damit ist gemeint, dass für alle e > 0 die Menge {t e T: |/(f)l > e} kompakt ist. 
Es ist leicht zu sehen, dass Cq{T) in C^{T) abgeschlossen, also mit der Supremumsnorm 
versehen ein Banachraum ist. 


Beispiel 

(d) Räume differenzierbarer Funktionen. 

C^[a,b\ sei der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem kompak¬ 
ten Intervall {a,b\, C^[a,b] ist also ein Untervektorraum von C[a,b]. C^[a,b] ist aber 
nicht abgeschlossen in der Supremumsnorm, nach Lemmal.l.3(b) ist (C'[a,i>], || . Ho^) 
kein Banachraum. (In der Tat definiert - etwa für a = -I, £>=1 - die Vorschrift 
x„(f) = {fi + i)^^^ eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, die gleichmäßig gegen 
die nicht differenzierbare Funktion | . | konvergiert.) Betrachte nun jedoch fürx e C'[a, b] 
die Normen 


||x|| = sup max{ |x(f)|, |J(^(0I} = max{ 

te[a,b] 

ll-^lll “ ll-^l|oo 11-^ Iloo- 




Es ist leicht zu sehen, dass || . || und ||| . ||| Normen sind; z.B. sieht man die Dreiecksun¬ 
gleichung für III . III so: 
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\x + y\\\ = ||x + >>||oo + ||(x + y)'||oo 

= ik+>’iioo + ik'+yiioo 
— Ikiloo + Ikiloo + ll-^lloo + Ik Iloo 

= IIWII + IWI- 


Außerdem sieht man sofort die Ungleichung 

Ikll < llklll < 2|kl| WxeC^[a,b]; (I.l) 

man sagt, || . || und ||| . ||| seien „äquivalente“ Normen (mehr dazu in Abschn. 1.2). Die 
Ungleichung (I.l) zeigt, dass eine Folge genau dann eine Cauchyfolge bzgl. || . || ist (bzw. 
konvergiert), wenn sie bzgl. ||| . ||| eine Cauchyfolge ist (bzw. konvergiert). Deshalb ist 

die Vollständigkeit von (Ckö, ^], II • ||) äquivalent zur Vollständigkeit von (C'[a, ^], III • |||), 

und Konvergenz bzgl. || . || oder ||| . ||| ist jeweils äquivalent zur gleichmäßigen Konvergenz 
sowohl der Funktionenfolge (x„) als auch der Folge der Ableitungen (xjj). Ist daher (x„) 
eine || . ||- (oder ||| . |||-)Cauchyfolge, so sind (x„) und (xj^) || . ||^-Cauchyfolgen, die wegen 
der Vollständigkeit von C[a, b] jeweils Limiten x bzw. y besitzen. Ein bekannter Satz der 
Analysis besagt nun, dass dann x differenzierbar ist mit V = y. Es folgt also in der Tat 
X e C' [a, b] und ||x„ - x|| 0. 

Wir fassen zusammen: 

• b] ist bzgl. der Normen || . || und ||| . ||| ein Banachraum, jedoch nicht bzgl 

der Supremumsnorm. 

Analoges gilt für 

b] := {x e C[a, b]: x ist r-mal stetig differenzierbar}. 


• C''[a,b], versehen mit der Norm |||x||| = lk*^‘'lloo. ist ein Banachraum. 


Es sollen noch Räume von Funktionen mehrerer Veränderlicher besprochen werden. 
Dazu führen wir die Multiindexschreibweise ein. Sei C K" offen und q) e Ci^), 
d. h., —)• K ist r-mal stetig differenzierbar. Für a = (aj,... ,a„) e NJj mit lal := 

Ul + ■ ■ ■ + a„ < r existiert dann die partielle Ableitung 


= 


g«i ... g«. 

9f“' • • • 9t“' 


der Ordnung lal und ist stetig; dabei ist die Differentiationsreihenfolge unerheblich. 
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Sei nun C K" offen und beschränkt. Man setzt 





q) ist r-mal stetig differenzierbar, 

und für jeden Multiindex a mit |a| < r 

kann D“<p stetig auf ^2 fortgesetzt werden 


Insbesondere ist für |a| < r die Ableitung D“(p beschränkt und deshalb 


lll^lll := ^ ||D>||oo 

|a|<r 


endlich. Wie im Eindimensionalen zeigt man: 

• CiQ), versehen mit der Norm ||| . |||, ist ein Banachraum. 

Beispiel 

(e) Räume holomorpher (= analytischer) Funktionen. 

Sei D = {z e C: |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe in C. Wir bezeichnen mit 
den Vektorraum aller beschränkten holomorphen Funktionen von D nach C. Wir können 
H°^ mit der Supremumsnorm versehen und //“ als Unterraum von £“(D) oder C*(D) 
ansehen. Ein Satz der Funktionentheorie besagt, dass gleichmäßige Limiten holomorpher 
Funktionen wieder holomorph sind; daher ist abgeschlossen. 

Ein verwandter Raum ist die sog. Disk-Algebra A(D) := {f e C(D):/|]u ist holomorph}. 
Auch hier sieht man, dass A(D) in C(D) || . ||(^-abgeschlossen ist. Also erhält man: 

• //“ und A(D) sind mit der Supremumsnorm Banachräume. 

Dieses Resultat steht in schroffem Gegensatz zu Beispiel (d), wo wir gesehen haben, dass 
der Raum der reell-differenzierbaren Funktionen bzgl. || . ||(^ nicht vollständig ist. 

Beispiel 

(f) Die Folgenräume d, cq, c, l°° . 

Wir betrachten die Vektorräume 

d = {(U): e K, ^ 0 für höchstens endlich viele n] 

Co — {(U)- U ^ litn(2_^(5Q tfi — 0} 

c = {( 4 ): 4 e K, ( 4 ) konvergiert} 

£oo _ tn e K, ( 4 ) beschränkt} 
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und verwenden jeweils die Supremumsnorm 

||(r„)||oo = SUp \tn\. 

(Der Raum d der abbrechenden Folgen kann als diskretes Analogon zu dem später zu 
diskutierenden Raum & der „Testfunktionen“ angesehen werden.) Für diese Vektorräume 
gilt 


d CcoCcCi°°. 


Dabei sind cq und c in abgeschlossen, nicht jedoch d. 

Um das zu beweisen, müssen wir Folgen von Folgen betrachten; die Verwendung 
von Doppelindizes ist also unvermeidlich. Sei nun (x„) eine Folge in c, und es gelte 
--«Iloo ^ 0 für ein x e Wir haben x e c zu zeigen und verwenden dazu ein 
I-Argument wie auf S. 6. Wir schreiben 

= lim 4"^ 


Wegen |lim,„^oo^ml < ll(^m)lloo für (i„) e c ist eine Cauchyfolge in K (denn 

{x„) ist eine Cauchyfolge in c). Folglich existiert too ■= lim„^oo tod- Um x e c zu zeigen, 
genügt es, limm^oo tm = too zu beweisen. 

Zum Beweis hierfür wähle zu e > 0 eine natürliche Zahl N mit 


ll^iV -^lloo 



,(N) 



Dann bestimme mo e N mit 


m > niQ 



Folglich ist für m> mo 


< dm 




+ \t\ 


m M)\ 


+ \t', 


(N) 


< Ikiv-^ll 


e s 
, H-h — 

3 3“ 


e. 


Jetzt zur Abgeschlossenheit von cq. Gelte wieder ||x„-x||oo ^ 0 für ein x G i°°. Nach dem 
bereits Bewiesenen istx G c, d. h., in den obigen Bezeichnungen existiert = limm->oo tm, 
und es ist = 0 zu zeigen. Das ist jedoch im obigen Beweis schon geschehen, denn 
too — llm^_^QQ toc — 0, da X;j G cq. 

Betrachten wir zum Schluss d. Dass d nicht abgeschlossen ist, kann man so sehen: Zu 
n G N setze 


(l,i,...,i,0,0,...),X = (l,i,...,i,;^,...) = (i)„,N. 


Dann gilt x„ G d. 


^ ^ 0, aber x ^ d. 



10 


I Normierte Räume 


Zusammengefasst gilt: 

• Die Folgenräume cq, c und sind bzgl. der Supremumsnorm Banachräume, d ist 
kein Banachraum. 

Übrigens ist cq nichts anderes als der Raum Co(N) aus Beispiel (c). 

Wir behandeln jetzt von der Supremumsnorm wesentlich verschiedene Normen. 


Beispiel 

(g) Die Folgenräume {\ <p < oo). 


Man setzt 




(i„): e K, ^ < oo 


n=\ 


sowie für x = (i„) e U’ 


- ( ^ Vnf 

n=\ 


i/p 


dabei sei 1 < p < oo (diese Einschränkung ist wesentlich, um zu zeigen, dass || . 
tatsächlich eine Norm ist). Wir werden sehen, dass iß’, || . ||^) ein Banachraum ist. 

Fürs erste ist jedoch nicht einmal klar, dass überhaupt ein Vektorraum ist! Zum 
Beweis dieser Tatsache seien x = (Sn) und y = (t„) zwei f^-Folgen. Dann ist 


\Sn+tnf < + \tn{f 

n=l n=l 

oo 

< ^(2max{|^„|, \t„\}y 


n=l 


= 2^^max{ü„|^, \t„f} 

n=l 

oo 

<2^^(ii„r + if„i^) 


«=i 


= 2^(^k„|^ + E 

n=l n=l 


also X + y € . Dass mit k e K und x e auch kx e ist, ist klar; mithin ist ein 

Vektorraum. 
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Als nächstes weisen wir die Normeigenschaften für || . nach. Hier macht (außer im 
Fall p = V) die Dreiecksungleichung Schwierigkeiten. Wir beweisen zuerst eine wichtige 
Ungleichung. Für zwei Folgen x = (s„) und y = (r„) setzen wir dabei xy = 

Satz 1.1.4 (Höldersche Ungleichung, Version für Folgen) 

(a) Fürx G undy G l°° ist xy G und es gilt 

lk>’lli < Ikllillylloo- 

(b) Sei \ < p < oo und q = (also ^ ^ = 1). Für x G und y G ist xy G £*, und es 

gilt 


IId'IIi < Ikllplbll?- 

Man kann beide Teile gleichzeitig formulieren, indem man für p = l den ,Jconjugierten 
Exponenten“ q = oo definiert; auf diese Weise erscheint die Bezeichnung f “ für den Raum 
der beschränkten Folgen natürlich. (Ein weiteres Indiz dafür: Es gilt limp^oo ll-t^llp = ll-^lloo, 
siehe Aufgabe L4.11 .) 

Beweis, (a) ist trivial. Um (b) zu beweisen, erinnern wir zunächst an die „gewichtete 
Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel“: 

< ra +(1 - r)r Vct, r>0, 0<r<l (1.2) 


[Beweis hierfür: Die Behauptung ist klar, falls ct = 0 oder t = 0. Eür a,x > 0 ist sie 
jedoch äquivalent zur Konkavität der Logarithmusfunktion (Abb. 1.1): 

log(cr'^T^“'^) = r log CT + (1 - r) log r < log(rCT + (1 - r)r) 


Abb. 1.1 Konkavität der 
Logarithmusfunktion 
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Eine C^-Funktion / ist aber genau dann konkav, wenn /" < 0 gilt; und die zweite 
Ableitung von log ist r - r^, also in der Tat negativ.] 

Zum Beweis der Hölderschen Ungleichung setzen wir zur Abkürzung A = ||x||p, 
B = ||:y|||. O.E. darf > 0 angenommen werden (sonst ist nichts zu zeigen). Wir 
schreiben nun x = (s„), y = (f„) und setzen in (1.2) bei beliebigem n e N 

1 , 1 \SnV’ \tn\‘> 

p q A B 

und erhalten 

W; \ B ) - p A q B ■ 

Summieren über n liefert 

T.M ^ = 1 + 1 = 1 

A^IPB'^li ~ p A q B p q 

Folglich gilt 

ll-^ylli = = Ikllplbll?- □ 

Als Korollar erhalten wir die Dreiecksungleichung für || . H^, die einen eigenen Namen 
trägt. 

Korollar 1.1.5 (Minkowskische Ungleichung, Version für Folgen) 

Für x,y & 1^, l < p < oo, gilt 


Ik + yllp < ll■«llp + Ibllp- 

Beweis. Der Fall p = 1 ist trivial, daher nehmen wir p > 1 an. Statt der Minkowskischen 
zeigen wir die dazu äquivalente Ungleichung 

Wx + yfp^iMp + Mpnx + yWi^K 

Wir schreiben wieder x = {s„), y = (t„). Dann gilt mit “ + “ = 1 nach der Hölderschen 
Ungleichung 

00 

Wx + ylfp = !■*" + ^«l^ 

n=l 

00 oo 

— ^ ^ 1‘^nl 1*^« + ^ ^ \tn\ 1‘^n 

n=l n=l 

y oo X 1//? / oo .1/^ 

^n=l ^ ^«=1 ^ 


< 
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/ oo s 1/p . oo s 1/^ 

^n=l ^ '^n=l ^ 

= (lkll/> + ll>'llp)ll-« + y||jr', 

denn (/?-l)g = p und i = ^. □ 

Es gibt noch einen alternativen Beweis für die Minkowskische Ungleichung, der ohne 
eine Anwendung der Hölderschen Ungleichung auskommt; stattdessen wird die Konvexi¬ 
tät der Funktion (pp\ t \t\P für p > \ benutzt. Zuerst wird folgender Spezialfall gezeigt: 

Wenn ||x||p = ||y||p = 1 und 0 < k < 1 ist, so gilt ||kx-i-(l-A)y||p < 1. Zum Beweis hierfür 
schreiben wir wieder x = (Sn), y = (t„) und schätzen mit Hilfe der Konvexität von <Pp ab 


OO 

||k^ + (l-k)3;||^ = Y,\XSn + {\-X)tn\'’ 

n=\ 

oo 

< ^(Ak„|^ + ( 1 -A)|f„n 

n=\ 

= X\\x\% + {\-X)\\yr^ = \. 

Der allgemeine Fall ergibt sich daraus so. Offenbar kann x Q, y Q angenommen 
werden. Setze dann 

j , \\x\\p , , Ibllp 

\\x\\p Ibllp ll^llp + llyllp lkllp +Ibllp 

Der bereits bewiesene Spezialfall liefert 


1 > IIA.XH- (1 -A)y||p = 


\\x + y\\p 
\x\\p+ Ibllp’ 


was zu zeigen war. 

Da ||kx||p = |k| ||x||p und ||x||p = 0 x = 0 offensichtlich gelten, ist (f^, || . H^) 
ein normierter Raum. Wir beweisen jetzt die Vollständigkeit von £p. Ähnlich wie im 
Fall f“ versucht man, die Vollständigkeit von IK an entscheidender Stelle im Beweis 
heranzuziehen. 

Sei (xn) eine Cauchyfolge in Wir schreiben x„ = Da für alle x = (?„) e 

und alle m e N die Ungleichung \^m\ — ll“''ll/7 gilt, sind bei beliebigem m die 
skalare Cauchyfolgen. Sei t^ = lim„^oo und x = {tmlm^n- Es ist nun noch x e und 
\\xn -x||p —> 0 nachzuweisen. Zu e > 0 wähle N = N{e) mit 
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Insbesondere folgt für alle M e N 


/ M \ 1/p 

( X! I' r ) < 11-^« - llp < e V«, n' > A?. 

'^m=l ' 


Mache nun den Grenzübergang n' ^ oo, um für alle M e N, « > 


M 

E 


f(n)_t P 
‘m 'm 


1/P 


< e 


zu erhalten. Da M beliebig war, impliziert das 


/ txj ,1/p 

<S Vn>N, 

^m=l ^ 


und daraus folgt zunächst e iP und deshalb x = {x-Xn)+Xn e iP sowie ||x„-x||p -> 0. 
Zusammengefasst gilt: 


• {IP, II . 11^) ist für l < p < oo ein Banachraum. 

Man kann natürlich die -Normen auch auf dem endlichdimensionalen Raum K" 
einführen; so normiert, wird K" mit £P(n) bezeichnet. 


Beispiel 

(h) Die Li’-Räume (!</?< oo). 

Bei dem Versuch, analog zu den -Folgenräumen Banachräume integrierbarer Funktionen 
zu definieren, stößt man auf große Schwierigkeiten. Wir werden sie jedoch alle in diesem 
Abschnitt überwinden. 

Betrachte zunächst auf C{a, b\ die Norm ||/|| i = |/(0I dt. In dieser Norm ist C[a, b] 

nicht vollständig. O.E. nehmen wir a = Q, b = 2 w und setzen/„(r) = r" für 0 < t < 1, 
fn{t) = 1 für 1 < r < 2. Dann ist (/„) eine Cauchyfolge in C[0,2] bzgl. || . ||i, denn für 
n > m ist 


/’* 1 

ll/„-/mlll = / {r-f)dt< --. 

Jo m+\ 

Die Folge (/„) scheint nun gegen/, definiert durch /(f) = 0 für 0 < t < l,/(f) = 1 für 

r2 

1 < f < 2 zu konvergieren, und / ist nicht stetig. (In der Tat ist |/,(t) -/(?)! dt = 
^ ^ 0.) Mit dem gleichen Recht könnte man/ mit/(r) = 0 für 0 < t < l,f(t) = 1 für 
1 < / < 2 als (freilich ebenfalls unstetigen) Limes von (f„) ansehen. Könnte man vielleicht 
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doch einen Limes in C[0,2] finden, wenn man nur lange genug sucht? Wir werden uns 
überlegen, dass das nicht möglich ist. 

Zunächst könnte man || . || j auf /?[0,2], dem Raum der Riemann-integrierbaren Funk¬ 
tionen, betrachten. Dort definiert || . || j aber nur noch eine Halbnorm, so dass konvergente 
Folgen keinen eindeutig bestimmten Limes mehr besitzen. (Oben hatten wir / und / als 
Limiten von (/,) ausgemacht!) Wir betrachten deshalb die lineare Hülle von {/} und 
C[0,2] und bezeichnen diesen Untervektorraum von R[0,2] mit X. Auf X ist || . || j aber 
eine Norm: Seien nämlich g e C[0,2] und k e K mit ||.g + kf \\i = 0. Dann ist 



Wegen der Stetigkeit von g folgt nun g(t) = 0 für 0 < f < 1 und g(t) = -k für 1 < f < 2. 
Also ist A = 0 und g = 0. Jetzt schließen wir, dass C[0,2] kein bzgl. || . || j abgeschlossener 
Unterraum des normierten Raums X ist (in der Tat hat die Folge (/„) den in X eindeutig 
bestimmten Grenzwert/ ^ C[0,2]), und erhalten mit Lemma 1.1 .3(b): 

• C[0,2] ( und allgemeiner C[a, b]) ist bezüglich || . || i kein Banachraum. 

Man könnte nun abstrakt die Vervollständigung definieren (vgl. S. 3), das liefert jedoch 
wenig Aufschluss über die konkrete Gestalt des so erhaltenen Banachraums. Z. B. ist 
nicht klar, ob dessen Elemente als Funktionen auf gefasst werden können, und wenn ja, 
als welche. Eine andere Idee wäre es, || . || [ auf R[a, b} zu definieren, evtl, auch uneigent¬ 
lich Riemann-integrierbare Eunktionen zuzulassen. Wie bereits festgestellt, erhält man so 
nur einen halbnormierten Raum. Schlimmer noch: die gewünschte Vollständigkeit stellt 
sich immer noch nicht ein. (Der erstgenannte Defekt lässt sich in der Tat auch bei dem 
jetzt vorzustellenden Weg nicht vermeiden.) Man muss sich also etwas gänzlich Neues 
einfallen lassen. 

Die wesentliche Neuerung besteht darin, die Lebesguesche Integrationstheorie zu ver¬ 
wenden, deren Grundzüge im Anhang A dargestellt sind. Wir betrachten zunächst ein 
Intervall / C K, das offen, halboffen oder abgeschlossen, beschränkt oder unbeschränkt 
sein darf, die er-Algebra E der Borelmengen und das Lebesguemaß A. Eür 1 < p < oo 
setzt man (beachte: wenn/ messbar ist, ist |// messbar) 



(Wer möchte, kann das Symbol ffdX durch das traditionellere ff{t)dt ersetzen; das 
wird im Laufe des Texts des öfteren geschehen.) Wir werden zeigen, dass ein 

vollständiger halbnormierter Raum ist. Genau wie im Fall der -Räume wird zuerst 
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begründet, dass ein Vektorraum ist (das ist ja nicht offensichtlich), anschließend 

werden die Höldersche und die Minkowskische Ungleichung gezeigt und zum Schluss die 
Vollständigkeit von bewiesen. 

Seien also/, g e ^^(1). Dann ist/+g als Summe messbarer Funktionen selbst messbar. 
Außerdem gilt 



Damit ist / + g e Schließlich ist trivialerweise af e JSf^(/) für alle a e K, und 

^P{I) ist ein Vektorraum. 

Als nächstes zeigen wir die Höldersche Ungleichung im Kontext der Funktionenräume; 
wie im Fall von werden wir daraus die Dreiecksungleichung für || . ||* ableiten. 


Satz 1.1.6 (Höldersche Ungleichung, Version für .if^(/)) 

Sei l < p < oo undq = also - + - = 1. Fürf e undg e jSf®(/) istfg e 

p I p q 


und es gilt 


ii/giit < ll/ll;llg||^ 


Beweis. Wir verwenden wieder (1.2), vgl. S. 11. Setze A = (||/||*)^, B = (||g||*)^, und 
nimm ohne Einschränkung A, ß > 0 an. (Ist etwa A = 0, so ist / = 0 fast überall und 
deshalb auch/g = 0 fast überall.) Sei f e / beliebig. Dann folgt aus (1.2) mit r = ^ 



und Integration liefert (wie die Summation im Beweis von Satz 1.1 .4) die Behauptung. □ 

Korollar 1.1.7 (Minkowskische Ungleichung, Version für Jf^(/)) 

Für l < p < oo und f, g e .if^(/) gilt 


ii/+gii;<ii/ii; + iigii;- 
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Beweis. Der Fall p = 1 ist trivial, und für p > 1 gilt mit ^ ^ = 1 wegen der Flölderschen 

Ungleichung 



< j\m\{\m+g(t)r^) dt 



< ii/ii;||i/+gr'|i; + ii^ii;||i/+gr' 

= (ii,/ii; + iigii;)(ii/+gii;r‘, 


□ 


woraus die Behauptung folgt. 


Auch für die Minkowskische Ungleichung für Funktionen lässt sich das alternative 
Argument für Korollar 1.1.5 durchführen, wenn man Summen durch Integrale ersetzt. 

Im Gegensatz zu den f^-Räumen ist || . ||* auf nur eine Halbnorm, denn 

II/II* = 0 <f> / = 0 fast überall. (Dazu später mehr.) Als nächstes wird die Vollständigkeit 
von gezeigt; dabei verwenden wir die Begriffe „vollständig“ und „Cauchyfolge“ 

wie für normierte Räume. 

Wollte man analog zum £^-Fall Vorgehen, würde man eine Cauchyfolge (f„) in 
und anschließend für festes t e I die skalare Folge (/(O) betrachten. Im Allgemei¬ 
nen braucht (/(O) jedoch nicht zu konvergieren, und man muss einen anderen Weg 
einschlagen. Das folgende Lemma wird von Nutzen sein. 

Lemma 1.1.8 Für einen halbnormierten Raum {X, || . ||) sind äquivalent: 

(i) X ist vollständig. 

(ii) Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. {Ausführlich: Für jede Folge in X mit 

IknII < oo existiert ein Element X E X mit II-*-=0.) 

Beweis, (i) (ii): Das ist klar, denn (X!!Li *n)weN ist eine Cauchyfolge. 

(ii) (i): Sei (v„) eine Cauchyfolge. Wähle zu Bk = ein e N mit 


< 2 ^ V«, m > Nk- 


Daraus ergibt sich die Existenz einer Teilfolge (*„^)A:gN mit 



Vk e N. 
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Für yt = Xn|^^^ - Xn^ ist also H};* || < oo. Nach (ii) existiert y mit (Teleskopsumme!) 

= lly - (-««K+i - ) II 0 für K ^ oo. 


K 

y-Y.y>^ 


k=\ 

Eine Teilfolge von (x„) konvergiert daher. Da eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teil¬ 
folge besitzt, seihst konvergiert (Beweis?), folgt die Konvergenz von (x„), und der Beweis 
ist vollständig. □ 


Beweis der Vollständigkeit von 

Wir benutzen Lemma 1.1.8. Seien /i,/ 2 ,... G .jSf^(/) mit a := ||/n||p < oo. Betrachte 

die (evtl, oo-wertige) nichtnegative Funktion t i->- 'g{t) = |/i(t)|. Als Summe mess¬ 

barer Funktionen ist^ messbar. Ferner sei^„(f) = \fM\ - Es folgt danng« e .5f'’(/), 
da ein Vektorraum ist, sowie 


feii; < E ii/i'ii; <«< oo 

i=l 


wegen der Minkowskischen Ungleichung. Nach Konstruktion konvergiert (gn) monoton 
gegen^; der Satz von Beppo Levi (Satz A.3.1) liefert daher 

dX= lim / ’g!’ dX < d’. 

Ji Ji 

Insbesondere ist^ (und daher auch^) fast überall endlich; d. h., nach Abänderung von^ 
auf einer Nullmenge N e T, erhält man eine reellwertige messbare Funktion g mit 

OO 

g{t) = ^ \fi(t)\ fast überall 
1=1 

(nämlich für t e I \ N). Es folgt (jetzt geht die Vollständigkeit von K ein!), dass 

00 

fit) ■= '^fiit) für t ^ V 

i=i 


existiert. Setzt man noch/(t) = 0 für t G V, so hat man eine messbare Funktion/: / —)► K 
definiert. Es bleibt/ G jSf^(/) und - f ^zgl- II ■ llp. d-h. //1T ^ 0 für 

« -» oo, zu zeigen. 

Nach Konstruktion ist |/| < 'g, also (s.o.) 



PdX< 



dX < oo. 
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folglich/ e Um schließlich ™ zeigen, benutzen wir den Lebesgue- 

schen Konvergenzsatz (Satz A.3. 2): Sei h„ = dann gilt h„ ^ 0 fast überall 

und 



Wegen < aF ist integrierbar. Also impliziert der Lebesguesche Konvergenzsatz 



was zu zeigen war. 

ist damit als vollständiger halbnormierter Raum ausgewiesen. Limiten sind in 
diesem Raum nicht mehr eindeutig bestimmt, sondern nur noch modulo Elementen des 
Kerns der Halbnorm || . ||*, nämlich Np = [/: / = 0 fast überall}. (Beachte, dass Np in 
Wirklichkeit gar nicht von p abhängt!) Es liegt daher nahe, Eunktionen zu identifizieren, 
die fast überall übereinstimmen. Das angemessene mathematische Verfahren besteht darin, 
statt Eunktionen/ ihre Äquivalenzklassen [/] in dem zugehörigen Quotientenvektorraum 


LP(I) := ^Pil)/Np 


zu betrachten. Dieses Verfahren schildert das folgende Lemma. 

Lemma 1.1.9 {X, || . ||*) sei ein halbnormierter Raum. 

(a) N := {a:: ||a||* = 0} ist ein Untervektorraum vonX. 

(b) UMII '■= \\x\\* definiert eine Norm auf X/N. 

(c) Ist X vollständig, so ist X/N ein Banachraum. 

Beweis, (a) ist trivial. 

(b) Zunächst mache man sich klar, dass ||[a]|| = ||a||* wohldefiniert ist, d. h. nicht vom 
Repräsentanten der Äquivalenzklasse [x] abhängt. Homogenität und Dreiecksungleichung 
folgen dann unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften von || . ||*. Schließlich gilt 
||[x]|| =0 4^AeV<t» [a] = [0]. 

(c) Bemerke nur: Bildet die Eolge der Klassen ([a,,]) eine Cauchy- bzw. konvergente 

Folge, so gilt dies auch für die Folge (a„) der Repräsentanten - und umgekehrt. □ 

Die Quotientennorm auf Llfil) bezeichnen wir mit || . \\p (endlich kann das Sternchen 
verschwinden) oder mit || . ||^. Insgesamt haben wir gezeigt: 

• Die Räume {ifil), || . H^) sind Banachräume für p > 1. 
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Obwohl die L'^-Räume eigentlich keine Räume von Funktionen, sondern von Äquiva¬ 
lenzklassen von Funktionen sind, behandelt man ihre Elemente, als wären es Funktionen. 
Man schreibt also / e U’ statt \f] e ü’ usw. In der Regel treten dadurch keine Komplika¬ 
tionen auf. Beispielsweise ist/ fifdX eine wohldefinierte Abbildung auf L^(I), nicht 
jedoch/ /(to)- Ferner brauchen die Repräsentanten der/ e U nur fast überall definiert 
zu sein; in diesem Sinn ist etwa t \ j-Jt in l} [0,1]. 

Wir haben oben die -Räume über reellen Intervallen für das Lebesguemaß betrach¬ 
tet; alles ließe sich genauso für messbare Teilmengen C K" (mit der entsprechenden 
Borel-CT-Algebra und dem n-dimensionalen Lebesguemaß) durchführen. Noch allgemei¬ 
ner können beliebige Maßräume (f2, E, /r) behandelt werden. Die entstehenden -Räume 
werden mit dem Symbol E, [£) oder kürzer mit LP{[£) bezeichnet. Die Notation LP 
geht auf Riesz zurück (siehe Abschn. 1.5); L erinnert hier an Lebesgue und p an Potenz 
oder puissance. Jedesmal gilt: 

• Die Räume (Uipt), || . H^) sind Banachräume für p > 1. 

Im Fall ^2 = N, E = Potenzmenge von N, /r = zählendes Maß erhält man übrigens 
LP{Q.,Y,,ijL) = iP. 

Von besonderer Bedeutung sind die Räume E^(/x); sie sind sogenannte Hilberträume 
und werden in Kap. V detailliert untersucht. 


Beispiel 

(i) Die -Räume. 

Der Anschaulichkeit halber führen wir zunächst L°°il) für ein Intervall I, später für 

beliebige Maßräume ein. 

Vergleicht man die Hölderschen Ungleichungen in den Sätzen 1.1.4 und 1.1.6, so fällt 
auf, dass der Fall p = 1 in der Integralversion noch nicht behandelt wurde. Der Grund ist, 
dass der entsprechende Raum beschränkter Funktionen auf I noch nicht eingeführt wurde. 
(Der Raum £“(/) ist dazu nicht angemessen.) Man setzt 


Jf“(/) = 


/: / ^ K: 


/ messbar, 

3Ae E,1(A) = 0: 


beschränkt 


11/112» = inf sup \f(t)\ = inf |/|;\^||oo 

iVeE t€l\N iVeE 


Es ist klar, dass ||/||2oo < oo für/ e gilt. Es ist diesmal recht leicht zu sehen, dass 

ein Vektorraum und || . 112» eine Halbnorm ist. 

Zum Beweis bemerken wir zuerst, dass es zu/ e eine messbare Nullmenge 

N = N(f) mit ||/||2<» = l/|/\ivlloo gibt. Denn zu r e N wähle eine Nullmenge Nr mit 
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l[/|/\Arr Iloo — II/IIl°° + 7 - dann eine messbare Nullmenge, und es gilt 

11/112» < l/|/\^lloo< l/|,\^JIoo< Il/il2» + i 


für alle r e N, also leistet N das Geforderte. 

Sind nun/ 1,/2 € und dazu Ni und N 2 nach der Vorbemerkung gewählt, so folgt 

ll/l +/2II2- < \\(fl +/ 2 )|/\(iV,UiV,)lloo 

— 1/11^^0^2)11“ l/2|/\(A'lUiV2)ll“ 

— 1/1 l/\Wi II 00 + 1/21^^211 00 
= Il/ill 2 » +11/2 112 -. 

Die übrigen behaupteten Eigenschaften sind klar. 

Als nächstes wird die Vollständigkeit von gezeigt. Sei (f„) eine Cauchyfolge in 

Nach der obigen Bemerkung können wir messbare Nullmengen Nn m mit 

ll/n “/nl/oo = ll(/n ~/n)|/\JV„„. Iloo 

wählen. Sei N = U^m=i ^n,m - N x N ahzählbar ist, ist auch N eine messbare Nullmenge, 
und es gilt 


Wfn —fm\\L°° — \\(fn—fm)\r\ff\\oo- 

Da man ohne Einschränkung/i = 0 annehmen darf, ist {fn\r\ff) eine || . ||oo-Cauchyfolge 
im Banachraum £“(/ \ N), ergo konvergent, etwa gegen g. Setzt man noch/(r) = g(t) für 
t ^ N,f(t) = 0 für t e N, so ist / messbar und beschränkt (als gleichmäßiger Limes der 
messbaren und beschränkten Funktionen/„x/\iv, wo xa( 0 = 1 für t e A, xa( 0 = 0 für 
t ^ A), und es gilt 


ll/«-/ll2-<ll(f«-/)|/\vlloo^O. 

Wie bei den -Räumen geht man nun zum normierten Quotienten 

L“(/) := ^^(I)/Noc 

nach dem Kern Noo der Halbnorm || . ||2oo über; wieder besteht dieser Kern aus den messba¬ 
ren Funktionen, die fast überall verschwinden. Die entsprechende Norm werde mit || . H^,» 
bezeichnet, sie heißt wesentliche Supremumsnorm. Die Elemente von L“(/) werden wir im 
Allgemeinen wieder als Funktionen (statt als Äquivalenzklassen von Funktionen, wie es 
eigentlich korrekt wäre) ansehen, die bzgl. fast überall bestehender Gleichheit identifiziert 
werden. 
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Zusammengefasst ist gezeigt: 

• L“(/), versehen mit der wesentlichen Supremumsnorm, ist ein Banachraum. 

Statt des Lebesguemaßes auf I hätte auch das n-dimensionale Lebesguemaß auf einem 
Gebiet ^2 C M" oder ein abstrakter Maßraum (^2, E, pC) behandelt werden können; auch 
dann gilt: 

• LS°{ß), versehen mit der wesentlichen Supremumsnorm, ist ein Banachraum. 

Wir bringen nun noch die abschließende Version der Hölderschen Ungleichung; der 
Spezialfall p = q = 2 wird Cauchy-Schwarz-Ungleichung genannt. 

Satz I.l.lO (Höldersche Ungleichung, allgemeine Version) 

Sei 1 < p < oo und sei ^ + ^ = \ (mit der Konvention ^ = 0). (^2, E, /x) sei ein Maßraum, 
und es seien/ e LP(pi), g e Lßiß). Dann istfg G L^iß), und es gilt 


\\f8\y < ii/iizt-ii^iiM. 


Beweis. Der Fall 1 < p < oo ist im Wesentlichen (nämlich für ^2 = /) in Satz 1.1.6 
behandelt worden. Wir betrachten nun p = \, q = oo; der Fall p = oo, ^ = 1 ist natürlich 
dazu symmetrisch. / und g können als messbare Funktionen angesehen werden, so dass/g 
jedenfalls messbar ist. Es folgt für alle Nullmengen N 



\f\dß sup|g(t)| 


i2\N tiN 



Nach Definition der L°°-Norm heißt das aber 


m\ü < ii/iiuiigik“- 


□ 


Beispiel 

(j) Räume von Maßen. 


Ist T eine Menge und E eine er-Algebra auf T, so heißt eine Abbildung /x: E ^ K (bzw. 
C) signiertes bzw. komplexes Maß, falls für jede Folge paarweiser disjunkter A, e E 
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1=1 


[Ja,) =^/.r(A,) 


i=l 


(1-3) 


gilt. Hier wird also nicht /r(A) > 0 gefordert. Da /x nur endliche Werte annimmt (nicht aber 
+00 oder -oo), folgt /x(0) = 0, denn /x(0) = /x(0 U 0 U ...) = /x(0) + /x(0) + ■ • •. In diesem 
Beispiel werden wir kurz Maß statt signiertes oder komplexes Maß sagen. (Vergleiche zu 
diesen Begriffen auch Anhang A.4.) 

Beispiele für Maße sind die Punktmaße ß = ki3,j + ••• + wo G T und 

k, e K. (Zur Erinnerung: 3,(A) = 1, falls t e A, und i5,(A) = 0 sonst.) Weitere Beispiele 
sind die absolutstetigen Maße auf K, das sind Maße der Form /x(A) = f^f{t)dt für ein 
/ e L^(]R). Da Summen und Vielfache von Maßen wieder Maße sind, trägt die Menge 
M{T, E) aller Maße auf E die Struktur eines Vektorraums. Ist T ein metrischer (oder to¬ 
pologischer Raum), wird in der Regel die von den offenen Mengen erzeugte ct-A lgebra, 
die sog. Borel-cr-Algebra, betrachtet. 

Jedem Maß /x wird durch die Vorschrift 

|/x|(A) = sup V \ß{E)\, 

ay ‘ ^ 

£e3f 

wobei das Supremum über alle Zerlegungen von A in endlich viele paarweise disjunkte 
Mengen aus E zu bilden ist, ein positives Maß |/x| zugeordnet, die sog. Variation von /x. 
Man kann außerdem zeigen, dass |/x|(r) < oo ist (siehe z. B. Rudin [1986], S. 117). Im 
Beispiel der Punktmaße ist |/x| = |ki |(5,j -i- • • ■ H- wenn die 3,^. verschieden sind, und 

im Beispiel der absolutstetigen Maße ist |/x|(A) = \f(t) \ dt. 

Nun assoziieren wir zu einem Maß /x seine Variationsnorm 

iimii = \pm 


und behaupten: 

• M{T, E), versehen mit der Variationsnorm, ist ein Banachraum. 

Von den Normeigenschaften von || . || ist nur die Dreiecksungleichung nicht ganz offen¬ 
sichtlich. Seien ß\,ß 2 £ E), und sei ^ eine Zerlegung von T, wie oben beschrieben. 

Dann ist 


Y.\{ßt+ß2){E)\<Y,\ß,{E)\ + Y. |m2(E)| < IImiII + IIm2||- 

E<=3f Eesr Eesr 

Wenn man jetzt das Supremum über alle ^ nimmt, erhält man ||/Lti H- /X2II < ||/xi ||-i- ||/X2||. 

Nun zur Vollständigkeit. Sei (/x„) eine Cauchyfolge in M{T, E). Für A e E und 
/X G M(T,'Z) gilt stets |/x(A)| < ||/Lt|| (betrachte die Zerlegung ^ = (A, r\A}). Also 
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existiert für alle A e E 


ti(A) ■= lim /t,„(A). 

n^oo 


Es ist klar, dass ß additiv ist, d. h. ß(A U B) = ß{A) + ßiB) für paarweise disjunkte A 
und B ist, und deshalb eine zu (1.3) analoge Gleichung für endliche Folgen gilt. Sei jetzt 
e > 0 vorgegeben, und sei ^ = {Ei,... ,Er} eine Zerlegung von T in paarweise disjunkte 
Mengen aus E. Wähle Nq = Nq{s) mit 


Mb ~ Mm II < e Vn, m> Nq. 


Alsdann wähle m = m{s, mit m > Nq und 


^|/Xm(E/)-M(£i)| < e. 
/=1 


Für n > No ist dann 


^ I ßn{Ei) - ß{Ei) I < ^ I ßnißi) - ßrniEi) | + ^ | ßm{Ei) - ßißi) \ 
i=l i=l 1=1 

— llMn“Mmll "i" ^ 

Akzeptiert man für den Moment das Symbol || . || auch für bloß additive Mengenfunk¬ 
tionen (wir haben noch nicht gezeigt, dass ß ein Maß ist), so ergibt sich jedenfalls 
||/x|| < oo und Wßn- ß\\ 0. 

Es bleibt, (1.3) für ß zu zeigen. Seien Ai,A 2 ,. .. G E paarweise disjunkt, und sei e > 0. 
Wähle k mit ||/t.i - mII < £■ Dann folgt 


/ OO x n 

^i=l ^ r=l 

= 

^\>n ' 





< 

(/x-Mit)(lJ^') 

H- 



< IlM-Mtll + 


i>n 


< 2s 


für hinreichend großes n, da ßk ein Maß ist. 
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1.2 Eigenschaften normierter Räume 

Wir beginnen mit einem einfachen Satz, der besagt, dass Addition, Skalarmultiplikation 
und II . II stetige Abbildungen auf normierten Räumen sind. 

Satz 1.2.1 Sei X ein normierter Raum. 

(a) Aus x„ ^ X undy folgt x^+yn ^ x + y. 

(b) Aus X„ X in K und Xn —> x folgt k„Xn —> Xx. 

(c) Aus Xn -> X folgt \\Xn\\ ||x||. 

Beweis. Wörtlich wie im Endlichdimensionalen, also: 

(a) Klar wegen \\(x„ + y„) - (x + y)\\ < \\xn-x\\ + \\yn-y\\ -> 0. 

(b) Klar wegen 


\\XnXn-Xx\\ < \\XnXn-XnX\\ + \\XnX-Xx\\ 

= |k„| ||x„-x|| + |k„ - k| ||x|| ^ 0. 

(c) Zuerst überlegen wir, dass die umgekehrte Dreiecksungleichung gilt: 

I Ikll - Ibll I < lk~>’ll '^x,y e X; 

diese folgt aus der Ungleichung ||x|| - ||y|| < (Hx-yH + HyH) - HyH = Hx-jH und der dazu 
symmetrischen Ungleichung ||y|| - ||x|| < ||y-x||. Die umgekehrte Dreiecksungleichung 
impliziert sofort 


I IknII - Ikll I < Ikn-.r|| ^ 0. □ 

Insbesondere ist eine konvergente Folge {x„) beschränkt, d. h., die Folge (||.t:„||) der 
Normen ist beschränkt. 

Korollar 1.2.2 Ist U ein Untervektorraum des normierten Raums X, so ist sein Abschluss 
U ebenfalls ein Untervektorraum. 

Beweis. Seien x,y € U. Dann existieren x„,y„ € U mitx„ xundy„ ^ y. Es folgt 

U 3 Xn+yn ^ x + y, 

so dass x + y ^ U gilt. Für k e K konvergiert (kx„) gegen (Xx), also liegt auch Xx in U. □ 
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In Beispiel (d) von Abschn. I.l hatten wir auf C^[a,b] die beiden Normen ||x|| = 
max{ ||x||oo, Ik^loo} und |||a:||| = ||v:||oo + ll-t^loo eingeführt und als „äquivalent“ erkannt. 
Diesen Begriff werden wir nun eingehender studieren. 

► Definition 1.2.3 Zwei Normen || . || und ||| . ||| auf einem Vektorraum X heißen äquiva¬ 
lent, falls es Zahlen 0 < m < M mit 


^\\A\ 'S. Ilklll < A/||x|| Wx & X 


(1.4) 


gibt. 

Satz 1.2.4 Seien || . || und ||| . ||| zwei Normen auf X. Dann sind folgerule Aussagen 
äquivalent: 

(i) II . II und III . III sind äquivalent. 

(ii) Eine Folge ist bzgl. || . || konvergent genau dann, wenn sie es bzgl. ||| . ||| ist; außerdem 
stimmen die Limiten überein. 

(iii) Eine Folge ist || . \\-Nullfolge genau dann, wenn sie eine ||| . \\\-Nullfolge ist. 

Beweis. Die Implikationen (i) ^ (ii) ^ (iii) sind klar. 

(iii) ^ (i): Nehmen wir etwa an, dass für kein M > 0 die Ungleichung |||x||| < M||x|| 
für alle x e X gilt. Für jedes n e N gibt es dann x„ e X mit |||x„||| > n||x„||. Setze 
y« = x„/(n||x„||); dann ist || 3 /„|| = ^ ^ 0, also (y„) eine || . ||-Nullfolge, aber |||y„||| > 1 für 
alle n, folglich (yß keine ||| . |||-Nullfolge, was (iii) widerspricht. Die Existenz von m zeigt 
man entsprechend. □ 

Äquivalente Normen erzeugen also vom topologischen Standpunkt denselben metri¬ 
schen Raum. Es folgt außerdem aus der Definition, dass dann (X, || . ||) und (V, ||| . |||) 
dieselben Cauchyfolgen besitzen. Daher sind die Räume {X, || . ||) und {X, ||| . |||) entweder 
beide vollständig oder beide unvollständig. 

Versieht man jedoch eine Menge T mit zwei Metriken derart, dass {T,d\) dieselben 
konvergenten Eolgen wie {T, d 2 ) besitzt, so brauchen diese Metriken nicht dieselben Cau¬ 
chyfolgen zu besitzen. Ein Beispiel ist K mit den Metriken di{s,t) = |ä - t\, d 2 {s,t) = 
larctanä - arctan f|; hier ist die Eolge (n) der natürlichen Zahlen eine t/ 2 -Cauchyfolge, und 
(K, c/ 2 ) ist nicht vollständig. Dieses Gegenbeispiel wird dadurch ermöglicht, dass die iden¬ 
tische Abbildung von (T,d 2 ) nach {T,d\) zwar stetig ist, aber nicht gleichmäßig stetig. 
Hingegen impliziert (1.4), dass ||| . ||| auf {X, || . ||) sogar gleichmäßig stetig ist. 

Geometrisch bedeutet Definition 1.2.3, dass die ||| . |||-Einheitskugel {x: |||x||| < 1} eine 
II . II-Kugel vom Radius ^ enthält und in einer solchen vom Radius ^ enthalten ist (siehe 
Abb. 1.2): 


[x-. ||x|| < ^} C {x: |||x||| < 1} C {x: 


< -i- 

— m ' 
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{x: ||a;|| < 1/m} {x: |||x||| < 1} {x: ||x|| < l/Mj 


Abb. 1.2 Einheitskugeln äquivalenter Normen 


Beispiel 

(a) In Beispiel I.l(d) wurde gezeigt, dass || . || und || . auf C^[a,b] nicht äquiva¬ 
lent sind. 

(b) Ebensowenig sind || . und || . ||i auf C[0,1] äquivalent. Zwar gilt die Unglei¬ 
chung ||x||i < ||x||oo für alle x (d. h., gleichmäßig konvergente Folgen konvergieren im 
Mittel), aber x„(f) = t" definiert eine || . || j-Nullfolge, die nicht gleichmäßig konver¬ 
giert. Man könnte auch argumentieren, dass C[0,1] in der Supremumsnorm vollständig 
ist, bzgl. II . II 1 jedoch nicht. 

(c) Betrachte nun für a > 0 die Norm 

|||x|||„ = sup |x(r)|e^' 

0<f<l 

auf C[0,1]. Dann sind || . und ||| . |||„ äquivalent, denn es gilt 

lll-t^llla — ll-t^lloo — ^ lll■^llla• 

Der Übergang zu einer äquivalenten Norm gestattet es häufig, Eigenschaften der 
gegebenen Norm zu verbessern, etwa Abbildungen zu Kontraktionen zu machen, die 
es ursprünglich nicht waren, und so den Banachschen Fixpunktsatz anzuwenden. Zu 
diesem Zweck werden die Normen des Beispiels (c) in der Theorie der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen verwandt. 

Bekanntlich sind die euklidische, die Maximums- und die Summennorm auf K" 
äquivalent. Tatsächlich gilt: 

Satz 1.2.5 Auf einem endlichdimensionalen Raum sind je zwei Normen äquivalent. 

Beweis. Gelte etwa dimX = n. Sei {ei,... ,e„} eine Basis von X und || . || eine Norm auf 
X. Wir werden zeigen, dass || . || zur euklidischen Norm || “(^/Ib = (X!/Li 

äquivalent ist. 
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Setze K = max{ \\ei , ||e„||} > 0. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung für 
und der Hölderschen Ungleichung 


n 

of/e/ 

/=i 


< ||e/|| < 

/=i 



so dass 


Vx e X. 

Damit ist || . || bzgl. || . II 2 stetig, da aus -x ||2 —> 0 

I \\xk\\ - l|x|| I < \\xic-x\\ < K^\\xk-x \\2 0 

folgt. Ferner ist S := {x: ||x ||2 = 1} in (X, || . II 2 ) ahgeschlossen, denn S ist abgeschlossenes 
Urbild II . ||2^({1}) der abgeschlossenen Menge {1} unter der stetigen Abbildung || . II 2 
(vgl. Lemma 1.2. l(c)), und S ist beschränkt bzgl. || . II 2 , also kompakt nach dem Satz von 
Heine-Borel. (Beachte, dass || . II 2 die übliche Topologie auf dem endlichdimensionalen 
Raum X erzeugt.) Die stetige Funktion || . || nimmt daher auf S ihr Minimum m > 0 an, 
und da || . || eine Norm und nicht nur eine Halbnorm ist, muss m > 0 gelten. Also folgt 

tM||x||2 < ||x|| Vx G X, 


dennx/||x ||2 e S fürx ^ 0. 

Damit ist jede Norm zu || . II 2 äquivalent, und das zeigt die Behauptung des Satzes. □ 

Wir werden uns in Korollar II.2.7 noch mit der Frage beschäftigen, „wie äquivalent“ 
zwei Normen auf K" sind. 

Speziell erhält man aus Satz 1.2.5 und Lemma 1.1.3 folgende Aussagen. 

Korollar 1.2.6 In jedem endlichdimensionalen normierten Raum sind abgeschlossene und 
beschränkte Mengen kompakt; alle endlichdimensionalen Räume sind vollständig, und 
endlichdimensionale Unterräume von normierten Räumen sind abgeschlossen. 

Als nächstes zeigen wir, dass die erstgenannte Eigenschaft endlichdimensionale Räume 
charakterisiert. Dazu benutzen wir das folgende Lemma, das von unabhängigem Interesse 
ist. 

Lemma 1.2.7 (Rieszsches Lemma) 

Sei U ein abgeschlossener Unterraum des normierten Raums X, und sei U ^ X. Ferner sei 
0 < S < 1. Dann existiert xg e X mit ||xä|| = 1 und 


l|xä - m|| > 1-5 


Vm e U. 
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Beweis. Sei x & X \ U. Da U abgeschlossen ist, gilt d := inf{ ||x - m||: m e f/} > 0, denn 
andernfalls gäbe es eine Folge {u„) in U mit ||m„ -.t:|| 0, und x läge in U = U. Deshalb 

istd < und es existiert m ,5 e t/mit ||x-Mi|| < Setze 


x-us 

xs ■= - - 

ll-t - us 


so dass 11 .*:^ II = 1 . 

Sei nun u e U beliebig. Dann ist 


Ikä 


US 


\\X-Us\\ 


\\x-us\ 


= -|U-(M3 + ||jt-Mä||M)|| 

||JC- Mäll 

d 

> - (denn + ||x- m ,5 ||m e {/) 

\\x-us\\ 

> 1-3 


nach Wahl von us . 


□ 


Satz 1.2.8 Für einen normierten Raum X sind äquivalent: 

(i) dimZ < oo. 

(ii) Bx '■= [x G X: ||.x|| < 1) ist kompakt. 

(iii) Jede beschränkte Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge. 

Beweis, (i) ^ (ii): Das haben wir bereits im Anschluss an Satz 1.2.5 bemerkt. 

(ii) ^ (iii): In einem kompakten metrischen Raum besitzt jede Folge eine konvergente 
Teilfolge, vgl. Satz B. 1.7. 

(iii) (i): Wir nehmen dirnX = oo an. Sei xi e X mit ||xi || = 1 beliebig. Setze Ui = 

lin{xi}; dann ist I7i endlichdimensional, folglich abgeschlossen und von X verschieden. 
Nach dem Rieszschen Lemma (Lemma 1.2.7), angewandt mit S = ^, existiert X2 E X mit 
11 ^ 2 II = 1 und ||x 2 -.vill > i. Nun betrachte U 2 = lin{xi,X 2 } und wende das Rieszsche 
Lemma erneut an, um X 3 mit ||x 3 || = 1, ||x 3 -xi|| > 5 , || 3 : 3 -X 2 || > j zu erhalten. Dann 
betrachte Uj, = lin{xi, 3 i: 2 ,'t^ 3 }, etc. Auf diese Weise wird induktiv eine Folge (x«) mit 
||a:„|| = 1 und \\xn - x^W > \ für alle m,« e N, m ^ n definiert. Die Folge (x„) ist 
beschränkt, hat aber keine Cauchy-, erst recht keine konvergente Teilfolge. □ 

Es gibt noch einen hübschen direkten Beweis für die Implikation (ii) ^ (i) in Satz 1.2.8: 
7m X e Bx betrachte die offene Kugel 14 um x mit dem Radius ^. Wenn Bx kompakt ist, 
existieren endlich viele x\,... ,Xn mit Bx C U/Li Dünn muss X = linjxi, ... ,x„}, 
also endlichdimensional, sein. Wäre nämlich U := linjxi, ... ,x„} von X verschieden, so 
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existierte nach dem Rieszschen Lemma x e Bx mit ||x - x, || > ^ für i = 1,...,« im 
Widerspruch zur Wahl der Xj. 

Gilt das Rieszsche Lemma auch für 5 = 0? Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass 
das nicht zutrifft. Setze X = {x e C[0,1]: x(l) = 0} und U = {x & X: x{t)dt = 0}. 

Versieht man X mit der Supremumsnorm, so ist U ein echter abgeschlossener Lfnterraum. 
Gäbe es ein Element x ^ X mit ||x- m||oo > ll-t^lloo = 1 für alle u e U, so erhielte man 
folgendermaßen einen Widerspruch. Setze x„(t) = 1 - f". Dann ist x„ e X, \\x„ ||oo = 1, und 
fQX„{t)dt= 1-^.Mit 


, _foX{t)dt _ __ ^ ^ 

Ä.fi — j , llfi — X ^ ^ 

gilt dann nach Annahme ||x-m„||oo > l,d. h. |A.„| > 1. Es folgt |Jq x(t)(ir| > 1. Da jedoch 
X stetig und x( 1) = 0 ist, ergibt sich aus 11x11oo = 1 der Widerspruch | x(t)dt\ < 1. Zu der 
hier aufgeworfenen Frage siehe auch Aufgabe 1.4.21 und Aufgabe II.5.20. 

Als nächstes diskutieren wir die Separabilität normierter Räume. Die Definition lautet: 

► Definition 1.2.9 Ein metrischer (oder topologischer) Raum heißt separabel, wenn er 
eine abzählbare dichte Teilmenge besitzt. 

Dabei heißt D dicht in T, wenn D = T gilt; also ist eine Menge D genau dann dicht, 
wenn jede nichtleere offene Menge einen Punkt von D enthält. Eine äquivalente Formu¬ 
lierung im Fall metrischer Räume ist: Jeder Punkt von T ist Limes einer Folge aus D. Die 
Separabilität eines Raums erleichtert dessen Analyse oft erheblich. 

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jede Teilmenge eines separablen metrischen Raums 
selbst separabel ist, siehe Aufgabe 1.4.26. Da M" separabel ist (Q" liegt dicht), sind alle 
T C M" separable Räume. Zur Entscheidung der Separabilität normierter Räume ist das 
folgende Kriterium nützlich. 

Lemma 1.2.10 Für einen normierten Raum X sind äquivalent: 

(i) X ist separabel. 

(ii) Es gibt eine abzählbare Menge A mit X = linA := linA. 

Beweis, (i) (ii) ist klar, denn X = A impliziert Z = lin A. 

(ii) (i): Wir betrachten zuerst den Fall K = M. Setze 


B = I ^2 « e N, Xi e Q, X; e A 


!=1 


Dann ist B abzählbar, und wir werden B =X, genauer 
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• VxeXVe>03yeß ||x-y|| < e 

zeigen. Zunächst wähle yo e linA, also yo = ^ ^ so dass 

Ik-yoll < e/2. Wähle dann A' e Q mit |2.,-A..| < e/(2 ||xi||). Dann gilt für y = 

n 

Ik-yll < Ik-yoll + lbo-3'll < e/2 + max|A;-A;| ^ ||xi|| < 

‘ i=l 


Im Fall K = C verwende Q + /Q statt Q. 


□ 


Beispiel 

(a) £P ist separabel für 1 < ;? < oo. Sei nämlich e„ der «-te Einheitsvektor 


= (0,..., 0,1,0,...) (1 an der n-ten Stelle) 


und A = {e„: n e N). Dann ist = linA = d, wo der Abschluss natürlich bzgl. 
zu bilden ist. Für x = (t„)„ € gilt nämlich 


-E 


he; 


p 



0 . 


(b) Genauso zeigt man die Separabilität von cq. 

(c) Hingegen ist f “ nicht separabel. (Man mache sich klar, dass die Methode aus (a) 
für p = oo nicht funktioniert!) Für M C N betrachte nämlich die Folge xm e f“, wo 
Xuin) = 1 für n e M und Xuin) = 0 sonst. Dann ist A := {xm- M C N) überabzählbar, 
und es gilt \\xm - Xm'Woo = 1 für M M'. Ist nun A irgendeine abzählbare Teilmenge 
von l°°, so kann für jedes x e A die Menge {y e £°°: ||x-y||oo < 5 } wegen der 
Dreiecksungleichung höchstens ein y e A enthalten, so dass A nicht dicht liegen kann. 

Ein ähnliches Argument zeigt die Inseparabilität von L“[0,1]. 


Zum Nachweis der Separabilität der Räume C[a, h] undL^[a,h], l <p < 00 , benötigen 
wir einen wichtigen Satz der Analysis. 

Satz 1.2.11 (Weierstraßscher Approximationssatz) 

Der Unterraum P[a, b\ der Polynomfunktionen auf [a, b\, a, h e R, liegt dicht in 

(C[a,b],\\-\\oo)- 


Beweis. O.E. sei a = 0, h = 1; ferner reicht es, sich mit reellwertigen Funktionen zu 
beschäftigen. 
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Sei X e C[0,1] beliebig. Wir betrachten das n-te Bernsteinpolynom 

p„(s) := Bnis-x) := XI ( . V'(l - 

Wir werden ||p„-Ji:||oo ^ 0 zeigen. 

Da X gleichmäßig stetig ist, existiert zu e > 0 ein 5 > 0 mit 

|^-t|<V5 ^ |x(i)-x(r)| < e. (1.5) 

Daraus ergibt sich mit a = 2||x||oo/5 die Ungleichung 

\x(s)-x(t)\ <s + ait-sf VÄ,fe[0,l]; (1.6) 

denn falls |t- s| < VS, folgt das aus (1.5), und sonst ist 

s + a(t-s)^ > e +2||x||oo > |.r(Ä)| + |x(f)| > |x(i')-x(t)|. 

Setze y,(s) = (t- i)^. Dann kann (1.6) in der Form 

-s-ay, < X- x{t) < s + ay, Vf e [0,1] (1.7) 

geschrieben werden. Um die diesen Funktionen assoziierten Bernsteinpolynome zu be¬ 
stimmen, berechnen wir zuerst ß„(. \Xj) fürx/s) = y,y = 0,1,2, mit Hilfe des binomischen 
Satzes: 

B„{s-,xq) = X f”V'(l -«)'” 

1=0 

= (^ + (1 -s))" 

= 1 ; 
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= (s + (l -^))" 


= s: 


Bn{s\X2) = ^ 


/=0 

n-l 

E 

/=o 


n-l 


y+l(l_^)M<+i) 


i + 1 


n-l 


= -+E 


Al - 1 




/=0 

(wie oben) 

S n - l ry 

- +-r 


n 


s(l-s) 2 

- + S . 


Bilden wir nun zu den in (1.7) auftauchenden Funktionen die Bernsteinpolynome, so ergibt 
sich 


-B„(.; e + ay,) = Bn( .;-s- ay,) <Bn{.\x- x(t)) < ß„(.; e + ay,). 


Daher folgt für alle s,t & [0,1] 


\pn{s)-x{t)\ < B„(s; s + ay,) 

< e + af' — 2ats + a 


ä(1-ä) 2 
-+s 


und setzt man i = r, so erhält man 

t(l —t) a 

\pn(t) - x{t)\ < e + a - <e+— Vf e [0,1], 

n n 

woraus die gleichmäßige Konvergenz von (p„) gegen x folgt. □ 

Dieselbe Methode wird zum Beweis von Satz IV.2.6 herangezogen werden. In Kap. VIII 
werden wir eine weitreichende Verallgemeinerung des Weierstraßschen Approximations¬ 
satzes kennenlernen, den Satz von Stone-Weierstraß (Satz VIII.4.7). 

Korollar 1.2.12 C[a, b] ist separabel. 

Beweis. Nach Satz 1.2.11 ist C{a,b] = lin{x„: n e Nq}, wox„(f) = f. □ 


Nun zu den L^-Räumen. 
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Satz 1.2.13 Für l < p < oo ist C[a, b] dicht in U’[a, b]. 

Zum Beweis benötigen wir: 

► Definition 1.2.14 Sei T ein metrischer (oder auch topologischer) Raum, E die a- 
Algebra der Borelmengen (also die von den offenen Mengen erzeugte er-Algebra). Ein 
Maß ß auf E heißt Borelmaß. Ein positives Borelmaß ß heißt regulär, falls 

(a) ß(C) < oo für alle kompakten C, 

(b) für alle A e E gilt 


ß(Ä) = sup{/x(C): C C A, C kompakt}, 

= inf{/x(0): A C O, O offen}. 

Ein signiertes oder komplexes Borelmaß heißt regulär, wenn seine Variation (vgl. Bei¬ 
spiel I.l(j)) regulär ist. M(T) bezeichnet die Gesamtheit der signierten oder komplexen 
regulären Borelmaße. 

Eür nicht endliche Maße ist der Regularitätsbegriff in der Literatur nicht einheitlich. Die 
obige Definition werden wir jedoch im Wesentlichen nur für endliche Maße benötigen. 
Einige wichtige Tatsachen über reguläre Maße werden im folgenden Satz zitiert. 

Satz 1.2.15 

(a) Ist T ein kompakter metrischer Raum oder allgemeiner ein vollständiger separabler 
metrischer Raum oder eine offene Teilmenge des K", so ist jedes endliche Borelmaß 
aufT regulär. Auch das Lebesguemaß öm/K" ist regulär. 

(b) Ist T ein kompakter topologischer Raum, so ist M{T) ein (im Allgemeinen echter) 
abgeschlossener Untervektorraum von M{T, E). 

Zum Beweis von (a) sei etwa auf Rudin [1986], S. 50, oder Behrends [1987], S. 200, 
verwiesen. Die in (a) genannten Räume sind allesamt sog. polnische Räume. Für ein Bei¬ 
spiel eines nicht regulären Maßes auf einem kompakten Raum siehe Cohn [1980], S. 215. 
Der Beweis von (b) sei zur Übung überlassen. 

Wir können nun den Beweis von Satzl.2.13 führen. Sei E die Borel-cr-Algebra von 
{a,b]. In der Maßtheorie wird gezeigt, dass lin(x, 4 : A e E], der Raum der Treppen¬ 
funktionen, dicht in LF liegt. Aus der Regularität des Lebesguemaßes folgt, dass linjxc»: 
O offen] bereits dicht liegt; denn es ist ja 

WXA-XoWp = KO\Af^’’ < s 

für geeignetes offenes O D A. Eine offene Menge O ist abzählbare Vereinigung von paar¬ 
weise disjunkten offenen Intervallen If, wegen X(0) = 7.(7^) gilt xo ^ ünlx/- ^ sin 
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Abb. 1.3 LP-Approximation 
von Xi durch stetige 
Funktionen 


a 



b 


offenes Intervall}. Daher reicht es für den Beweis des Satzes 1.2.13 zu zeigen, dass es für 
alle offenen Intervalle I C [fl, b] und alle e > 0 eine stetige Funktion / mit \\f - XiWp < £ 
gibt. Und das sieht man natürlich wie in Abb. 1.3. 

Damit ist die Dichtheit von C[a, b] in Wla, b] bewiesen. □ 

Wegen Satz 1.2.13 kann man ü’[a,b] als Vervollständigung des Raums (C[a,b], || . H^) 
ansehen. Für Erweiterungen und Beweisalternativen dieses Satzes siehe Aufgabe II.5.6 
und Lemma V. 1.10. 

Korollar 1.2.16 L/’[a,b] ist sepambel für \ < p < oo. 

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die Polynomfunktionen dicht in U’[a,b] sind. Sei dazu 
/ e U’[a,b]. Zunächst existiert nach Satz 1.2.13 eine Eolge stetiger Funktionen (f„) mit 
Wfn-fWp 0. Nach Satz 1.2.11 gibt es Polynomfunktionen mit ||/„-g«||oo < i . Wegen 
llgllp < (^-fl)'''^llglloo für alleg e C[a,b] folgt ||/„-g„||p ^ Ound daher ||g„-/||p 0. 

Damit ist die Behauptung gezeigt. □ 

Hier noch eine kleine Sammlung weiterer Aussagen über Räume vom Typ C oder W: 

• Für einen kompakten metrischen Raum T ist (C(T), || . ||oo) separabel. 

• Definiert man C(T) auch für kompakte topologische (Hausdorff-) Räume T, so ist 
C(T) genau dann separabel, wenn T metrisierbar ist. 

• Ist ß ein endliches reguläres Borelmaß auf dem kompakten metrischen (oder auch 
nur topologischen) Raum T, so liegt CiT) dicht in LP{ß) für l <p < oo. 

• Ist T ein kompakter metrischer Raum oder eine offene Teilmenge des K" sowie 
ß ein reguläres Borelmaß auf T, so ist LP{ß) separabel für 1 < p < oo. (Diese 
Aussage gilt nicht mehr für kompakte topologische Räume.) Speziell ist LP(M") 
separabel für diese p. 

Die Beweise sind zum Teil erheblich aufwändiger als im Fall eines kompakten Intervalls; 
der Fall des Raums LP(ß.") wird in Lemma V.l.10 (siehe auch AufgabeII.5. 6) behandelt. 


1.3 Quotienten und Summen von normierten Räumen 

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Konstruktion neuer normierter Räume aus bereits 
gegebenen. Wir wenden uns zuerst den normierten Quotienten zu. 
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► Definition 1.3.1 Sei X ein normierter Raum und A C X. Der Abstand von x e X zu A 
ist 

d(x,A) ■= inf{ ||x->'||: j e A}. 

Es folgt stets d{x,A) = 0 x e A. 

Satz 1.3.2 Sei X ein normierter Raum und U G X ein Unterraum. Für x & X bezeichne 
mit \x\ = x+U &X/U die entsprechende Aquivalenzklasse. 

(ä) UMII ■= d(x,U) definiert eine Halbnorm auf X/U. 

(b) Ist U abgeschlossen, so ist || . || eine Norm. 

(c) Ist X vollständig und U abgeschlossen, so ist X/U ein Banachraum. 

Beweis, (a) Zunächst ist || . || wohldefiniert, denn [xi] = [x 2 ] impliziert xi = X 2 + m für ein 
u e U, und deshalb gilt d(xi, U) = d(x 2 , U). Die Gleichung ||l[x]|| = |X| ||[x]|| folgt für 
X 7 ^ 0 sofort daraus, dass mit u auch Xu den Unterraum U durchläuft, und für X = 0 ist sie 
trivial. Um schließlich die Dreiecksungleichung zu beweisen, betrachten wir xi, X 2 e X. 
Wähle zu e > 0 Elemente ui,U 2 e U mit ||x; - m;|| < ||[x,] || + e (r = 1,2). Es folgt 

l|[^l] + fc]|| = I|[X1+X2]|| 

< II (xi +X2 )-(mi +M2)|| 

< ||xi - Will + IIX2-M2II 

< ||[xi]|| + ||[x2]||+2e. 


denn mi + «2 e U. Da e > 0 beliebig war, folgt die Dreiecksungleichung. 

(b) ||[x]|| = 0 d(x, U) = 0 xeU=U [x] = [0]. 

(c) Wir verwenden Lemmal.1.8. Seien x^ e X mit ||fo]|| < 00 . Nach Definition 
der Quotientennorm darf man ohne Beschränkung der Allgemeinheit ||xi:|| < || [x^^] || + 2“^ 
für alle A: e N annehmen. Dann ist ||xj:|| < 00 , und nach Voraussetzung existiert 

•= Efci Xk- Es folgt 


[x] - 'Y^[xk] 

k=\ 



< 



0 , 


denn stets gilt ||[z]|| < ||z||. Also existiert inZ/t/, was zu zeigen war. □ 


Beispiel 

Sei Dg [0,1] abgeschlossen, und betrachte den Quotientenraum C[0, l]/t/, wo U = 
{x G C[0,1]: x|ß = 0}. Die Quotientenbildung bedeutet, dass Funktionen, die auf D 
übereinstimmen, identifiziert werden. Es liegt daher nahe, die Elemente von C[0,1]/U 
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als Funktionen auf D anzusehen. Im nächsten Kapitel wird ausgeführt werden, dass 
C[0, l]/t/ und C{D) in der Tat „isometrisch isomorph“ sind (Satz II. 1.1 1). 

Beachte, dass Lemma 1.1.9 als Spezialfall von Satz 1.3.2 aufgefasst werden kann, wenn 
man diesen auch für halbnormierte Räume formuliert. 

Die Summenbildung normierter Räume gestaltet sich wesentlich einfacher. Im Fol¬ 
genden werden wir sowohl die Norm des Raums X als auch die Norm des Raums Y mit 
demselben Symbol || . || bezeichnen. 

Satz 1.3.3 Seien X und Y normierte Räume. 

(a) Sei I < p < oo. Dann definiert 


i\\xr + \\yry^‘’ fürp<^ 

max{||x||, llyll} fürp = oo 



eine Norm auf der direkten Summe 0 F. Die so normierte direkte Summe wird mit 
X ®pY bezeichnet. 

(b) All diese Normen sind äquivalent und erzeugen die Produkttopologie aufX x Y, d. h., 
(Xn,yn) ix,y) bzgl. II . Ilp genau dann, wenn x„ ^ x und y„ —>• y. 

(c) Mit X und Y ist auch X ®pY vollständig. 

Der einfache Beweis sei allen Leserinnen und Lesern zur Übung überlassen. 


1.4 Aufgaben 

Aufgabe 1.4.1 

(a) In einem metrischen Raum (M, d) sind die Mengen (x e M, e > 0) 


U(x,s) := (y e M: d{x,y) < e} offen, 

B(x,s) := {y e M: d{x,y) < e} abgeschlossen, 

S(x,s) := {y e M: d(x,y) = e} abgeschlossen. 


(b) In einem normierten Raum (A, || . ||) gilt (x e A, e > 0) 


{y e A: ||x-y|| < e} = {y e A: ||x-y|| < e}. 


Geben Sie ein Beispiel eines metrischen Raums mit U(x,s) f B{x,s) für geeignete 
X e A, e > 0. 
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Aufgabe 1.4.2 Ein kompakter metrischer Raum ist vollständig. 

Aufgabe 1.4.3 

(a) Sei (Z?„) eine Folge abgeschlossener Kugeln in einem Banachraum mit Bi D B 2 D ■ ■ ■ ■ 

Folgt dann ^ 0? 

(Hinweis: Falls B(x, r) C B(y,s), was kann man dann über ||.t:-j|| sagen?) 

(b) Beantworten Sie die gleiche Frage für eine absteigende Folge abgeschlossener Kugeln 
in einem vollständigen metrischen Raum. 

(Hinweis: Versuchen Sie M = {xi,X 2 ,...} C cq mitx„ = Ylj=i passenden aj.) 

Aufgabe 1.4.4 Sei X ein Vektorraum über R oder C und p: X ^ [0, 00 ) eine Abbildung 
mit 

(a) p(x) = 0 x = 0 , 

(b) Vk e K Vx e A p(Xx) = \X\p(x). 

Dann ist p eine Norm genau dann, wenn {x e X: p(x) < 1}, die „p-Einheitskugel“, konvex 
ist. 

Aufgabe 1.4.5 Konvergiert die Reihe ^^i(-0"/« in der Norm von C[0,1]? 

Aufgabe 1.4.6 Sei X der Vektorraum (!) aller Lipschitz-stetigen Funktionen von [0,1] 
nach R. Für x e X setze 


klkip = k(0)| + 


J:(^) - x{t) 
s-t 


(a) II . ÜLip ist eine Norm, und es gilt ||x||oo < ll-t||Lip fürx € X. 

(b) (X, II . ÜLip) ist ein Banachraum. 

Aufgabe 1.4.7 Für x = (^„) e f' setze 

||x|| = sup 

n 

Zeigen Sie, dass (f \ || . ||) ein normierter Raum ist. Ist es ein Banachraum? 
Aufgabe 1.4.8 Für x = (s„) e cq setze 

\\xh-= sup -vJ^ + IV-'S«in e[0,oo]. 

rtl<«2<-<rtr / 
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Betrachten Sie nun 


7 := {x e cq: ||x||y < oo}. 

Zeigen Sie, dass (7, || . ||y) ein Banachraum ist. [Dieser Banachraum wurde 1951 von 
R. C. James konstruiert als ein Beispiel eines nichtreflexiven Banachraums, der zu seinem 
Bidual isometrisch isomorph ist. Diese Begriffe werden in Kap. III erklärt.] 

Aufgabe 1.4.9 Für welche i', r e R gilt (n*) e bzw. (n^(log(M + 1))') e 

Aufgabe 1.4.10 

(a) Zeigen Sie für 1 < p < ^ < oo die Inklusion C genauer 

Ikll« < Ikllp G . 

(Hinweis: Behandeln Sie zunächst den Fall ||x||p = 1 !) 

(b) Up<oo C Co, und diese Inklusion ist echt. 


Aufgabe 1.4.11 Für alle x e f' gilt lim^^oo Ikllp = ||x||oo- 

Aufgabe 1.4.12 Gelte ^ + ^ + 7 = 1 sowie x G y G f®, z G l’’. xyz sei punktweise 
definiert, also (xyz)„ = x„ynZn- Dann ist xj^z G mit ||xyz||i < ||x||p||}'||^||z||r- 


Aufgabe 1.4.13 

(a) Sei 1 < p < oo, seien ferner xi, X 2 G oder G LP{^) mit ||x, ||p = 1. Zeigen Sie: 


Xi +X2 


= 1 


Xi = X2. 


(Diese Eigenschaft nennt man strikte Konvexität. Was bedeutet sie für die Gestalt der 
Einheitskugel?) 

(b) Eolgende Räume sind nicht strikt konvex (in ihrer üblichen Norm): f ', l°°, cq, C[0, 1], 
L'[0,1],L“[0,1]. 


(Hinweis zu (a): Studieren Sie genau die Beweise der Minkowski- und Hölderunglei- 
chungen!) 


Aufgabe 1.4.14 


(a) Seien a, G K und 1 < p < 9 ^ < oo. Dann i&t U[a,b] C U'{a,b\, genauer gilt für 
feU[a,b] 



ib-ay/p {b — ayii 


(Tipp: Höldersche Ungleichung!) 
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(b) Sei I ein unbeschränktes Intervall. Für \ < p < q < oo gilt weder //(Z) C Lß{I) noch 
L?(/) C LP{I). 

Aufgabe 1.4.15 

(a) Für a, Z? e M und 1 < /? < oo gilt L°°{a, b] C LP{a, b}, genauer 

WfWi^ <ib-a)^IP\\fU^ \feL^[a,bl 

(b) L°°[a, b} C np<oo b], und diese Inklusion ist echt. 

(c) Für \ <p < oo gilt weder LP{R) C L°°{R) noch L°°{R) C LP(W). 

(d) Für/e C[0,1] ist ||/||oo = II/IIl». 

Aufgabe 1.4.16 (Lyapunovsche Ungleichung) 

Seien 1 < £>o, Pi < oo und 0 < 0 < 1, und sei p durch - = — + — definiert. Dann ist 
n U^'(R) C LP(K), genauer gilt 

ll/llp < UKf ■ ll/llp, V/ e LP%R)nLP^{W). 

(Tipp: Höldersche Ungleichung!) 

Aufgabe 1.4.17 Betrachten Sie die durch x„(t) = f - yn{t) = n{f - und 
Zn{t) = - t""^') auf [0,1] definierten Funktionen. Prüfen Sie die Folgen (x„), (/„) 

und (zn) auf Beschränktheit und Konvergenz in C[0,1] sowie in L^[0,1]. 

(Tipp für (z„): Behandeln Sie zunächst die Fälle p = \ und p = 2 und benutzen Sie 
Aufgabe 1.4. 16.) 

Aufgabe 1.4.18 In dieser Aufgabe soll die sog. gleichmäßige Konvexität der -Räume 
für 2 < p < oo bewiesen werden. Sei 2 < p < oo und ZT := Z/^Z), wo Z irgendein Intervall 
ist. 


(a) Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen für nichtnegative reelle Zahlen: 


a 


f + bP< («2 -H 


-h — 

2 2 


,2 \ Pß 




(Hinweis: Für welche a ist t t“ konvex? Bedenken Sie auch Aufgabe 1.4. 10.) 
(b) Folgern Sie die Clarksonsche Ungleichung 


f + g 

P 

f-8 

2 

P 

2 


” < liUK + WsK) 


für/, g e LP. 


P 
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(c) Für alle 0 < e < 2 existiert ein 3 > 0, so dass für alle/, g & LF mit ||/|| = ||.g|| = 1 
gilt: 

>1_3 ^ \\f-g\\p<s 

p 

Was bedeutet das für die Gestalt der Einheitskugel? 


Ein normierter Raum mit der in (c) beschriebenen Eigenschaft heißt gleichmäßig konvex. 
Es ist ebenfalls richtig (aber schwieriger zu beweisen), dass LP für \ < p < 2 gleich¬ 
mäßig konvex ist; siehe SatzIV.7.11. Die gleiche Schlussfolgerung gilt für 1^, jedoch ist 
keiner der Räume f£°°, L' oder L°° gleichmäßig konvex. Man mache sich klar, dass die 
gleichmäßige Konvexität die strikte Konvexität (Aufgabe 1.4.13) impliziert, jedoch gilt die 
Umkehrung nicht (Aufgabe IV.8.36). 


Aufgabe 1.4.19 Fürx e C'[0,1] setze 

|||x|||i = |x(0)| + I 


||x |||2 = max 


iir 


x{t) dt \, ll/llc 


IUlll3 


-u. 


1 /.l X 1/2 

Jo 


\x(t)\^dt+ j \x'{tAdt 


(a) III . Uly ist jeweils eine Norm auf C'[0,1] (j = 1,2,3). 

(b) Welche ||| . |||y sind äquivalent zu ||| . |||, definiert durch |||x||| = ||x||oo + IKIloo? 
(Hinweis: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) 

Aufgabe 1.4.20 (Orliczräume) 

Sei M: [0, oo) [0, oo) stetig und konvex, und es gelte M{t) = 0 t = 0. Die Menge 
.5 /m(]R) ist als die Menge aller messbaren Funktionen/: K —>• K definiert, für die ein c > 0 
mit 

f Mi\f(t)\/c)dt < oo 
Jr 

existiert. Zeigen Sie, dass .5f^(]R) ein Vektorraum ist, und betrachten Sie dann den 
Quotientenvektorraum 


Lm(S.) := .jZm(K)/{/;/ = 0 fast überall}. 
Lm(R) heißt Orliczraum. Als nächstes definiere man für/ e Lm(K) 


:=inf 


>/ 


oO: / M{\f(t)\/c)dt<\\. 
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Zeigen Sie, dass das eine Norm ist (begründen Sie insbesondere, warum ||/||m < oo gilt) 
und dass II ■ Um) Banachraum ist. 

Betrachten Sie nun 



Vc> 0 


Zeigen Sie, dass //m(R) sin abgeschlossener Unterraum von Zm(R) ist. Überlegen Sie, ob 
//m(®) = gilt in den Fällen M{t) = f, I < p < oo, bzw. M(t) = exp(Ü) - 1. 

Aufgabe 1.4.21 Setze d(x,A) = infaeA IÜ-fl|| für eine abgeschlossene Teilmenge A eines 
normierten Raums X (Definition 1.3.1). 

(a) X i-> d(x,A) ist stetig auf X, und A = {x e X: d(x,A) = 0}. 

(b) Ist dimZ < oo, so darf im Rieszschen Lemma 5 = 0 zugelassen werden. 

(c) Zeigen Sie, dass X genau dann endlichdimensional ist, wenn es zu jeder nichtleeren 
kompakten Teilmenge K C X und jeder nichtleeren abgeschlossenen Teilmenge A C 
X Elemente x e K und y e A mit ||x-}'|| = inf{ \\k- a\\: k e K, a e A} gibt. 

Aufgabe 1.4.22 In einem unendlichdimensionalen normierten Raum sei O eine offene 
beschränkte Menge mit kompaktem Rand. Was kann man über O aussagen? 

Aufgabe 1.4.23 Betrachten Sie die Unterräume U := {(i'«) e S 2 n = 0 V« e N}, 
y ■= {(■S/i) e f*: S 2 n-i = ns 2 n V« e N}. Zeigen Sie, dass U und V abgeschlossen sind, aber 
dass die direkte Summe U ®V nicht abgeschlossen ist. 

(Tipp: Zeigen Sie zuerst, dass d <Z U ®V gilt.) 

Aufgabe 1.4.24 Ist X ein unendlichdimensionaler separabler normierter Raum, so enthält 
X eine linear unabhängige abzählbare dichte Teilmenge. 

Hinweise: (a) Kein echter Unterraum von X enthält eine offene Kugel, (b) Falls 
{x„: n e N} = X und ||x„ - y„\\ < 1/n für alle n, so gilt auch {y^'. n e N} = X. 
(c) Konstruieren Sie die gewünschte Menge induktiv. 

Aufgabe 1.4.25 Sei X ein normierter Raum und Y C X ein abgeschlossener Unterraum. 
Zeigen Sie, dass X genau dann separabel ist, wenn es Y und A/T sind. 

Aufgabe 1.4.26 

(a) M sei ein separabler metrischer Raum, und es sei A C M. Dann ist auch A separabel. 
(Achtung: Diese Aussage gilt nicht mehr, wenn M ein separabler topologischer Raum 
ist.) 

(b) Für einen normierten Raum X sind äquivalent: 

(i) X ist separabel. 
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(ii) Bx (= [x\ ||jj|| < 1 )) ist separabel. 

(iii) Sx (= {x: ||jc|| = 1}) ist separabel. 

Aufgabe 1.4.27 Geben Sie jeweils eine beschränkte Folge ohne eine konvergente 
Teilfolge in den Banachräumen C[0,1] und LP{Q, 1] an! 

Aufgabe 1.4.28 Sei jc„(r) = f, n > 1. Gehören die konstanten Funktionen zur 
abgeschlossenen linearen Hülle von xi,X 2 , ■ ■ ■ in L^IQ, 1]? 

Aufgabe 1.4.29 Für x = (s„) e sei [x] die zugehörige Äquivalenzklasse in l°° jcQ. 
Zeigen Sie ||[x]|| = limsup |s„|, wenn l°° die Supremumsnorm trägt. 


1.5 Bemerkungen und Ausblicke 

Der letzte Abschnitt eines jeden Kapitels versucht unter anderem, die historische Ent¬ 
wicklung der Funktionalanalysis nachzuvollziehen. Die an diesem Aspekt interessierten 
Leserinnen und Leser seien hierzu auf die Bücher von Dieudonne [1981] und Monna 
[1973] sowie die umfassende Darstellung von Pietsch [2007] hingewiesen. 

Der Begriff des Banachraums hat sich Anfang der zwanziger Jahre herausgeschält; hier 
sind Arbeiten von Helly {Monatshefte f. Math. u. Physik 31 (1921) 60-91), Hahn {Monats¬ 
hefte f Math. u. Physik 32 (1922) 3-88), Wiener {Fund. Math. 4 (1923) 136-143) sowie 
Banachs Dissertation {Fund. Math. 3 (1922) 133-181) zu nennen.* Diese Autoren stützen 
sich u. a. auf Arbeiten von Hilbert und Schmidt, über die in Kap. V und VI zu sprechen 
sein wird, und F. Riesz. Während Hilbert und Schmidt sich den Räumen und wid¬ 
men, ist es Riesz, der 1910 {Math. Ann. 69 (1910) 449^97) die Funktionenräume LPla, b] 
und wenig später die Folgenräume für p f 2 studiert. Er zeigt die Sätze 1.1.6 und 1.1.7, 
deren endlichdimensionale Varianten auf Hölder und Minkowski zurückgehen, und ins¬ 
besondere die Vollständigkeit von LP. Das war natürlich erst möglich, nachdem Lebesgue 
Anfang des Jahrhunderts seine Integrationstheorie entwickelt hatte. Riesz benutzt zunächst 
noch nicht das heute übliche Normsymbol || . ||, das man zuerst bei Schmidt findet {Rend. 
Circ. Mat. Palermo 25 (1908) 53-77) und es nahelegt, ||x-y|| als Abstand zwischen den 
Punkten x und y zu interpretieren. (Frechet hatte 1906 metrische Räume eingeführt.) Eine 
solche Interpretation gestattet es, zur Lösung analytischer Probleme geometrische Intuition 
einzusetzen, was typisch für die Methoden der Funktionalanalysis ist. 

Diese Sichtweise war damals jedoch noch nicht weit verbreitet; in der Tat war der 
Begriff des Vektorraums, mit dessen Hilfe ja Funktionen oder Folgen als Punkte eines 


'Die Arbeiten der bedeutenden Mathematiker aus der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts sind manch¬ 
mal im Original schwer erhältlich; sie sind jedoch häufig in Gesammelten Werken dieser Autoren 
erneut publiziert worden. So gibt es Gesammelte Werke von Danach, von Neumann, Riesz, Wiener 
und vielen anderen Mathematikern, die uns noch begegnen werden. 
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abstrakten Ensembles angesehen werden können, praktisch unbekannt. Der Vektorraum¬ 
begriff setzte sich erst in den zwanziger Jahren durch. 

In einer 1918 erschienenen^ Arbeit von Riesz {Acta Math. 41 (1918) 71-98; wir 
kommen darauf in Kap. VI zurück) treten die Banachraumaxiome schon klar zu Tage, auch 
wenn Riesz sich weigert, diese abstrakt zu formulieren, und stets im Rahmen der Supre¬ 
mumsnorm auf C{a,b\ argumentiert, für die jetzt systematisch das Symbol || . || verwandt 
wird. Er schreibt nämlich: 

Die in der Arbeit gemachte Einschränkung auf stetige Funktionen ist nicht von Belang. Der 
in den neueren Untersuchungen über diverse Funktionalräume bewanderte Leser wird die 
allgemeinere Verwendbarkeit der Methode sofort erkennen [...]. 

(Ebd. S. 71.) Diese Arbeit enthält auch das „Rieszsche Lemma“ 1.2.7. 

Während sich Hellys bereits genannte Arbeit Eolgenräumen widmet, geben Banach, 
Hahn und Wiener die heute übliche Definition eines Banachraums als vollständigen nor¬ 
mierten Vektorraum, wobei sie sich allerdings der Mühe unterziehen müssen, diesen 
letzteren Begriff zu erklären. Bemerkenswert ist, dass Wiener gleich komplexe Banachräu- 
me zulässt, während sie bei Banach nur reell sein dürfen. Das ist mehr als eine Marginalie, 
da für bestimmte Aussagen der Eunktionalanalysis, insbesondere in der Spektraltheorie 
(siehe Kap. VI und IX), komplexe Skalare notwendig sind; außerdem sind funktionalanaly¬ 
tische Techniken in der Eunktionentheorie bedeutsam geworden. In seiner Autobiographie 
findet Wiener übrigens wenig schmeichelhafte Worte für die Banachsche Schule: 

It is thus in an aesthetic rather than in any strictly logical sense that, in those years after 
Strasbourg, Banach space did not seem to have the physical and mathematical texture I wanted 
for a theory on which I was to stäke a large part of my future reputation. Nowadays it seems 
to me that some aspects of the theory of Banach space are taking on a sufficiently rieh texture 
and have been endowed with a sufficiently unobvious body of theorems to come closer to 
satisfying me in these respects. 

At that time, however, the theory seemed to me to contain for the immediate future nothing 
but some decades of rather formal and thin work. By this I do not mean to reproach the work 
of Banach himself but rather that of the many inferior writers, hungry for easy doctors’ theses, 
who were drawn to it. As I foresaw, it was this dass of writers that was first attracted to the 
theory of Banach spaces. 

(Wiener [1956], S. 63f.) 

Stefan Banach (1892-1945) ist sicherlich eine der schillerndsten Gestalten der Mathe¬ 
matik des 20. Jahrhunderts. Er wurde in Krakau geboren, verbrachte jedoch sein wissen¬ 
schaftliches Leben in Lemberg (poln. Lwow, frz. Leopol, ukrain. Lwiw), das jetzt in der 
Ukraine liegt. Mathematisch war er im Wesentlichen Autodidakt, aber heute sind Dut¬ 
zende Begriffe und Sätze mit seinem Namen verknüpft. Ein von H. Steinhaus, Banachs 


^Die Arbeit wurde zwar bereits am 5.12.1916 gedruckt, der Band 41 von Acta Math, wurde wegen 
des I. Weltkriegs jedoch erst 1918 abgeschlossen. 
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Entdecker, verfasster biographischer Abriss ist in Banachs Gesammelten Werken (Band 1, 
S. 13-22) zu finden (siehe auch Heuser [1992], S. 661 ff), und kürzlich ist eine Biographie 
Stefan Banachs erschienen (Kaluza [1996]). Weiteres biographisches Material ist in den 
Artikeln von K. Ciesielski, Banach J. Math. Anal. 1 (2007) 1-10, und R. Duda, Jahresber. 
DMV 112 (2010) 3-24, sowie den Monographien Duda [2014], Jakimowicz/Miranowicz 
[2011] und Steinhaus [2015/2016] enthalten. Es gibt auch eine Internetseite, die Banach 
gewidmet ist: http://kielich.amu.edu.pl/Stefan_Banach. 

Auch Ulam, einer von Banachs Schülern, hat über ihn geschrieben und ihn so 
geschildert (Mauldin [1981], S. 5): 

Banach, by the way, was a very eccentric person in his habits and his personal life. He would 
not take any examinations at all, disliking them intensely. But he wrote so many original 
papers and proposed so many new ideas that he was granted a doctor’s degree several years 
later without passing any of the regulär exams. 

Die Umstände, wie Banach seinen Doktortitel erlangte, sind kurios. Schon am Anfang sei¬ 
ner Karriere zeigte er wenig Neigung, seine neuen Resultate auch aufzuschreiben. Als die 
Lemberger Professoren den Eindruck hatten, er habe genügend Material für eine Disserta¬ 
tion beisammen, schickten sie einen Assistenten aus, um Banach diskret nach dem Stand 
seiner Eorschungen auszuhorchen. Dieser Assistent musste dann die Sätze und Beweise, 
die Banach ihm erklärt hatte, zu Papier bringen, und nach geraumer Zeit blieb für Letzte¬ 
ren nur noch die Aufgabe, den gesammelten Text zu redigieren; im Juni 1920 wurde die 
Dissertation eingereicht, und zwei Jahre später erschien die eingangs zitierte französische 
Eassung in Fundamenta Mathematicae. Aber es gab noch eine mündliche Prüfnng, und 
wieder mussten die Professoren zn einem Trick greifen. Eines Tages bat einer von ihnen 
Banach in einen Seminarraum unter dem Vorwand, es seien gerade ein paar answärtige 
Mathematiker da, die bei einem bestimmten Problem nicht weiterkämen; ob er mit ihnen 
vielleicht ein paar Prägen diskutieren wolle? Das tat Banach nur zu gerne, und als nach 
einiger Zeit alle Prägen zur Zufriedenheit der Gäste - man ahnt es bereits, es handelte 
sich nm die Prüfungskommission - beantwortet waren, stand der Promotion nichts mehr 
im Wege. 1922 folgte die Habilitation; die prüfungstechnischen Details sind leider nicht 
überliefert. 

Teil der Banachschen Exzentrizität war gewiss seine Vorliebe, im Cafe zn arbeiten statt 
in der Universität, und zwar zuerst im Cafe Roma („He used to spend hours, even days 
there, especially towards the end of the month before the university salary was paid.“ 
(Mauldin [1981], S. 7)) und dann, als die Kreditsituation im Roma prekär wurde, im 
Schottischen Cafe direkt gegenüber. Dort haben endlose mathematische Diskussionen 
stattgefunden, hauptsächlich zwischen Banach, Mazur und Ulam („It was hard to out¬ 
last or outdrink Banach during these sessions“, schreibt Letzterer), deren wesentliche 
Punkte in einer vom Kellner des Schottischen Cafes verwahrten Kladde festgehalten 
wurden; bevor sie angeschafft wurde, schrieb man - sehr zum Ärger des Personals - di¬ 
rekt auf die Marmortische. Diese Kladde ist heute allgemein als „das Schottische Buch“ 
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bekannt; es ist, mit einleitenden Artikeln und Kommentaren versehen, von Mauldin als 
Buch herausgegeben worden (Mauldin [1981]). Im Schottischen Buch werden Probleme 
der Funktionalanalysis, der Theorie der reellen Funktionen und der Maßtheorie diskutiert; 
manche sind bis heute ungelöst geblieben. Für einige Probleme wurden Preise ausgesetzt, 
die von einem kleinen Glas Bier über eine Flasche Wein (siehe S. 274) bis zu einem kom¬ 
pletten Abendessen und einer lebenden Gans (siehe S.99) reichten. Zu den Schülern von 
Banach zählen außer Mazur und Ulam u. a. Auerbach, Eidelheit, Orlicz und Schauder, die 
uns Im Laufe des Buches noch begegnen werden. Das Ende der Lemberger Schule kam 
1941 mit dem Einmarsch der deutschen Truppen. Viele ihrer Mitglieder wurden von SS 
oder Gestapo ermordet; eine Liste getöteter polnischer Mathematiker findet man in Fund. 
Math. 33 (1945). Banach starb kurz nach Kriegsende an Lungenkrebs. 

1932 erschien Banachs Monographie Theorie des Operations Lineaires (Banach 
[1932]), die die Erkenntnisse der Lemberger und anderer Mathematiker zusammenfasst. 
Banach spricht dort übrigens von „Räumen vom Typ (B)“ statt von Banachräumen; dieser 
Terminus wurde zuerst 1928 von Erechet gebraucht. 

Nun noch eine Ergänzung im Zusammenhang mit dem Beweis des Satzes 1.2.8. Dort 
wurde im Prinzip gezeigt, dass es in der Einheitskugel eines unendlichdimensionalen Ba- 
nachraums zu jedem 5 > 0 eine Eolge mit ||x„-Xm|| > 1-3 für« 7 ^ m gibt. (Wer den Beweis 
genau analysiert und Aufgabe 1.4.21 beachtet, stellt fest, dass solch eine Folge selbst für 
5 = 0 existiert.) Elton und Odell (Coli Math. 44 (1981) 105-109) haben mit modernen 
kombinatorischen Methoden bewiesen, dass es sogar zu jedem unendlichdimensionalen 
Banachraum eine Konstante p > 1 und eine Folge {x„) in der Einheitskugel mit || > 

r] für n ^ m gibt. Der Beweis dieser Aussage ist hochgradig nichttrivial. 

Der Weierstraßsche Approximationssatz legt folgendes Problem nahe. Setzt manx„(t) = 
t", so gilt ja C[0,1] = lin(x„: n > 0). Kann man auf einige dieser Monome verzichten, 
ohne diese Eigenschaften zu verlieren? (Sicherlich braucht man xq, da ja x„(0) = 0 für 
n > 1 ist.) Mit anderen Worten: Wie muss eine Teilfolge (nk) der natürlichen Zahlen 
beschaffen sein, damit die lineare Hülle derx„(, in C[0,1] dicht liegt? Diese Frage wird auf 
höchst einfache Weise im Satz von Müntz-Szäsz beantwortet: 

• /ä? 0 = no < «1 < «2 < ■ ■ ■ sine Teilfolge von No, so gilt C[0,1] = lin(x„(,: ^ > 0} 
genau dann, wenn l/nt = 00 ist. 

Rudin [1986], S. 313, gibt einen funktionalanalytischen Beweis, der auf dem in Kap. III 
zu diskutierenden Satz von Hahn-Banach sowie auf Aussagen über die Nullstellenlage be¬ 
schränkter analytischer Funktionen beruht. Direktere Argumente findet man bei Cheney 
[1982], S. 198, oder bei von Golitschek, J. Approximation Theory 39 (1983) 394-395, der 
einen sehr einfachen Beweis der Hinlänglichkeit der Bedingung ^ 1 jn^ = 00 vorschlägt. 
Übrigens kann man auch nicht ganze Exponenten und die Erage der Approximation in 
U’ betrachten. In diesem Kontext wurden entsprechende Müntz-Szäsz-Theoreme von Bor¬ 
wein und Erdelyi (/. London Math. Soc. 54 (1996) 102-110), Operstein (/. Approximation 
Theory 85 (1996) 233-235), Erdelyi und Johnson (/. d’Analyse Math. 84 (2001) 145-172) 
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und Erdelyi {Studia Math. 155 (2003) 145-152 und Constr. Appr. 21 (2005) 319-335) 
bewiesen. 

Ein anderes Problem ist die quantitative Untersuchung der Güte der Approxima¬ 
tion einer stetigen Funktion durch Polynome bestimmten Grades, d. h., man möchte die 
Größenordnung des Fehlers 

En(f) = inf{ \\f -pWoo-P ein Polynom vom Grad < n] 

für / e C[a, b] abschätzen. (Das ist nichts anderes als die Quotientennorm der Äquiva¬ 
lenzklasse von /, wenn nach dem n-dimensionalen Unterraum der Polynome vom Grad 
< n gefasert wird.) Es gilt hier der Satz von Jackson, wonach für eine k-mal stetig 
differenzierbare Funktion 


^(A:) 

£«(/)< ^11/® Iloo VneN 

mit einer nur von k abhängigen Konstanten C(k) ist. 

Abschließend sei auf einen Überblicksartikel zum Weierstraßschen Approximations¬ 
satz von Lubinsky hingewiesen (Quaest. Math. 18 (1995) 91-130). 



Funktionale und Operatoren 


11.1 Beispiele und Eigenschaften stetiger linearer Operatoren 

In diesem Kapitel beginnen wir die Untersuchung linearer Abbildungen zwischen nor¬ 
mierten Räumen. Die folgende Sprechweise ist üblich. 

► Definition II.1.1 Eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten Räumen heißt 
stetiger Operator. Ist der Bildraum der Skalarenkörper, sagt man Funktional statt Operator. 

Ein stetiger Operator T: X ^ Y erfüllt also eine der äquivalenten Bedingungen: 

(i) Falls lim„^oo Xn = x, so gilt lim„^oo Txn = Tx. 

(ii) Für alle xo e X und alle e > 0 existiert S > 0 mit 

Ik-^oll < S ^ ||7x-r.roll < £■ 

(iii) Für alle offenen O C F ist T'(O) = {x e X. Tx e 0} offen in X. 

Wir haben hier, einer verbreiteten Konvention folgend, Tx statt T{x) geschrieben. Die fol¬ 
gende Charakterisierung stetiger Operatoren ist zwar elementar zu beweisen, aber von 
größter Bedeutung. Zur Erinnerung: Wir haben es in diesem Buch (fast) stets mit linearen 
Abbildungen zu tun. 

Satz II.1.2 Seien X und Y normierte Räume, und seiT:X ^ Y linear. Dann sind folgende 
Aussagen äquivalent: 

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 49 

D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55407-4_2 
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(i) T ist stetig. 

(ii) T ist stetig bei 0. 

(iii) Es existiert M >0 mit 


||Zt:|| < M||x|| VxeZ. 


(iv) T ist gleichmäßig stetig. 

Beweis, (iii) (iv) (i) (ii) ist trivial; in der Tat folgt aus (iii) die Lipschitzstetigkeit 
von T, denn 


\\Tx-Txq\\ = im^-xo)!! <M||x-xoll- 

(ii) ^ (iii) (vgl. den Beweis von Satz 1.2.4): Wäre (iii) falsch, so existierte zu jedem 
« e N ein e X mit ||Ix„|| > n||x„||. Setze = x„/(n||x„||) (warum ist ||x„|| 7 ^ 0?), dann 
ist Ibnll = aber 


IIT II II 1 

l|7y«ll = —;— [7 > 1- 

n\\Xn\\ 

Mit anderen Worten: (y„) ist eine Nullfolge, ohne dass (Ty„) gegen T(0) = 0 konvergiert, 
was (ii) widerspricht. □ 

► Definition 11.1.3 Die kleinste in (iii) von Satz II. 1.2 auftauchende Konstante wird mit 
IITII bezeichnet, d. h. 


Iiril := inf{M > 0: ||7x|| < M\\x\\ Wx e X}. 

Zur Rechtfertigung dieser Bezeichnung siehe den folgenden Satz. Es gilt offensichtlich: 

Fll = sup-ll—= sup IIDcll = sup ||r.t:|| 
ll^ll WNI ||x||<l 

sowie die fundamentale Ungleichung 

IITxll < liril ||.r|| WxeX. (II. 1) 

Die erste Gleichung ergibt sich sofort aus der Definition eines Supremums als kleinster 
oberer Schranke, und der Rest ist dann klar. 

Da stetige Operatoren nach Satz II. 1.2 die Einheitskugel {x e X: ||x|| < 1} auf eine 
beschränkte Menge abbilden, spricht man auch von beschränkten Operatoren. 

Wir betrachten nun 


L(X, Y) := [T: X ^ Y: T ist linear und stetig}. 
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Da Summen und skalare Vielfache von Nullfolgen wieder Nullfolgen sind, ist L{X, Y) 
bezüglich der algebraischen Operationen 

(S + T)(x) = Sx+Tx 
(XT)(x) = XTx 

ein Vektorraum. (Stets liegt der Nulloperator x h-> 0 in L{X, Y), also ist L(X, Y) ^0.) Wir 
setzen noch L{X) = L{X,X). 

Satz II.1.4 

(a) ||r|| = sup||_^ll<j ||7x|| definiert eine Norm aufL{X, Y), die sog. Operatornorm. 

(b) Falls Y vollständig ist, ist - unabhängig von der Vollständigkeit von X - der 
Operatorraum L{X, Y) vollständig. 

Beweis, (a) Scharfes Hinsehen liefert ||A.r|| = |k| ||r|| und HrH = Q ^ T = 0. Nun zur 
Dreiecksungleichung. Sei ||x|| < 1. Dann gilt 

||(S+r)x|| = ||Sx + 7x|| < ||5x|| + ||7x|| < ||5|| + ||r||. 

Der Übergang zum Supremum zeigt ||S + r|| < ||S|| + HrH. 

(b) Sei (T„) eine Cauchyfolge in L(X, Y). Für alle x € Z ist dann (Tnx) eine Cauchyfolge 
im Banachraum Y. Wir bezeichnen ihren Limes mit Tx. Die so definierte Abbildung T: 
X ^ F ist linear, denn 

T{Xx\ + /XX 2 ) = lim Tn{Xx\ + /XX 2 ) = lim {XT^Xi + tiT„X 2 ) 

n—>00 rt—>00 

= X lim TnXi + fx lim 7’„X2 = XTxi + /x7x2. 

rt—>00 n^oo 

Wir zeigen jetzt T e L{X, Y) (also ||r|| < 00 ) und ||r„ - r|| ^ 0. Zu e > 0 wähle «o e N 
mit 

l|7n-7j„||<e Vn,m>no. 

Seix e X, ||x|| < 1. Wähle mo = mo(s,x) > «o mit 

||r„oX-7x|| < s. 

Es folgt für alle n > no, dass || Tj, - r|| < 2s, denn 

\\T„x-Tx\\ < \\T„x-T,„gX\\ + \\T,„^jX-Tx\\ 

< \\Tn-T„J +s < 2s. 


Daher gilt ||r|| < 00 und \\T„ - T\\ 0 . 


□ 
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Es ist an der Zeit, eine Bezeichnung einzuführen. Für einen normierten Raum X setze 

— {x G Xi ||x|| < 1 }, 

Sx = {x € X: ||x|| = 1}. 

Bx wird Einheitskugel, Sx Einheitssphäre genannt. Die Konvergenz T„ T bzgl. der 
Operatornorm ist dann äquivalent zur gleichmäßigen Konvergenz T„x -> Tx auf Bx', das 
ist natürlich stärker als die punktweise Konvergenz. (Ist etwa T„ das Funktional i-> t„ 
auf Co, so gilt T„x 0 für alle x G co, aber || F,, || = 1.) 

Das nächste Ergebnis zeigt, dass stetige Operatoren von dichten Teilräumen auf den 
Abschluss fortgesetzt werden können. 

Satz II.1.5 Ist D ein dichter Unterraum des normierten Raums X, Y ein Banachraum und 
T G L{D, Y), so existiert genau eine stetige Eortsetzung T G L{X, Y), d. h. ein stetiger 
Operator mit F|ß = T. Zusätzlich gilt ||r|| = ||r||. 

Beweis. Sei x G Z. Wähle eine Folge (x„) in D mit x„ ^ x. (x„) ist dann eine Cauchy- 
folge, und da T nach Satz II. 1.2 gleichmäßig stetig ist, ist auch (Ix„) eine Cauchyfolge. 
Bezeichnet man deren Limes mit Tx, so ist es leicht zu beweisen, dass T wohldefiniert ist 
und die geforderten Eigenschaften hat. Umgekehrt ist klar, dass jede stetige Fortsetzung 
S die Eigenschaft Sx = lim 5x„ = lim Fx„ = Tx hat, so dass die behauptete Eindeutigkeit 
folgt. □ 


Bevor einige Beispiele besprochen werden, bemerken wir noch ein einfaches Lemma. 
Lemma II.1.6 Eür S G L(X, Y) und T e L(Y, Z) gilt TS G L(X, Z) mit 

lireii < ||F|| ||5||. 

Beweis. Die Linearität von TS ist klar, und die Stetigkeit folgt sofort aus Satz II. 1.2: 

||r(5x)|| < IIFII ||5x|| < ||F|| ||5|| llxll VxgZ, 

alsolireil < ||r||||5||. □ 

Einfache Beispiele zeigen, dass im Allgemeinen || TS\\ < || F|| ||5|| gilt (etwa S: {s, t) i-> 
(s, 0) und T : (i, t) i-)- (0, t) auf K^). 


Beispiele 

Es ist in allen folgenden Beispielen trivial oder elementar, die Linearität der un¬ 
tersuchten Abbildung zu zeigen; Linearität wird daher stillschweigend als erwiesen 
angenommen. 

(a) IstZ = F und T = Id, der identische Operator, so gilt ||F|| = 1. 
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(b) Ist X endlichdimensional und Y ein beliebiger normierter Raum, so ist jede 
lineare Abbildung T. X ^ Y stetig. Zum Beweis mache zunächst die wichtige Be¬ 
merkung, dass die Stetigkeit von T erhalten bleibt, wenn man zu einer äquivalenten 
Norm auf X oder Y übergeht; die Größe der Zahl HrH hängt hingegen sehr wohl von 
der konkreten Wahl der Normen ab. Nach Satz 1.2.5 dürfen wir annehmen, dass X mit 
der Norm || Yl'i=i = 121=1 l“'l versehen ist, wo {ei,... ,e„} irgendeine Basis von 
X ist. Es folgt 



«i Tei 
i=l 


< |a,j \\Tei 

i=l 


< max \\Tei 


y^ 

1=1 


(c) Sind II . II und ||| . ||| zwei Normen auf dem Vektorraum X, so sind || . || und 
genau dann äquivalent, wenn 

Id: {X, II . II) ^ (Z, III . III) 

und 


Id:(Z,|||.|||)^ (Z,||.||) 

stetig sind (vgl. Satz 1.2.4). Gilt nur die obere Stetigkeit, also |||x||| < M||x||, so nennt 
man || . \\ feinerund ||| . ||| gröber. 


(d) Setze T: C[0,1] —>■ K, Tx = x(0). Dann ist T stetig mit HrH = 1. (Dabei wird auf 
C[0,1] die Supremumsnorm betrachtet.) Um das einzusehen, überlege zunächst, dass 

|7x| = |x(0)| < sup |x(f)| = ||x||oo Vx e C[0,1] 
fe[0,l] 

und daher ||r|| < 1 gilt. Andererseits betrachte die konstante Funktion 1, für die || 11| oo — 
1 = 7’! ist; es folgt HrH = 1. 

(e) Setze T: C'[0,1] —>• K, x i-^ x(0) -i- x'(l). Dann ist T stetig (bzgl. llxH^i = 
Ikiloo + ll-v'lloo) mit l|E|| = 1. Denn es gilt 

|rx| = |x(0) +x'(l)| < |x(0)| + |x'(l)| < llxiloo + lix'lico = Ikllci, 

daher \\T\\ < 1. Andererseits gilt ||l||ci = 1 sowie lEll = 1, also ||r|| > 1. 

Betrachtet man aber jetzt auf [0,1] die durch |||x||| = max{ ||x||oo, ll-v'lloo} definierte 
äquivalente Norm, so ist HrH = 2: Zum einen zeigt nämlich 

\Tx\ < ||x||oo + lix'lloo < 2|||x|||, 

dass ||r|| < 2. Andererseits sieht man für x(r) = (r - 2)^ -i- | sofort |7x| =2 und 
Iklloo = Ik'lloo = 1, d- h- lll-r||| = 1; also ist HrH > 2. 
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(f) Es ist einfach zu sehen, dass T : C[0,1] —>• K, 7x = x{t) dt, stetig ist mit || r|| = 
1. Wir betrachten nun X := {jc e C[0,1]: x(l) = 0}, ebenfalls mit || . ||oo versehen, und 
S := Dann gilt ||S|| = 1: Die Ungleichung ||S|| < HrH ist offensichtlich, da S eine 
Restriktion von T ist. Sei andererseits x„(r) = 1 - also x„ G X mit ||x„||oo = 1. Es ist 
IS’x,,! = l-^,d.h. ||5'|| > 1. Dieses Beispiel zeigt, dass in der Formel ||5|| = sup{ HSxll: 
||x|| < 1} das Supremum nicht angenommen zu werden braucht, denn kein x e Bx 
erfüllt 15x1 = 1. (Siehe dazu auch Aufgabe II.5. 20.) 


(g) Allgemeiner als in (f) betrachte zu g e C[0,1] das Funktional Tg-, C[0,1] 
. mit 


Tgix)= [ x{t)g(t)dt. 

Jo 

Dann gilt Hr^H = |g(t)| dt. In der Tat ergibt sich „<“ aus 

= \f x(t)g(t)dt < f \x(t)\ \g(t)\dt < f |g(f)| li? ||x||oo- 
L/o Jo Jo 


\Tg(x)\ = / x(t)g(t)dt 
\Jo 

Umgekehrt setze zu e > 0 


Xeit) = 


8(t) 


I5WI + e 


Dann gilt Xe g C[0, 1], ||xe||oo < 1 sowie 


\Tgixs)\ = 
daher erhalten wir 


rj^dt>f 

Jo 15(01+e Jo 


l5(0l + e 


/' 


dt = / \g{t)\dt-e. 


IITgII = sup |rg(x)| > supITgCxe)! > f \g(t)\dt. 
lhlloo<i s>o Jo 


(h) Betrachte T: c ^ M,, Tx = lim„^oo t„ fürx = (f„). Man sieht leicht, dass ||r|| = 1. 
Da Co = T *({0)) gilt, liefert die Stetigkeit von T einen eleganten Beweis für die 
Abgeschlossenheit von co in c, denn die einpunktige Menge {0} ist abgeschlossen. 


(i) Auf d (vgl. Beispiel I.l(f)) betrachte die lineare Abbildung Tx = für 

X = (t„). Da die Folge (f„) abbricht, ist die Summe eine endliche Summe, und T ist 
wohldefiniert. Betrachtet man die Supremumsnorm auf d, so ist T unstetig: Setzt man 
nämlich e„ = (0,..., 0,1,0,...), wo die 1 an der n-ten Stelle steht, so ist ||e„||oo = 0 
aber 7e„ = n, so dass T auf Bd unbeschränkt ist. Dasselbe Argument zeigt, dass T auf 
(<T, II . 11^) unstetig ist. 

Es ist nicht ganz einfach zu zeigen, dass es auf einem vollständigen normierten 
Raum unstetige Funktionale gibt (siehe Aufgabe II.5. 2); bemerke, dass d in keiner der 
Normen || . vollständig ist. 
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(j) Die Höldersche Ungleichung 1.1.10 zeigt, dass für g e durch 



ein stetiges Funktional mit lir,|| < Ml. definiert wird; hier ist 1 < p < oo und 
i i = 1 mit der Konvention ^ = 0. Es gilt sogar UTgH = ||g||L 9 , denn für 



gilt \\f\\u> = 1 und / fgdfj. = HgÜL«; dieses Argument ist für p = l und p = oo entspre¬ 
chend zu modifizieren. In Satz II.2.4 wird gezeigt, dass für p < oo jedes stetige lineare 
Funktional auf ü’ auf diese Weise entsteht, wenn p, ein ct- endliches Maß ist. 

(k) Eine bedeutende Klasse linearer Abbildungen der Analysis besteht aus den Diffe¬ 
rentialoperatoren und den Integraloperatoren. Zunächst zu den Differentialoperatoren. 

Wir betrachten den Ableitungsoperator D: C'[0,1] —C[0,1], der wohldefiniert 
und linear ist. Wir betrachten die Supremumsnorm auf C[0,1] und C' [0,1]. Dann ist D 
nicht stetig', denn fürx„(f) = t" gilt ||x„||oo = 1, aber ||Dx„||oo = sup,nf"“^ = n. 

Versehen wir C^[0,1] jedoch mit der Norm ||x||ci = ||x||oo + l|x'||oo, so ist D wegen 
l|Dx||oo < Ikllci stetig. 

Allgemeiner ist auf C' (f2), C K" offen und beschränkt, versehen mit der in Bei¬ 

spiel!.l(d) diskutierten Norm || . H^r, jeder partielle Differentialoperator 
mit Ua e C(f2) ein stetiger Operator von C' nach C(f2). 

(l) Es sei A:: [0,1] X [0,1] ^ K stetig und x € C[0,1]. Betrachte die durch 



definierte Funktion. Aus der gleichmäßigen Stetigkeit von k folgt die Stetigkeit von 
TkX. Wähle nämlich zu e > 0 eine positive Zahl S = S(e) mit 


||(^,f)-(>s'u')ll ^ \k{s,t)-k{s',l!)\ < e. 


wo II . II die euklidische Norm auf ist. Dann gilt für li' -^'1 <3 



(II.2) 
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Tk definiert also eine lineare Abbildung von C[0,1] in sich. Diese Abbildung ist bzgl. 
der Supremumsnorm stetig, denn 

l|7’;tll = sup \\Tkx\\aa 

Wloo<l 

= sup sup |(7\x)(^)| 

Wloo<lie[0,l] 

= sup sup / k(s, t)x(t) dt 

se[0,l] W|oo<l \ Jo 

= sup / \k{s,t)\dt 

se[0,l] Jo 

nach Beispiel (g) mit g(t) = k(s, t), s fest. Wir erhalten daher eine explizite Formel für 
die Norm von T^'. 

||r,|| = sup [ < ll^lloo (11.3) 

J€[0,1] Jo 

Der Operator 7). heißt Fredholmscher Integraloperator und k sein Kern. 


(m) Integraloperatoren können auf diversen Funktionenräumen definiert werden; 
z. B. zeigt das Argument unter (1), dass ein Fredholmscher Integraloperator mit steti¬ 
gem Kern auch von L'[0,1] nach C[0,1] und von LP[<d, 1] in sich wohldefiniert und 
stetig ist. Besonders wichtig ist die L^-Theorie. 

Seien k e L^([0,1]^) und/ e LJ{[Q, 1]). (Genau genommen sind in den folgenden 
Bemerkungen / und k beliebige Repräsentanten der entsprechenden Äquivalenzklas¬ 
sen.) Aus dem Satz von Fubini (Satz A.2. 4) folgt, dass k{s,. ) G i^([0,1]) für fast alle 
s, und nach der Hölderschen Ungleichung existieren die Integrale J kis, t)fit) dt für fast 
alle s. Man erhält so eine messbare Funktion 

(Tkf)(s):= [ k(s,t)f(t)dt. 

Jo 

die zunächst nur fast überall definiert ist und auf der fehlenden Nullmenge = 0 gesetzt 
wird. Wir werden zeigen, dass 7). ein stetiger Operator von 7^([0,1]) in sich ist. Es gilt 
nämlich nach der Hölderschen Ungleichung (mit p = q = 2) und dem Satz von Fubini 


WTkfWli = f \ f k(s,t)f(t)dt 
Jo \Jo 


/O 1^0 
>1 / /•! 


ds 


\k{sj)\\f{t)\dt] ds 


•-m 

“ ü (i) \f{t)\^d?jds 

= f f \k(s,t)\^dsdt\[f\\l„ 

Jo Jo 
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also 


(Im Allgemeinen gilt keine Gleichheit in dieser Abschätzung.) 

Analog definiert ein Kern k e L^(/x ® v) einen stetigen Integraloperator Tk'. 
L^iy) solche Kerne heißen Hilbert-Schmidt-Kerne, denn sie erzeugen 

Hilbert-Schmidt-Operatoren (vgl. Abschn. VI. 6). 


(n) Manche unstetige Kerne geben trotzdem Anlass zu stetigen Operatoren auf 
Räumen stetiger Funktionen. Als Beispiel betrachten wir den Kern 


k{s, t) = 


li-rr füTsi^t 
0 sonst 


auf [0,1] X [0,1]. Wir werden zeigen, dass A: für 0 < a < 1 zu einem stetigen Integral¬ 
operator Tk'. C[0,1] ^ C[0,1] führt. Operatoren mit Kernen des obigen Typs werden 
schwach singulär genannt. 

Sei X € C[0,1]. Wegen et < 1 ist die Funktion t k{s, t)x(t) für alle s integrierbar, 
also ist 

f ^ x(t) 

(Tkx){s)= -^dt 

Jo 

stets wohldefiniert. Ferner ist TkX beschränkt, denn 


l(T*-^)WI < IkllooSUp f 

s Jo 



dt 

k-f|“ 


< 


2 

1 - et 


OO* 


Daher ist Tk- C[0,1] ^ £°“[0,1] stetig mit ||7]tll < Es bleibt zu zeigen, dass mitx 
auch TkX stetig ist. 

Wir werden beweisen, dass es zu jedem e > 0 ein S = S(e) > 0 mit der Eigenschaft 
\{Tkx){s)-{Tkx){s')\ < llxlloos Vx e C[0,1], k-s'| < 5 (II.4) 

gibt. Zunächst ist 

|(7]tx)(^)-(Ttx)(^')| < ||x||oo f \k(s,t)-k(s',t)\dt. 

Jo 
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und es reicht, das letzte Integral abzuschätzen. Sei r; > 0 mit < e/2; wir 

zerlegen alsdann das Integral in 


/ 

[r. |/-j|>2;;) 


\k(s,t) - k(s',t)\ dt + 


I 


{t: \t-s\<2tj] 


|A:(^, t)-k{s',t)\ dt. 


(11.5) 


DaA:aufD,, := {(^, 0 e [0,1]^: |t-5| > rj} gleichmäßig stetig ist, existiert 0 < S < rj, 
so dass für - i''! <8 und (s, t), (s', t) e 

< e/2 

gilt. Da aus -e'l < rj und |f-Ä| > 2?7 auch > rj, d.h. {s',t) e D,;, folgt, lässt 

sich das erste Integral in (II.5) durch e/2 abschätzen. Für das zweite Integral hat man 
für |e -e'l < 8 (< rj) 

\k{s,t) 

(/: |f-s|<2;)) 


nach Wahl von rj. Damit ist (II.4) gezeigt. 

Wir definieren nun einige Klassen von Operatoren. 

► Definition 11.1.7 Seien X und Y normierte Räume. Eine lineare Abbildung T: X Y 
heißt Quotientenabbildung, wenn T die offene Kugel {x e X: ||x|| < 1} auf die offene 
Kugel {y e Y: || 3 ;|| < 1} abbildet. 

Speziell ist eine Quotientenabbildung surjektiv und stetig mit HrH = 1. Quotienten¬ 
abbildungen brauchen übrigens abgeschlossene Kugeln nicht auf abgeschlossene Kugeln 
abzubilden, vgl. Aufgabe II.5.20. Der Ursprung des Namens Quotientenabbildung wird im 
Anschluss an Satz II. 1.11 erklärt; einstweilen wird gezeigt; 

Satz II.1.8 Sei U ein abgeschlossener Unterraum des normierten Raums X. Dann ist die 
natürliche Abbildung co: X ^ X/U, x [x], eine Quotientenabbildung. 

Beweis. Sei [jc] e X/U mit ||[x]|| < 1. Nach Definition der Quotientennorm existiert 
u e U mit ||x- m|| < 1, und es gilt cl>(x- u) = [x]. Ist umgekehrt ||x|| < I, so folgt sofort 
||[x]|| < ||x|| <1. □ 

Bemerke, dass Satz II. 1.8 und sein Beweis nur eine abstrakte Umformulierung des 
Rieszschen Lemmas 1.2.7 sind. 


-k{s',t)\dt< [ -h [ — 


dt 


< 4 r^= 

Jo u l-a 


(3p) 


l-Of 


6 

< - 
- 2 
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Als nächstes betrachten wir das Problem der Invertierbarkeit von Operatoren. Sind X 
und Y normierte Räume und ist T: A ^ Y eine bijektive stetige lineare Abbildung, so exis¬ 
tiert die Umkehrabbildung T Y ^ X, und T ' ist linear. braucht jedoch nicht stetig 
zu sein; betrachte z. B. den identischen Operator Id: (C[0,1], || . ||oo) (C[0,1], || . ||i). 

Die Stetigkeit von T ' ist jedoch von größter Bedeutung. Ist nämlich etwa xi Lösung 
der Gleichung Txi = yi und X 2 Lösung der Gleichung Tx 2 = y 2 (mit anderen Worten 
Xi = T^^yd, so ist in Anwendungen die Eigenschaft yi Ki y 2 ^ x\ «s X 2 , d. h. die 
Stetigkeit von L ', höchst wünschenswert (stetige Abhängigkeit der Lösung von den Da¬ 
ten). In Kap. IV werden Sätze bewiesen, die unter recht allgemeinen Voraussetzungen 
die Stetigkeit der Inversen garantieren (KorollarIV.3.4, SatzIV.4.4); dabei wird sich die 
Vollständigkeit der beteiligten Räume als entscheidend heraussteilen. 

Die Stetigkeit der Inversen kann man so charakterisieren. 

Satz II.1.9 Sei T: X ^ Y eine lineare Abbildung zwischen normierten Räumen. Genau 
dann existiert L“*, auf gefasst als Operator von ran(7’) nach X, und ist stetig, wenn es ein 
m > 0 mit 


||7V|| > m\\x\\ Vx G A 


( 11 . 6 ) 


gibt. 

Beweis. Gilt (11.6), so ist T injektiv (denn aus Tx = 0 folgt x = 0), also existiert die inverse 
(lineare!) Abbildung 7“^: ran(r) ^ A. Da (II.6) die Ungleichung 

lir-Vll < -Ibll Vjeran(r) 
m 


impliziert, ist T ^ stetig. 

Umgekehrt folgt aus der Existenz und Stetigkeit von 7“' sofort (11.6) mit m = ||7“' ||“^. 

□ 

Operatoren, die eine Ungleichung der Form (II.6) erfüllen, nennt man nach unten 
beschränkt. 

Die Existenz von stetigen und stetig invertierbaren Operatoren zwischen normierten 
Räumen A und Y ist auch unter strukturellen Aspekten von Interesse, da in diesem Fall A 
und Y im Wesentlichen identifiziert werden können. Man setzt daher: 

Definition 11.1.10 Ein stetiger linearer Operator 7: A —)► Y heißt Isomorphismus, 
falls 7 bijektiv und 7“^ stetig ist. Gilt für einen linearen Operator ||7x|| = ||x|| für alle 
X G A, so heißt 7 isometrisch. Normierte Räume, zwischen denen ein (isometrischer) 
Isomorphismus existiert, heißen (isometrisch) isomorph, in Zeichen A ~ Y (bzw. A = Y). 
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Isomorphismen sind also lineare Surjektionen, die die Bedingung 

3m,M>0VxGX m||x|| < ||7x|| < M||x|| 

erfüllen. Ferner ist klar, dass Isometrien injektiv sind. 

Zur Illustration zeigen wir: 

Satz II.l.ll 

(a) c ~ cq. 

(b) Ist D C [0,1] abgeschlossen und Jo := {x e C[0,1]: x|q = 0}, so gilt C(D) = 

c[o, lyjo. 

Beweis, (a) Zu x = {s„) e c assoziieren wir £(x) = lim„^oo und eine Folge y = (t„) 
gemäß ti = i(x) und t„ = - £(x) für « > 2. Es ist klar, dass die Abbildung T\ x y 

linear ist und Werte in co annimmt. Der Operator T: c —>■ co ist stetig wegen 

IIFxIloo = sup |f„| < sup li’«! + |f(x)| < 2||x||oo, 

n n 

denn ||f|| = 1 nach Beispiel II.l(h). 

Umgekehrt assoziiere zuy = {t„) e cq eine Folge x = {s„) gemäß s„ = t„+i + fi für n > 1. 
Die Abbildung 5: y x nimmt Werte in c an, und der Operator S: cq -> c ist stetig mit 
IISII < 2, denn 

ll^ylloo = sup|f„+i +ti| < 2||y||oo. 

n 

Man bestätigt schließlich durch scharfes Hinsehen, dass TS = Idcj, und ST = Idf gelten. 
Daher ist S = F *, und T ist ein Isomorphismus. 

(b) Betrachte die Abbildung T\ C[0, 1]//d —^ C{D), T[x] = x|ß. Dann ist T wohldefi- 
niert, denn für [xi] = [x 2 ] gilt xi -X 2 e Jo, daher xi |ß = X 2 \o- Es ist klar, dass T linear ist, 
und die Stetigkeit von T sieht man so: Seien x G C[0,1], y G /o. Dann gilt 

l|F[x]||oo = sup|x(r)| = sup |x(r)-y(r)| < ||x-y||oo; 

teD teD 

nach Definition der Quotientennorm folgt ||r[x]||oo < IIMII,d-h. ||r|| < 1. 

Als nächstes wird die Surjektivität von T bewiesen. Sei z e CiD). Wähle y G C[0,1] 
uiit Iblloo = Ikiloo und y|ß = z. Die Existenz einer solchen Funktion y ist im Fall eines 
abgeschlossenen Intervalls D klar; im Allgemeinen folgt sie aus dem Satz von Tietze- 
Urysohn (Korollar B. 1.6 bzw. B.2.6). Nach Konstruktion gilt r[y] = z. 

Es bleibt zu zeigen, dass T isometrisch ist. Sei x G C[0,1]. Es ist noch || F[x] ||oo > IIWII 
zu zeigen, denn wir wissen bereits, dass ||F|| < 1 gilt. Wie oben wähle y G C[0,1], welches 
z := F[x] = x|ß normerhaltend fortsetzt. Insbesondere ist [x] = [y], dax-y G Jo, und es 
gilt 


l|r[x]||^ = ||r[y]||^ = Ikllo, = llylloo > ||[y]|| = ||[x]||. 


□ 
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Eine Analyse des Beweises von Teil (b) zeigt die folgenden Aussagen: 

• Ist K ein kompakter metrischer (oder topologischer) Raum sowie D C K abge¬ 
schlossen, so ist die Einschränkungsabbildung C(K) —> C(D), x i-> x\jj, eine 
Quotientenabbildung. 

• Für eine Quotientenabbildung T. X ^ Y istX/ker{T) = Y. 

Die letzte Aussage erklärt den Namen Quotientenabbildung. 

Zum Schluss behandeln wir eine Methode, mit der inverse Operatoren in einigen Spe¬ 
zialfällen explizit berechnet werden können. Die im folgenden Satz auftauchende Reihe 
wird die Neumannsche Reihe genannt. Für einen Operator T e L{X) setzt man = Id und 
T" = T o ■ ■ ■ oT (n Faktoren). 

Satz II.1.12 Sei X ein normierter Raum und T e L(X). Konvergiert T" in L{X), so 
ist Id - r invertierbar mit 

OO 

(Id-T)“' = 

n =0 

Speziell ist die Voraussetzung erfüllt, falls X ein Banachraum und HTH < 1 ist. In diesem 
Fall ist ||(Id-r)-'|| < (i-||r||)-'. 

Beweis. Setze Sm = Yln=o Dann ist (Teleskopreihe) 

(id-r)s„, = s^(id-r) = id-r”+‘. 

Nun bemerke, dass in jedem normierten Raum die Glieder einer konvergenten Reihe 
eine Nullfolge bilden (Beweis wie im skalaren Fall) und dass für festes R die linearen 
Abbildungen S \—r RS und S v-r SR nach Lemma II. 1.6 stetig auf F{X) sind. Es folgt 

Id = lim (Id - r'”+') = lim (Id - T)S„ = (Id - T) lim 

m—>00 m—>oo m—>oo 


und genauso 


Id= lim S„(Id-r), 

m—>oo 

also (Id-T)-' = 

Für IITU < 1 gilt E^ol|7’"ll < E“oFII" < also ist dann T” absolut 
konvergent. Ist X vollständig, so folgt daraus wegen Lemma 1.1.8 und SatzILL4(b) die 
Konvergenz von T". Aus 



<^iiTir = (i-ii7'ii)-i 

n=0 


ergibt sich die behauptete Normabschätzung. 


□ 
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Beispiel 

Wir betrachten eine Integralgleichung 



JQ 


WO y e C[0,1] und k e C([0,1]^) gegeben sind. Gesucht ist eine Lösung x e C[0,1]. 
(Dieses Problem ist einem Randwertproblem für eine gewöhnliche Differentialglei¬ 
chung äquivalent.) Wir führen den Integraloperator 



ein, für den ja 



i Jo 

gilt, vgl. Beispiel II. 1(1). Die Integralgleichung kann dann als Operatorgleichung 

(Id - Tk)x = y 

geschrieben werden. Wir setzen nun ||7j:|| < 1 voraus. Nach Satz II. 1.12 existiert dann 
der inverse Operator (Id - 7\)~', und es gilt 



n=l 


In diesem Fall besitzt die gegebene Integralgleichung für jede rechte Seite y genau eine 
Lösung X. Diese kann durch genauere Analyse von explizit bestimmt werden. 

Dazu definiert man induktiv die iterierten Kerne 


k\{s,t) = k{s,t) 



k„{s,t)= j k(s,u)k„^i(u,t) du. 

Jo 


Man zeigt nun ohne große Mühe, dass die k„ stetige Funktionen sind (dazu benutze die 
gleichmäßige Stetigkeit von k und k„_i) und dass = Tk„ ist (benutze den Satz von 
Fubini). Ferner gilt die Abschätzung 


\kn(s,t)\ < \kis,u)\du ■ \\k„ 

-1 Iloo 



woraus induktiv mit (11.3) 




11.2 Dualräume und ihre Darstellungen 


63 


folgt. Wegen ||7i:|| < 1 konvergiert also die Reihe 

00 

h(s, 0 = ^ kn(s, t) 
n=\ 

gleichmäßig auf [0,1]^; es folgt h e C([0,1]^). Da die Abbildung/ 7), die einer 
stetigen Kernfunktion den zugehörigen Integraloperator auf C[0,1 ] zuordnet, linear und 
nach (II. 3) stetig ist, erhält man 

OO OO 

n=\ n=\ 

Die Funktion h heißt der auflösende Kern, und die Lösung der Integralgleichung ist von 
der Form 


X = (Id + Th)y. 


11.2 Dualräume und ihre Darstellungen 

Es stellt sich als ein wesentliches Prinzip der Funktionalanalysis heraus, Informationen 
über normierte Räume mittels der auf ihnen definierten linearen stetigen Funktionale zu 
gewinnen. Deshalb wird der folgende Begriff eingeführt. 

► Definition 11.2.1 Der Raum L(2f, K) der stetigen linearen Funktionale auf einem 
normierten Raum X heißt der Dualraum von X und wird mit X' bezeichnet. 

Als Spezialfall von Satz U. 1.4 erhält man sofort: 

Korollar II.2.2 Der Dualraum eines normierten Raums, versehen mit der Norm ||x'|| = 
sup||;t||<i ein Banachraum. 

Bevor wir in Kap. III nichttriviale Existenzsätze für Eunktionale beweisen, sollen in 
diesem Abschnitt konkrete Darstellungen der Dualräume einiger Banachräume angegeben 
werden. Die Elemente eines Dualraums werden wir mit /, y' etc. bezeichnen, was nicht 
mit dem Ableitungsstrich bei differenzierbaren Funktionen zu verwechseln ist. 

Satz II.2.3 

(a) Sei l < p < OO und ^ ^ = 1 (tnii ^ ^^inn ist die Abbildung 

OO 

{Tx)iy) = Y,Snt„ 

n=\ 

(wo X = (s„) e y = (t„) e ü’) ein isometrischer Isomorphismus. 
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(b) Dieselbe Abbildungsvorschrift vermittelt einen isometrischen Isomorphismus zwi¬ 
schen und (co)'. 


Beweis. Wir betrachten nur 1 < p < oo in (a). Der Fall p = I und Teil (b) lassen sich 
ähnlich beweisen. 

Zunächst folgt aus der Hölderschen Ungleichung 1.1 .4, dass Y^=i^ntn tatsächlich 
konvergiert (sogar absolut) und dass 


l(r^)(y)l < Ikll.lbll;, 


ist. Da die Linearität von Tx und T klar ist, folgt die Wohldefiniertheit von T sowie || 7x|| < 
||x||^. Außerdem ist T injektiv, denn aus Tx = 0 folgt s„ = (Tx)(e,i) = 0 für alle n e N (wo 
wie üblich den n-ten Einheitsvektor bezeichnet) und deshalb x = 0. 

Wir zeigen jetzt die Surjektivität von T und - en passant - die Isometrie. Sei y' e {V’)'. 
Zu n e N setze := /(e„) und x = (s„). Es ist zu zeigen: 


xel‘‘, Tx = y', lkll^ <11/11- 


Zu diesem Zweck definiere 




\s„\‘*/Sn für 7^0, 
0 für Sn = 0. 


Nun gilt für alle A e N 


sowie 


Es folgt 


N N 


Y^\tnf = Y,\Snf‘>~^'> = Y.\Sn\ 


n=l n=l 


n=l 


N 


N 


N 


N 


^ ^ 1‘^n 1^ “ ^ ^ ~ ^ ^ ^«3^ (.^n) ~ ^ ^ 

n=l n=l n=l 'n=l 

/ N .l/p r N ^X/p 

< 11/11 = ii/ii(X!i^" 


n=\ 


n=X 


/ ^ \ 1/? 

^NeN, 

^n=l ' 


daher X e und ||x||^ < ||/||. Um schließlich Tx = / einzusehen, beachte, dass nach 
Konstruktion (Tx)(e„) = y'(en) für alle n e N gilt. Da Tx und y' linear sind, stimmen sie 
auch auf lin{e„: n eN} = d überein, und da sie stetig sind, auf d = (vgl. Beispiel I.2(a) 
auf Seite 31). Daher gilt Tx =/. □ 
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Kurz gesagt behauptet Satz II.2.3 



für 1 < p < oo, 


Hingegen wird in SatzIII.I.II gezeigt, dass (£°°)' echt größer als £' ist. 

Der obige Beweis funktioniert auch für die «-dimensionalen -Räume In diesem 
Kontext gilt (£^(n))' = selbst für p = oo, q = 1. 

Wir wollen als nächstes den Dualraum der L^’-Räume bestimmen. Dazu benötigen 
wir ein wichtiges Resultat der Maßtheorie, den Satz von Radon-Nikodym (SatzA.4.6). 
Wir formulieren den folgenden Satz für abstrakte Maßräume (ct- endliche Maßräume wer¬ 
den in Definition A.2.1 erklärt); wer in der abstrakten Maßtheorie nicht so bewandert ist, 
betrachte statt ß beim ersten Lesen das Lebesguemaß. 

Satz II.2.4 Sei 1 <p <oo und (^2, E, p) ein a-endlicher Maßraum. Ferner gelte ^ H- - = 1. 
Dann definiert 



einen isometrischen Isomorphismus. 

Beweis. In Beispiel II.l(j) ist T bereits als wohldefmiert und isometrisch erkannt wor¬ 
den. Um die Surjektivität zu zeigen, sei / e {LP{iJi)y gegeben. Um maßtheoretischen 
Komplikationen aus dem Weg zu gehen, werden wir nur den Fall eines endlichen Maßes 
im Detail untersuchen, woraus sich der allgemeine Fall ergibt; siehe Aufgabe II.5.30. 
Betrachte die Funktion 


K, v{E) = y\xE)- 


v: E 


Da p, momentan als endlich angenommen wurde, liegt die Indikatorfunktion xe in LPiß), 
und V ist wohldefiniert. Es ist klar, dass v additiv ist, und die Voraussetzung p < oo 
impliziert, dass v sogar a-additiv ist. v ist also ein signiertes (oder komplexes) Maß. Aus 
der Konstruktion von v folgt, dass v absolutstetig bzgl. /x ist, denn aus /x(£) = 0 ergibt 
sich X£ = 0 /x-fast überall, also X£ = 0 ^ und v(E) = /(xe) = 0. Nach dem Satz 
von Radon-Nikodym existiert eine /x-integrierbare Dichte g mit 



VE e E. 


Als nächstes beweisen wir 




(11.7) 
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Nach Konstruktion ist nämlich /(/) = f fgdß für alle Indikatorfunktionen / und daher 
auch für Linearkomhinationen von Indikatorfunktionen, da y' linear ist. Deshalb gilt 
diese Formel auch für Treppenfunktionen. Da schließlich die identische Abbildung von 
L“(/x) nach stetig ist, ist / bzgl. || . H^oo stetig; und/ ffgdß ist stetig auf 

L“(/x), da g e Folglich gilt y'(f) = f fgdfi auch auf dem || . H^oo-Abschluss der 

Treppenfunktionen, d. h. auf L°°{pL). 

Jetzt kann mit einer ähnlichen Methode wie im £^-Fall g e gezeigt werden, so 

dass Tg definiert ist. Falls q < oo, definiere hierzu (mit der Vereinbarung |] = 0) 


/(«) = 


g(<w) 


Die Funktion/ ist messbar, und es gilt 




Nun betrachte zu n e N die messbare Menge E„ = {cu: |g(tt))| < «}. Dann ist xeJ ^ 
L“(/x), und ferner liefert (II. 7) 



[ (XEj)gdß = y'ixEj) < 11/II WxeJWlp 

Jq 

11/II " = 11/II igi^dß^ 


folglich 



Vn e N. 


Da nach dem Satz von Beppo Levi (Satz A.3.1) sup„(/^ = ||g||L9 gilt, ist damit 

g e L‘>iß) bewiesen. 

Im Fall q = oo (also p = l) betrachte E = {«: |g(tt>)| > ||y ||) und setze/ = XE\g\/g e 
LT°(p,). Wäre ii{E) > 0, folgte 

ß{E)\\y'\\ < f \g\dß= f fgdß=y'(f) < ll/ll l/llii 
Je Jq 

im Widerspruch zu ßiE) = \[f\\ii . Also gilt |g| < ||y || fast überall, d. h. g e 

Da beide Funktionale y und Tg auf Indikatorfunktionen und daher auf deren linearer 
Hülle, den Treppenfunktionen, übereinstimmen und die Treppenfunktionen in LP{pi) dicht 
liegen, gilt schließlich y' = Tg. □ 
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Man kann zeigen, dass im Fall p > 1 die Voraussetzung der ct-E ndlichkeit unerheblich 
ist; siehe z. B. Behrends [1987], S. 175. 

Hängen p und q gemäß = 1 zusammen, nennt man q übrigens den zu p konjugierten 
Exponenten. 

Wie im Eall der Eolgenräume sind (L“)' und nicht isomorph (es sei denn, sie sind 
endlichdimensional). 

Nun beschreiben wir den Dualraum eines Raums stetiger Eunktionen. Der Raum 
M(K) der regulären Borelmaße mit der Variationsnorm wurde in BeispielI.l(j) und 
Definition 1.2.14 eingeführt. 

Theorem II.2.5 (Rieszscher Darstellungssatz) 

Sei K ein kompakter metrischer (oder topologischer Hausdorjf-) Raum. Dann ist C(K)' 
= M{K) unter der Abbildung 

T: M(K) C(K)', = / xdß. 

Jk 

Beweis. Da stetige Eunktionen Borel-messbar sind, ist wegen der Ungleichung 

< / \x\d\ll\ < ||x||ooll/^ll 

JK 

T wohldefmiert. Nach einfachen Sätzen der Integrationstheorie ist T linear, und die obige 
Ungleichung zeigt HrH < 1. 

Die Beweise für die Isometrie und die Surjektivität von T sind im Kern maßtheore¬ 
tisch; wir skizzieren sie im Eall K = M. Eür eine vollständige Darstellung sei z. B. auf 
Rudin [1986], S. 40ff. und S. 129ff. verwiesen. Zunächst zur Isometrie. Sei pL e M(K). 
Wir betrachten die Hahn-Jordan-Zerlegung von /r, schreiben also ß = pL+ - mit positi¬ 
ven Maßen ß+, und K = £+ U£_ mit disjunkten Borelmengen E+, für die ß±(F) = 0 
für alle Borelmengen F C gilt; siehe Satz A.4.4. Da ß und daher ß+ und /x_ regulär 
sind, existieren zu e > 0 kompakte Mengen C+ C F+, C_ C £- mit 



ß(F+)-s < ß{C+) < ß{F+), 
ß{FA) -He > /x(C_) > ß{F^). 


Da C+ und C_ disjunkt sind (F+ und F_ sind es nämlich), ist die Eunktion 


yit) = 


1 falls t e C+ 

-1 falls t e C. 


stetig auf C+ U C_. Nach dem Satz von Tietze-Urysohn (Satz B. 1.5 bzw. TheoremB.2.4) 
existiert eine Eortsetzung x e C{K) mit ||x||oo = 1- 
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Für dieses x gilt 


I xdß = I diJ.+ I (-l)dß+ I xdjjL 

\Jk \Jc+ Je. Jk\(C+UC.) 


> ti{C+) - ■ 


I ^ 

Jk\{c+uc.) 


uc_) 

xdß 


> ßiE+) - e - ß(E.) - e - |/x| (ü: \ (C+ U C_)) 

= |/x|(^) - 2e - (ImIW - ImI(C+) - |/x|(C-)) 
= ß{c+) - - 2s 

> ß{E+) -e - ß(E.) -s-2s 
= lMl(^)-4e. 


Daher gilt \\Tß\\ > ||/x|| -4e für alle e > 0 und folglich \\Tfx\\ > ||/x||.Da \\Tix\\ < ||/r|| 
bereits gezeigt ist, ist der Beweis für die Isometrie von T vollständig. 

Um die Surjektivität von T zu zeigen, betrachten wir ein Funktional x' e C{K)' und 
setzen zunächst zusätzlich voraus, dass x' positiv in dem Sinn ist, dass x'(x) > 0 gilt, falls 
X > 0, d. h., falls xit) > 0 für alle t gilt. Wir skizzieren, wie ein reguläres Borelmaß mit 
Tß = x' konstruiert werden kann. Man strebt natürlich die Definition iJiiE) = x'(xe) an; 
aber da xe im Allgemeinen nicht stetig ist, kann man nicht so Vorgehen. Statt dessen setzt 
man für eine offene Menge O 

IjL*(0) = sup{x'(.v): 0 < X < 1, {f. x{t) ^ 0} C O} 
sowie anschließend für beliebiges E C K 

ß*(E) = mf{ix*(0): E C O, O offen}. 

Als nächstes beweist man, dass ß* ein äußeres Maß ist, d. h., /x*(£) > 0 für alle E C K, 
ß*i0) = 0, ß*{E) < ß*(E) für £ C F und schließlich Eß < E,“i Für 

offene Mengen V bestätigt man 

ß*(VnF) + ß*{CvnE) < ß*{F) WFCK. (II.8) 


Setze nun = [V C K\ V erfüllt (II.8)}. Nach dem Fortsetzungssatz von Caratheodory 
(siehe z. B. Behrends [1987], S. 19, oder Cohn [1980], S. 18) ist eine a-Algebra und 
fx,* I ein Maß. Da nach (11.8) offene Mengen in liegen, ist E C E^ und /x := /t* | j, ein 
positives Borelmaß; nach Konstruktion ist ß regulär. Abschließend kann x'{x) = f x dß für 
alle X e C(K) gezeigt werden. 

Der allgemeine Fall eines beliebigen U e C(K)' kann auf den eines positiven Funk¬ 
tionais zurückgeführt werden. Dazu definiere man zu x e C(K) die Funktionen x+{t) = 
max[0,x(r)}, xßt) = max[0,-jc(t)}. Ferner setze fürx > 0 


x!ßx) = sup[x' (y): 0 < y < x) 
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sowie für beliebiges x e C(K) 


■^+(x) = x'^{x+) 


Dann ist linear und stetig, und es gilt > 0 sowie := y^ - y > 0. Wendet man 
das soeben Bewiesene auf die positiven Funktionale und y_ an, so erhält man positive 
reguläre Borelmaße /x+, /r_ mit 

x'(x) = x^(x)- x1(a:) = j xd/i+- I xdß^ Wx e C(K). 

Jk Jk 


Für ß = gilt daher Tß = x!. 


□ 


Im Fall eines kompakten Intervalls K = [a,b] existiert eine äquivalente Formu¬ 
lierung von Theorem 11.2.5, die stetige Funktionale auf C[a,b] mit Stieltjes-Integralen 
x(t) dg{t) identifiziert; das ist die Originalfassung des Rieszschen Satzes. (Siehe dazu 
Aufgabe III.6.8.) 

Abschließend soll ein quantitativer Aspekt der Theorie endlichdimensionaler Räume 
und ihrer Dualräume behandelt werden. Für einen n-dimensionalen normierten Raum 
{X, II . II) haben wir in Satz 1.2.5 gezeigt, dass es für jede Basis {ei,... ,e„} mit ||e,j| = 1 
eine Konstante m mit 


n 

io!,j < 

i=i 


aiSi 

i=\ 


< Y. i“'i 

1=1 


VCcui,..., «„) e K" 


gibt. Wir werden jetzt zeigen, dass man durch geschickte Wahl der Basis ni= ^ erreichen 
kann. Dazu benötigen wir das folgende Resultat, das von eigenem Interesse ist. Mit 
wird wie üblich das Kroneckersymbol bezeichnet: 


&ij = 1 für i = j, Sij = 0 für i ^ j. 


Satz II.2.6 Ist X ein n-dimensionaler normierter Raum, so existieren Basen {b\,... ,b„} 
von X und {b\,... ,b'^} von X' mit bj{bi) = Sij, || h,j| = || || = 1 für alle i,j = 1, ■. ■, n. 


Beweis. Nach Wahl irgendeiner Basis können wir X mit K" identifizieren. Sei V: X" ^ 
K die Abbildung, die der Matrix mit den Spaltenvektoren xi,..., x„ ihre Determinante 
zuordnet. Die Abbildung |y| ist nach Konstruktion stetig, denn sie setzt sich aus Summen 
von Produkten von Linearformen zusammen (beachte noch Beispiel II. l(b)), und nimmt 
daher auf der kompakten Menge {(xi,... ,x„): ||x,j| = 1 Vi} ihr Supremum an, etwa bei 
(hl, ..., Die Vektoren b\,... ,b„ sind dann linear unabhängig und bilden deshalb eine 
Basis. Definiere nun 


b]{x) = 


Vjby,... ,bß)_,x,bj+i,... ,b„) 

V{bi, ...,bn) 
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Es ist klar, dass die die gewünschten Eigenschaften haben. 


□ 


Eine Basis wie in Satz II.2.6 wird nach ihrem Auerbachbasis genannt. 

Korollar II.2.7 Ist {b\,... ,bn} eine Auerbachbasis des n-dimensionalen Raums X, so gilt 


1 


- X! i“'i - 

n t ^ 


/=1 


ciibi 


1=1 


<y^|ü!,| V(ai,... ,a„) e K". 


(11.9) 


1=1 


Beweis. Die rechte Ungleichung ist eine triviale Konsequenz der Dreiecksungleichung. 
Zum Beweis der linken schreibe mit b'; wie in Satz IL2.6 


was zu zeigen war. 


El 

1=1 


;=i ^ 


1=1 


< 


y'-^b] 


yaibi 


1=1 


< n 


y oiibi 


!=1 


□ 


Eine andere Art, (II. 9) auszudrücken, ist, dass der Operator T\ £*(«) («j) 

Oiibi ein Isomorphismus mit 


I|7’II<1, \y\\<n 


(ILIO) 


ist; mehr dazu in Abschn. II.6. 


11.3 Kompakte Operatoren 

In Satz 1.2.8 wurde gezeigt, dass nur in endlichdimensionalen Räumen die Aussage „Jede 
beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge“ gilt. Dieser Mangel an kompak¬ 
ten Mengen kann in gewissen Fällen dadurch kompensiert werden, dass die betrachteten 
Operatoren stärkere Eigenschaften als die bloße Stetigkeit besitzen. Das erklärt die 
Bedeutung der folgenden Definition. 

► Definition 11.3.1 Eine lineare Abbildung T zwischen normierten Räumen X und Y heißt 
kompakt, wenn T{Bx) relativkompakt ist (d. h., wenn T{Bx) kompakt ist). Die Gesamtheit 
der kompakten Operatoren wird mit K{X, Y) bezeichnet; ferner setzen wir K{X) = K(X,X). 
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Offenbar ist eine lineare Abbildung T: X ^ Y genau dann kompakt, wenn T be¬ 
schränkte Mengen auf relativkompakte Mengen abbildet, bzw. wenn für jede beschränkte 
Folge (x„) in X die Folge {Tx„) C Y eine konvergente Teilfolge enthält; vgl. SatzB.1.7. 
Da kompakte Mengen beschränkt sind (Beweis?), sind kompakte Operatoren stetig; es gilt 
also stets K{X, Y) C L{X, Y). 

Ühlicherweise werden kompakte Operatoren zwischen Banachräumen betrachtet. Der 
Grund ist, dass dann der Abschluss von Tißx) im „richtigen“ Raum gebildet wird. Die 
Vollständigkeit von Y ist in Teil (a) des nächsten Satzes wesentlich; für X und Teil (b) 
würde es reichen, normierte Räume vorauszusetzen. 

Satz II.3.2 

(a) Seien X und Y Banachräume. Dann ist K{X, Y) ein abgeschlossener Teilraum von 
L(X, Y). Speziell ist K{X, Y) selbst ein Banachraum. 

(b) Sei Z ein weiterer Banachraum. Sind T e L(X, Y) und S G L{Y,Z) und ist T oder S 
kompakt, so ist ST kompakt. 

Beweis, (a) Es ist klar, dass mit T auch XT kompakt ist (X e K). Seien nun S,T e K(X, Y), 
und sei (x„) eine beschränkte Folge in X. Wähle eine Teilfolge (x„,^), so dass 
konvergiert, und wähle dann eine Teilteilfolge (x„(,p/gN, die wir kurz als {xßneM notieren, 
so dass {Tx„)neM konvergiert. Dann konvergiert auch (Sx„ + Tx„)neM, und Sh- T ist kompakt. 
K(X, Y) ist also ein Untervektorraum von L{X, Y). 

Zum Beweis der Abgeschlossenheit verwenden wir ein Diagonalfolgenargument. Seien 
Tn G K{X, Y) und T G L{X, Y) mit || 7), - r|| ^ 0. Sei (x„) eine beschränkte Folge in X. Da 
T 1 kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge 


(TiXn^ , T\Xn2 ’ T\x„2, .. .). 

Schreibe xf^ = x„.. Da T 2 kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge 

(T2xW,7'2xW,r2X«,...). 

Beachte, dass 

nach wie vor konvergiert. Nun schreibe xf'* = Nochmalige Ausdünnung liefert eine 
konvergente Teilfolge 

{T,xf^,T,xf^,T,xf^,...y, 

und auch (Tix®),- und (72X®); konvergieren. So fortfahrend, erhält man N D Ni D N 2 D 
..., so dass (Ti.Xi)j^i^^ für k < r konvergiert. Betrachte nun die Diagonalfolge, also in der 
obigen Bezeichnung 


= Xn^, Hl = = xfy etc. 
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Da die Folge der vom A:-ten Glied an Teilfolge der A:-ten Ausdünnung ist, haben wir 
erreicht: 


(7nt/),eN konvergiert für alle « e N. 

Wir werden jetzt die Konvergenz von und dazu die Cauchyeigenschaft für diese 

Folge nachweisen. 

Sei e > 0. O.E. nehmen wir ||x„|| < 1 für alle n und folglich ||f,j| < 1 für alle i an. 
Wähle n e N mit \\Tn-T\\ < e. Wähle nun io mit 

\\T„^i-Tn^j\\ < e yi,j>io- 

Für diese i und j gilt dann 

II T^i - 7’§;j| < II ni - T„^i II + II Tn^i -Tn^i\\ + \\ Tn^j - T^jW 
< IIT — Tfi II + £ + IIT — II < 36. 

(b) Ist (x,,) eine beschränkte Folge und ist S kompakt, so ist auch (7x„) beschränkt, und 
(STxn) besitzt eine konvergente Teilfolge. Ist S stetig, T kompakt und (Tx^J konvergent, 
so ist auch (STxm^) konvergent. □ 


Beispiele 

(a) Ist X endlichdimensional, so ist jede lineare Abbildung T. X Y kompakt. T 
ist nämlich stetig (Beispiel II. l(b)) und bildet deshalb die kompakte Menge Bx auf eine 
kompakte Menge ab. 

(b) Ist T e L{X, Y) und der Bildraum ran(r) endlichdimensional, so ist T kompakt, 
denn T(Bx) ist beschränkt, und beschränkte Teilmengen endlichdimensionaler Räume 
sind relativkompakt. 

Diese Bemerkung führt zusammen mit SatzII.3.2(a) zu folgendem Korollar. 

Korollar II.3.3 Seien X und Y Banachräume, und sei T e. L{X, Y). Falls eine Folge {T„) 
stetiger linearer Operatoren mit endlichdimensionalem Bild und \\T„ - TU —>• 0 existiert, 
ist T kompakt. 

Es war lange Zeit ein offenes Problem der Eunktionalanalysis, ob die Umkehrung von 
Korollar II.3.3 gilt, bis 1973 ein Gegenbeispiel gefunden wurde. Wir kommen in Satz II.3.6 
und Korollar II.3.7 noch einmal auf diese Frage zurück. 


Beispiele 

(c) Betrachte den Fredholmschen Integraloperator 

Tk-. L\R) ^ L\R), {Tkf)is) = 1 kis, t)f(t) dt 

JR 
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mit einem Hilbert-Schmidt-Kern k e vgl. Beispiel II. l(m). Dort wurde bereits 

lir,|| < 11^11^2 


gezeigt. In der Maßtheorie wird bewiesen, dass man k durch Treppenfunktionen, de¬ 
ren Stufen messbare „Rechtecke“ sind, approximieren kann. Genauer heißt das, dass 
messbare Funktionen der Gestalt 

mit \\kn ~k\\i 2 0 existieren. Es folgt 


\\Tk„-m = \\Tk-k„\\<\\k-kAL2^Q- 

Aber hat die Gestalt (den Index lassen wir der Ühersichtlichkeit halber weg) 

N , N 


{TkJ){s) 


/ r 

i=l ^ j=\ •'o 




also gilt 


TkJ e\m{xE,,---,XEj \feü- 


Daher haben alle Tk„ endlichdimensionales Bild, und nach Korollar 11.3.3 ist Tk 
kompakt. 


Mit ähnlichen Methoden kann man die Kompaktheit eines Fredholmschen Integral¬ 
operators mit stetigem Kern auf C{a,b\ beweisen. Wir werden dieses Resultat jedoch als 
Konsequenz des folgenden nützlichen Kompaktheitskriteriums erhalten. 

Satz II.3.4 (Satz von Arzelä-Ascoli) 

Sei (S, d) ein kompakter metrischer Raum, und sei M C C{S), wobei C{S) wie üblich mit 
der Supremumsnorm versehen wird. Die Teilmenge M habe die Eigenschaften 


(a) M ist beschränkt, 

(h) M ist abgeschlossen, 

(c) M ist gleichgradig stetig, d. h. 

Ve > 0 33 > 0 Vx G M d{s, t) < S ^ |x(i) -x(r)| < s. 

Dann ist M kompakt. 

Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass S separabel ist. Da S kompakt ist, besitzt - bei gegebe¬ 
nem e > 0 - die Überdeckung UjesÜ ^ S'- d{s, t) < e) eine endliche Teilüberdeckung. Es 
existieren also zu n e N endlich viele ..., s^^^ G S mit S = Ufci ^ 'S: d{s^^\ t) < ^}. 
Es folgt, dass die abzahlbare Menge 1 <^<«t„,nGN} dicht liegt. 
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Nun zum eigentlichen Beweis, der wie der Beweis von Satz II.3.2 ein Diagonalfolgen¬ 
argument benutzt. Wir betrachten eine dichte abzählbare Menge {^ 1 ,^ 2 , ■ • ■} C 5 und eine 
Folge (x„) in M. Wir zeigen, dass es eine gleichmäßig konvergente Teilfolge gibt. 

Da M beschränkt ist, ist die Folge (x„(si)) in K beschränkt und besitzt daher eine 
konvergente Teilfolge 


(x„,(il),X„2(Äl),X„3(Äl), . . .). 

Auch die Folge (x„-(s 2 )) ist beschränkt, und eine geeignete Teilfolge dieser Folge, etwa 

(■^mi (“^2)5 ■^m 2 (‘^2)?-^m 3 (‘^2)5 - ■ •) 


konvergiert. Nochmalige Ausdünnung beschert uns eine konvergente Teilfolge 

(Xpj(S3),Xj,2(S3),Xj,j(S3), ...), 


etc. Die Diagonalfolge yj = x„j, = ^^ 2 , y 3 = Xp^, ■ ■ ■ hat daher die Eigenschaft 

(yi('S«)),gN konvergiert für alle n e N. 

Wir werden nun die gleichgradige Stetigkeit benutzen, um die gleichmäßige Konver¬ 
genz von Cy,),6N zu zeigen. Dazu beweisen wir, dass (j,) bzgl. der Supremumsnorm eine 
Cauchyfolge bildet. 

Sei e > 0, und wähle 3 > 0 gemäß (c). Dann existieren endlich viele offene Kugeln 
vom Radius S/2, etwa Ui,..., Up, die S überdecken (siehe oben). Jede Kugel enthält dann 
eines der s„, sagen wir e Uk- Nun wähle io = io(e) mit 

\yiisnt)-yjisnt)\ < e Vi,7 >io,k=l,... ,p. (H-ll) 

Jetzt betrachte ein beliebiges s e S', s liegt dann in einer der überdeckenden Kugeln, etwa 
s e Uk-Es folgt d{s, Sn^) < S und daher nach (c) 


<e VieN. (11.12) 

Also implizieren (II. 11) und (11.12) für i,j > io 


\yi(s)-yjis)\ < l3',(i')-yi(Ä„J| + < 3e. 


Das zeigt Hy,- -yylloo < 3e für i,j > io, und (y,) ist eine Cauchyfolge. DaM abgeschlossen 
ist, liegt ihr Limes in M, und die Kompaktheit von M ist bewiesen. □ 

Derselbe Beweis liefert: 


• (a) & (c) ^ M relativkompakt. 
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Der Satz von Arzelä-Ascoli gilt auch für allgemeine kompakte topologische Räume, siehe 
Dunford/Schwartz [1958], S. 266; gleichgradige Stetigkeit wird dann punktweise erklärt. 


Beispiele 

(d) Betrachte den Integraloperator 



T,: C[0,1] ^ C[0,1], 


mit k e C([0,1]^). Dann ist kompakt. In der Tat ist M := 7i:(ßc[0,i]) beschränkt (Bei¬ 
spiel II. 1(1)), und (II. 2) auf S.55 zeigt die gleichgradige Stetigkeit von M. Nach dem 
Satz von Arzelä-Ascoli (bzw. der ihm folgenden Bemerkung) ist M relativkompakt. 
Genauso sieht man, dass ein Integraloperator 


n: aS) C{S), (Tkx)(s) = / k(s, t)x(t)dfx(t) 


mit k e C{S x S) kompakt ist, wenn S ein mit einem endlichen Borelmaß /x versehener 
kompakter metrischer Raum ist. 

(e) Auch der schwach singuläre Integraloperator aus Beispiel II. l(n) ist kompakt; 
dieses Mal können wir den Satz von Arzelä-Ascoli wegen (II.4) anwenden. 

Als Gegenstück zum Satz von Arzelä-Ascoli diskutieren wir jetzt ein Kompaktheits¬ 
kriterium für den Raum U^(W), das auf Kolmogorov zurückgeht. 

Satz II.3.5 Sei 1 < p < oo, und sei M C i'^(K) eine Teilmenge mit den Eigenschaften 

(a) M ist beschränkt, d. h. supy^^ \ f\\p < oo, 

(b) M ist abgeschlossen, 

(c) lim sup f f{t-r)-f{t)fdt = 0, 

Js. 

(d) lim sup f \f(t)f dt = 0. 

A^oo f^M J{\t\>A} 

Dann ist M kompakt. 

Bedingung (c) kann man als integrierte Form der der gleichgradigen Stetigkeit verste¬ 
hen; mit Hilfe des Translationsoperators L^’(M) —>• T'’(K), (TV/)(0 =/(f-T), kann man 
(c) auch durch 


sup \\T,f-f\\p 


0 für T 


0 , 


/eM 


ausdrücken, d. h. 
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lim Tt:/ =f gleichmäßig bzgl./ e M. 


(In Aufgabe II.5.5 ist —> / für jedes/ e L/’(W) zu zeigen.) 

Beweis. Wir werden Satz B. 1.7 anwenden und zeigen, dass M totalbeschränkt ist. Zu 
diesem Zweck führen wir als erstes den Mittelungsoperator Vr, r > 0, ein: 

{Vrf){s)=Y^j fis-t)dt; 


wir zeigen, dass Vr{M) = lV,f'.f e M} eine gleichgradig stetige Menge von Funktionen 
auf K ist. Um das einzusehen, definiere XriO = ^ für |t| < r und Xrit) = 0 sonst. Dann ist 


\iVrf)(Sl)-(Vrf){S2)\ 


/ 

Jr 


Xr(t)(fiSl~t) -f(S2~t))dt 


/ 

Jr 






nach der Hölderschen Ungleichung mit l/p + l/q = 1, und es gilt 


/ 

Jr 


[f(s,-t)-fiS2-t)\Pdt: 


f w 

Jr 


-(s 2 -s,))-m\Pdt' 


was nach Bedingung (c) mit ^2 - ■^i ^ 0 gleichmäßig in/ e M gegen 0 strebt. Daher ist 
VriM) gleichgradig stetig. 

Für/ e gilt ferner (Höldersche Ungleichung, vgl. Aufgabe 1.4.14) 

i(K/)wi i 1 £ if(. (£ if(. - »r £^ ii/ii,. 

also ist Vrf stets eine beschränkte Funktion, und Vr{M) ist eine beschränkte Teilmenge von 
(C*(K), II . Iloo), daM in L'’(K) beschränkt ist. 

Als nächstes zeigen wir für/ e LPiW) 


l|V./-/|£<sup ||r/-/|£. 

\t\<r 


(11.13) 
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Es ist ja nach der Hölderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini 


\\Vrf-fr< / - / (f(^-t)-m)dt 


rnr 

Jv. I J-r 

-H. 


\f(s-t) ds dt 


^ j m-ff.dt 

<sup||r/-/||^. 

I'l<r 


Aus (11.13) folgt 


sup \\Vrf-f\\p < supsup ||r/-/||^. (11.14) 

feM Ul^rfeM 

Sei nun e > 0. Wegen (11.14) und Bedingung (c) kann man r > 0 so wählen, dass 

sup||y/-/||p < 
feM O 

Außerdem wählen wir nach (d) A > 0 so, dass 

supf [ \f(t)fd?\ < 

/eMV{|f|>A) / 0 

Nun betrachten wir die Restriktionen (Ur/)|[_A 4 ]’ diese bilden nach dem oben Be¬ 
wiesenen eine gleichgradig stetige und beschränkte Teilmenge 4/,.^ des Banachraums 
{C[-A,A], II . IIoq); nach dem Satz von Arzelä-Ascoli ist My^ relativkompakt und ins¬ 
besondere totalbeschränkt. Es existieren also endlich viele Funktionen fi,... ,f„ e M 
mit 

VfeM^je{l,...,n} sup |(y/)(.)- {Vyfj)(s)\ < " (11.15) 

|j|<A 4 ■ (ZA) II’ 

Wir schließen den Beweis des Satzes ab, indem wir zeigen, dass die/i ,fn ein e-Netz 
von M bilden, d. h. 


V/eM3;e {!,...,«} \\f-fj\\p<e. 

Zu/ e M wähle nämlich/ gemäß (11.15); dann ist dank der Minkowskischen Ungleichung 


\\f-fj\\p 


<j: 


\ i/p 




L 


m-mfdt 


{|f|>A) 


1/P 
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Der zweite Summand kann durch 

(f mfdt) mwdt) 

V{|f|>A) / V{|r|>Al / J 

nach Wahl von A ahgeschätzt werden. Für den ersten Summanden hat man 

(/a 

< \\f -^rfWlPl-AA} + Wrf -yrfj\\LP[-AA] + Wrfj -fi\\LP[~AA]- 

Hier sind die äußeren Summanden zuerst durch die L'^(]R)-Norm und dann nach Wahl von 
r jeweils durch e /6 abzuschätzen. Für den mittleren Term ergibt sich 

\\Vrf -VS\u>i-AM < {2A)yP sup \(yj){s)-{VSis)\ < \ 


nach Wahl von j, vgl. (11.15). Insgesamt haben wir \\f -fj\\p < e gezeigt. 

Damit ist M totalbeschränkt und wegen Satz B. 1.7 kompakt. □ 


Derselbe Beweis liefert: 

• (a), (c) & (d) ^ M relativkompakt. 

Die Bedingungen (a)-(d) sind auch notwendig für die Kompaktheit von M. Ferner lässt 
sich SatzII.3.5 zu einem Kompaktheitskriterium für LP{a,b'\ umformulieren, wenn man 
jede L^’-Funktion auf [a, b] zu einer -Funktion auf K fortsetzt, indem man außerhalb von 
[a, b] den Wert 0 vorschreibt; die Bedingung (d) ist dann überflüssig, weil automatisch 
erfüllt. 

Das Kolmogorovsche Kriterium ist nicht so leicht anwendbar wie der Satz von Arzelä- 
Ascoli; z. B. ist es nicht trivial, dass eine einpunktige Menge {/} die Bedingung (c) erfüllt - 
das ist der Inhalt von Aufgabe II.5.5. 

Wir wollen Satz II.3.5 benutzen, um die Kompaktheit gewisser Integraloperatoren 
zwischen -Räumen zu beweisen. 


Beispiel 

(f) Sei k: K X K ^ K messbar, und es seien 1 < p, r < oo. Sei ferner l/p+l/q = 1. 
Die Kernfunktion k erfülle 



|A:(^, t)f dt 



l/r 


< oo; 


(11.16) 




11.3 Kompakte Operatoren 


79 


man spricht von einem Hille-Tamarkin-Kern (der Fall p = r = 2 entspricht den Hilbert- 
Schmidt-Kernen aus Beispiel (c)). Aus der Maßtheorie im Umfeld des Satzes von 
Tonelli übernehmen wir, dass die Funktion ^ i-» \k{s, tW dt messbar ist, so dass das 

\\k\\p^r definierende Integral wohldefiniert ist. Wir wollen zeigen, dass der zugehörige 
Fredholmsche Integraloperator, also 

(Tkf)(s)= f k(s,t)f(t)dt, 

JR 


ein kompakter Operator von L^(]R) nach L^(]R) ist (Hille-Tamarkin-Operator). 
Zunächst ist für/ e L'?(]R) 


/ 

Jr 


\(Tkf)(s)\'-ds 


[( [ |Ä:(s,r)|/(f)|ö'A ds 
Jr\Jr / 

fff ^7 / [f(trdt\ '“ds 

Jr\Jr J \Jr / 


Mp.rM 


also ist Tk'. L''(]R) stetig mit ||7j:|| < 

Nun zeigen wir mit Hilfe von SatzII.3.5, dass M = Tt{Biß(ß,)) relativkompakt in 
UiW) ist. Da Tk stetig ist, ist M jedenfalls beschränkt. Um Bedingung (c) aus Satz II.3.5 
zu zeigen, schätzen wir für l/H^ < 1 ab 


f liTkfK^ 

Jr 


-a)-(Tkf)(srds = 


< 


< 


f\f 


(k{s - er, f) - k(s, t))f{t) dt 


JR\JR 

fff \k{s-a,t)-k(s,t)f dt 
J IR \J IR 


/(/ 


|A:(5 -a,t)- k(s, OT dt 


ds 

r/p 

\[f\Uds 

r/p 

ds. 


Es ist nun zu zeigen, dass dieser Term mit ct —0 ebenfalls gegen 0 konvergiert. Dazu 
muss man die Überlegungen von Aufgabe II.5.5 (die auf Satz 1.2.13 basieren) für den 
zweidimensionalen Fall und für die || . ^-Norm durchführen; die maßtheoretischen 
Einzelheiten sollen hier übergangen werden. 

Es bleibt, (d) zu überprüfen. Hierzu ist es praktisch, die Eunktion /f: R —>■ LFiM), 
K{s) = k(s ,.) einzuführen. Eür \\f\\g < 1 gilt 




KTkfXs)]'-ds 


(|r|>A} 



k(s, t)f{t) dt 


ds 


< f wKisWpWfr^ds 

J{\s\>A] 

< I ||Ä'(ü||p^ 0 mitA—^oo, 

J[\s\>A] 
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da ja nach (11.16) s ||/r(j)||p eine /.''-Funktion ist (dass sie messbar ist, wurde oben 
bereits bemerkt). 

Zum Schluss dieses Abschnitts soll die Umkehrung von Korollar 11.3.3 untersucht wer¬ 
den. Bezeichnet man mit F(X, Y) den Raum der stetigen linearen Operatoren von X nach 
Y mit endlichdimensionalem Bild (F steht für „finite rank“), so besagt Korollar 11.3.3 
F(X, Y) C K(X, Y) für alle Banachräume X und Y. Wir zeigen jetzt, dass für die bis 
jetzt diskutierten separablen Banachräume Y sogar stets Gleichheit gilt. Zunächst ein 
allgemeiner Satz. 

Satz II.3.6 Sei X ein beliebiger Banachraum und Y ein (separabler) Banachraum mit der 
Eigenschaft: 

Es existiert eine beschränkte Folge (Sn) in F{Y) mit 

limS„y = }' WyeY. (11.17) 


Dann gilt F(X, Y) = K{X, Y). 

Beweis. Sei T e K{X, Y). Dann ist SnT e F{X, Y), und es reicht, 

Iis„r-r|| ^0 

zu zeigen. Zum Beweis hierfür sei e > 0 gegeben. Setze K = sup ||S,j|| < oo. Wegen der 
Kompaktheit von T existieren endlich viele yi, ... ,yr mit 

r 

T{Bx) C 1J{>’ e F: Ib-y,!! < e}. 

1=1 

Auf Grund von (11.17) gibt es A e N mit 

WSnYi-yiW < e Wn>N,i=l,...,r. 

Wir zeigen jetzt \\SnTx-Tx\\ < (K + 2)s für alle x e Bx, n > N. Für x e Bx wähle nämlich 
je {1,..., r) mit lirx-y^ll < s. Dann gilt für n > N 

\\S„Tx-Tx\\ < \\S„(,Tx-yj)\\ + \\S„yj-yj\\ + ||y,--7x|| 

< Ke + e + e = (K + 2)e, 


was den Beweis abschließt. 


□ 


Hier noch einige Bemerkungen: 

(1) Es ist nicht schwer zu sehen, dass ein Raum F mit der in (11.17) genannten 
Eigenschaft separabel sein muss. 

(2) (11.17) ist natürlich schwächer als ||S„-ld|| -> 0; nach Satz 1.2.8 und Korollar 11.3.3 
würde daraus dim F < oo folgen. 
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(3) Wir werden in Kap. IV sehen, dass (11.17) automatisch die Beschränktheit der Folge 
(S„) impliziert (Satz von Banach-Steinhaus, TheoremIV.2.1). 

Korollar II.3.7 Sei X ein beliebiger Banachraum und Y einer der separablen Banachräu- 
me cq, C[0, 1], //[0,1] (1 < p < oo). Dann gilt F(X, Y) = K{X, Y). 

Beweis. Es ist nur (11.17) zu verifizieren. Für T = co oder £p betrachte 

= 0 ,...), 


und für Y = C[0,1] setze 


1=0 

S„ ordnet y also das «-te Bernsteinpolynom zu, vgl. den Beweis des Weierstraßschen Ap¬ 
proximationssatzes 1.2.11 . Dort wurde auch 5'„y — y gezeigt. Im Fall Y = D’[0, 1] sei S« 
ein bedingter Erwartungsoperator der Form 

2"-l j MM)!-" 

= y{t)dt 


Es ist allen Leserinnen und Lesern überlassen zu prüfen, dass die Sn jeweils (II. 17) erfüllen. 

□ 


Die Aussage von Korollar 11.3.7 gilt auch für die nichtseparablen Banachräume l°° und 
L°°. Es ist hingegen ein offenes Problem, ob sie für E[°° (Beispiel 1.1 (e)) gilt. 


11.4 Interpolation von Operatoren auf L^-Räumen 

Es sei Po < pi und T: D^“[0,1] —>• L® [0,1] eine stetige lineare Abbildung. Da LP^ [0,1] C 
D’“[0,1] (Aufgabe 1.4. 14), ist Tf insbesondere für/ e L^'[0,1] definiert. Wir wollen an¬ 
nehmen, dass dann Tf e L^'[0, 1] gilt und so ein stetiger Operator von LP'[0, 1] nach 
Lß' [0,1] erklärt ist. Die Aufgabenstellung der Interpolationstheorie ist es, den Operator T 
auf den D’-Räumen zwischen und LP' zu studieren. Insbesondere sollen Normabschät¬ 
zungen für T auf LP aus den Normen HT: D’" ^ Lß°\\ und ||r: LP' Lfl'\\ hergeleitet 
werden. 

In diesem Abschnitt werden wir einen allgemeinen Interpolationssatz für die Skala der 
D’-Räume beweisen, den Satz von Riesz-Thorin (Theorem 11.4.2). Dabei werden wir auch 
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unendliche Maßräume zulassen. Da jedoch dann die L^-Räume nicht mehr der Inklusion 
nach angeordnet sind (vgl. Aufgabe 1.4. 14), darf die Vorstellung, LP{^) hege zwischen 
U’°(ii) und falls p zwischen po und pi hegt, sicher nicht wörtlich genommen wer¬ 

den. Trotzdem spricht einiges für diese Idee, z. B. die Lyapunovsche Ungleichung aus 
Aufgabe 1.4.16. 

Diese Ungleichung soll hier - etwas allgemeiner formuliert - noch einmal wiederholt 
werden, da wir sie in der folgenden Diskussion benötigen. 

Lemma II.4.1 (Lyapunovsche Ungleichung) 

Sei 1 < Po, pi < oo und 0 < 0 < 1. Definiere p durch ^ ^ Dann gilt LP°(ß) fl 

C L^(/x); genauer ist 

WfWij’ < WfWmWffm 

Ferner liegt D’°{ß) fl LF' (/x) dicht in UfipL), falls p < oo. 

Beweis. Die Ungleichung folgt aus der Hölderschen Ungleichung. Für die Dichtheitsaus¬ 
sage beachte, dass LF°{pi) fl L!’'{pC) die integrierbaren Treppenfunktionen enthält. □ 


Dass eine lineare Abbildung als stetiger Operator von U’°{ß) nach L®(t>) und von 
nach L®'(v) wirkt, kann man allgemein so formulieren. Die Abbildung figuriert 
einerseits als Tq e L(L^“(/x),L®(u)), andererseits als Ti e L(D’^(p.),L‘^fv)^, und dass 
es sich um „dieselbe“ Abbildung handelt, wird durch die Forderung 7’o\iPo(^)nm(/i) ~ 
ausgedrückt. 

Die soeben beschriebene Situation werden wir schlichter damit umschreiben, dass wir 
sagen, ein Operator T sei stetig als Operator T: LF^ip.) L®(u) und als Operator T: 
D’^ip) L^'(u). Nun können wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts formulieren. 


Theorem II.4.2 (Interpolationssatz von Riesz-Thorin) 

Seien 1 < po, pi, qo, q\ < oo. Ferner sei 0 < 0 < 1, und es seien p und q definiert durch 


1 _ 1-0 0 1 _ 1-0 0 

p Po pi’ q qo qi 

Es seien p. und v a-endliche Maße. Ist dann T eine lineare Abbildung mit 


(11.18) 


T : LF°{p,) L® (u) stetig mit Norm Mq, 
T: ZT' (p) (v) stetig mit Norm M\, 


so gilt 


l|T/|k, < V/ e L^'>(/x) O L^'(/x) 


(11.19) 
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Abb. 11.1 Konvexität der 
Menge C 


1/91 

1/90 


1/po 1/pi 

für K = C und 

\\TfU,<2Ml-^Ml\\f\\i^ ff ( 11 . 20 ) 

für K = K. Der Operator lässt sich also zu einer stetigen linearen Abbildung 

T\ LP{fjL) ^ Lf{v) mit Norm < cM^f^M\ 

(c = 1 für K = C und c = 2 für K = Rj ausdehnen. 

Beachte, dass auch ein L'’(/x)-Raum ist (mit /x = zählendes Maß auf N), so dass der 
ohige Interpolationssatz ebenfalls auf Folgenräume anwendbar ist. 

Denkt man sich die Z/-Räume als „Funktion“ von ^ statt von p, so sagt der Satz 
von Riesz-Thorin, dass C := {{a,ß): T: stetig} eine konvexe Menge ist 

(Abb. II. 1), denn mit zwei Punkten liegt auch die Verbindungsstrecke darin. Ferner besagt 
(11.19), dass die Funktion 



{a,ß) log||r:L'/“ ^ 

eine konvexe Funktion auf C ist. 

Wir beweisen Theorem II.4.2 zuerst für den komplexen Fall; anschließend wird der 
reelle daraus durch Komplexifizierung gewonnen. Der Beweis beruht auf folgendem 
funktionentheoretischen Resultat. Wir bezeichnen mit S den Streifen 

S={zeC:0<Rez< Ij. (11.21) 

Satz II.4.3 (Drei-Geraden-Satz) 

Es sei f: 5 —>■ C eine beschränkte stetige Funktion, die auf int S analytisch ist. Für 0 < 
0 < 1 setze 


Mg = sup \F(0 + iy)|. 

yeR 
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Dann gilt 


Me < 


Dieser Satz vergleicht also das Supremum von |F| auf den drei Geraden Rez = 0, 
Rez = 0, Rez = 1. Beachte, dass die Beschränktheit von F gefordert wurde; sie folgt nicht 
allein aus Mq < oo, Mi < oo. (ln der Tat ist z exp(exp((z - eine unbeschränkte 

Funktion auf S mit Mq = Mi = 1.) 

Beweis. Wir nehmen zuerst Mq, Mi < 1 an und zeigen in diesem Fall Mß < 1. Sei zo = 
xo + iyo e int 5 beliebig. Zu e > 0 betrachte die Hilfsfunktion 


Die Funktion Ff, ist ebenfalls beschränkt und stetig auf S sowie analytisch auf int S. Ferner 
gilt lim| 3 ,|^oo |FB(x + iy)| = 0 gleichmäßig für 0 < x < 1, da |Fg(x + iy)| < |F(x + r>’)|/(e|y|) 
und da F beschränkt ist. Wähle nun r > |yol, so dass \Fi,{x + iy)| < 1 für 0 < x < 1 und 
|y| = r. Bezeichnet R das kompakte Rechteck [0,1] x i[-r, r], so gilt IFgCz)! < 1 auf dR. 
Das Maximumprinzip für analytische Funktionen (siehe etwa Rudin [1986], S. 253) liefert 
I^eCz)! < 1 für alle z e R; insbesondere |Fg(zo)| < 1 und folglich 


|R(zo)| = lim |F'£(zo)| < 1, 

e—i'O 


was zu zeigen war. 

Im Fall beliebiger Mq und Mi betrachte G(z) = F(z)/{a^~^ß^), wo a > Mq und ß > My 
beliebig sind. Dann ist G stetig und beschränkt auf S sowie analytisch auf int 5, und es 
gilt |G(z)| < 1 auf dS. Nach dem gerade Bewiesenen gilt |G(z)| < 1 auch auf S. Das 
heißt Mß < und folglich Mß < Mq“®Mj . (a und ß wurden nur eingeführt, um 

Schwierigkeiten im Fall Mq = 0 oder Mi = 0 aus dem Wege zu gehen. A posteriori zeigt 
sich, dass dann F = 0 gewesen sein muss.) □ 

Kommen wir nun zum Beweis des Satzes von Riesz-Thorin im komplexen Fall. Zu¬ 
nächst gilt nach Voraussetzung Tf e L®(y) fl L^'(n) für/ e W^ip.) fl LP'{p), also ist nach 
Lemma II.4.1 Tf e L^(v) für solche/. 

Wir nehmen zuerst p < oo und q > 1 an; dann reicht es, (11.19) für integrierbare 
Treppenfunktionen nachzuweisen, denn diese liegen dicht. Dazu werden wir 



( 11 . 22 ) 


für alle integrierbaren Treppenfunktionen/, g mit |/||lp = 1 = beweisen, wo q' der 

zu q konjugierte Exponent, also ^ ^ = 1 ist. Das reicht aus, da (11.22) für das Funktional 
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l(g) = f {Tf)gdv auf Lß’{v) die Abschätzung ||f|| < impliziert (wegen q' < oo 

liegen die in (11.22) auftauchenden g dicht); und nach SatzII.2.4 ist ||f || = IITJUw- 
Wir können nun die Treppenfunktionen/ und g als 


mit 


j 

/= 

f=i 


K 

g = Y^ bkXB, 

A:=l 


(11.23) 


= E i«fiV(A>) = 1, 

7=1 



K 

\h\‘i’v{Bk) = 1 , 

k=\ 


(11.24) 


und paarweise disjunkten Aj bzw. Bk darstellen. 

Für eine komplexe Zahl z definiere p(z) und q'{z) durch 

1 1-z z 1 1-z z 

p(z) Po Pi’ q'iz) q'o q\ ’ 

also ist p(0) = po,p(6) = p und p(l) = pi sowie ^'(0) = q'{6) = q', ^'(1) = q'i- Mit der 

Konvention g = 0 setze nun 


\f\ \8\ 

/j und gj sind integrierbare Treppenfunktionen, insbesondere ist TJj erklärt. Schließlich 
definieren wir 


F:C^C, F{z) = jmg,dv. 

Nach (11.23) gilt die Darstellung 

Sie zeigt, dass F eine Linearkombination von Termen der Form mit y > 0 ist; F ist 
also analytisch. F erfüllt die Voraussetzungen des Drei-Geraden-Satzes II.4.3, denn jede 
Funktion y^ ist im Streifen S beschränkt: 

|y^+'>j = y^ < max{ 1, y} Vx + iy e S. 
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Als nächstes werden wir |F(rv)| und |f (1 +i>’)| abschätzen. Es gilt nach der Hölderschen 
Ungleichung und nach Voraussetzung über T 

l^0»l < WTfiyW [ßO ll?hll£9o <M0\[fiy\\ 

ipo ’ 

und (11.24) liefert (beachte |/^| = für y > 0) 

j j 

= E ^ |«^IV(Ay) = 1, 

Al Al 


und analog ist 


Daher erhält man 


Wgiy 


9o 

Ao 


= 1 . 


sup |F(!»| < Mo 

jeR 


und entsprechend 


Nun liefert Satz 11.4.3 


sup |E(1 + ;y)| < M\. 

yeR 


j iTf)gdv 


= \F(0)\ < sup \F{9 + r»| < 

yeR 


Damit ist (11.22) und folglich (11.19) im Fall p < oo, q > 1 bewiesen. 

Nehmen wir nun den Fall /? = oo an. Dann muss auch pQ = p\ = oo sein. Im Fall 
^ = go = r?! = 1 ist nichts zu zeigen. Im Fall q > \ argumentiere wie oben (f braucht nun 
nicht mehr integrierbar zu sein), setze aber fz=f für alle z. Analog wird der Fall q = l, 
p < oo behandelt. 

Nun zum reellen Fall. Dieser ergibt sich aus (11.19) und der folgenden Überlegung. Sei 
t/: -> i4 stetiger Operator zwischen reellen Funktionenräumen. U hat vermöge 

Ucif + ig) = Uf + iUg eine kanonische Fortsetzung zu einer C-linearen Abbildung Uc- 
Uc für die ||t/c|| < 2\\U\\ gilt (Aufgabe 11.5.4). 

Die behauptete Ausdehnbarkeit auf LPiß) ist wegen Satz 11.1.5 trivial. Damit ist der 
Satz von Riesz-Thorin vollständig bewiesen. □ 


Das folgende Beispiel zeigt, dass im reellen Fall (11.19) nicht zu gelten braucht. Wir 
betrachten auf die lineare Abbildung T(s, t) = (s + t,s -1). Man bestätigt schnell, dass 
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117: €“(2) ^ €'(2)11 = 2 und ||7: l\2) i^{2)\\ = 2'/^ ist. (11.19) würde dann für 

Pq = oo, qo = l,pi = qi = 2, 0 = j (alsop = 4, ^ = |) 

||(^ + r,^-r)||4/3 <2^/4||(^,f)||4 

lauten, was aber nicht stimmt (setze etwa s = 2, t = l). 

Nun beschreiben wir eine Anwendung des Satzes von Riesz-Thorin; eine weitere wird 
in Satz V.2.10 gegeben. Es seiT = {z e C: |z| = 1} = {e":0< f < 2jr}; wir betrachten auf 
T das normalisierte Lebesguemaß Für zwei komplexwertige Funktionen/, g e L*(T) 
setze 


(f* 8 )(e'')= / /(e")g(/'^‘'^) —. 

Jo 27 t 

Die Funktion / * g heißt Faltung (engl, convolution) von / und g. Sie ist messbar, und die 
Abschätzung 


ds dt ds 

/ l(/'*g)(e“)|— < / / /(e')| |g(e''" ^)| —— 

Jo Jo Jo 

(*271 


rw'>\ 

Jo Jo 


/O 

dt 

< / W)\7^ II^IIl> 

Jo 27 t 

= l[/llL.|lgllLl 


27t 27t 


(Fubini) 


zeigt/*g eL'(T). 


Satz II.4.4 (Youngsche Ungleichung) 

Seien 1 < p, q < oo und 2 ;= i + i _ i >0. Falls f G U’(T) und g G F®(T), so ist 
f * g E UiT), und es gilt 


\[f*g\\Lr<\[f\\M\L7. 

Beweis. Bemerke zuerst, dass/ * g wegen L'’(T),L'^(T) C 7'(T) wohldefiniert ist. Sei nun 
/ G L*(T) fest. Dann gilt (siehe oben) 

\\f*g\\o < I[/IIli|I^IIl., 

mit anderen Worten, der Operator Tg =f * g genügt der Ungleichung 


r:L'^L'|| < l/l/i. 
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Es ist klar, dass außerdem 


< \\f\y 

gilt. Also impliziert (11.19) für ö = wo q' den zu q konjugierten Exponenten bezeichnet, 
dass 




Das bedeutet 


l[/ * gllw < rilLi llgll« y/ e L'(T), g e L«(T). (11.25) 

Nun halten wir g e L^(T) fest und variieren/. Die Höldersche Ungleichung liefert für 
/ e L«'(T) und e“ e T 

l(y*g)(OI < / 

Jo 27t 



= l[/llw'llgll«. 

Eür den Operator Sf =f * g gilt daher nach (11.25) und der obigen Abschätzung 

||5: < IlgIL,, 

Wähle 9 so, dass sich 1 = 1^ + ^ ergibt; Auflösen liefert 9 = 4. Es ist 0 < 0 < 1, da 

1 + 1 > 1. Mit dieser Wahl von 9 ist dann 
p q — 

1-0 0 _ 1 1 _ 1 

q oo q p' r 

Daher liefert der Satz von Riesz-Thorin 

\\S-.LP^U\\ < ||g|/,. 


das heißt 


l/*gllL^< l/llz/llgll£. 


V/ e L^(T), g e L«(T). 


□ 
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Abschließend wird die Frage erörtert, ob durch Interpolation kompakter Operatoren 
wieder kompakte Operatoren entstehen. Es zeigt sich, dass es in der Tat ausreicht, dass 
einer der Operatoren, zwischen denen interpoliert wird, kompakt ist. 

Satz II.4.5 Es seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen des Satzes von Riesz-Thorin 
angenommen. Zusätzlich sei T: L®(v) kompakt. Dann ist T: LPQx) L‘t{v) 

kompakt. 

Beweis. Wir geben den Beweis nur für den Spezialfall, dass v das Lebesguemaß auf [0,1] 
oder K ist, und wir nehmen noch qo < oo an. Für den allgemeinen Fall sei z. B. auf 
Bennett/Sharpley [1988] oder Persson (Arkiv Mat. 5 (1964) 215-219) verwiesen, wo die 
Idee ähnlich wie in unserem Spezialfall, technisch aber etwas verwickelter ist. 

Unter den gemachten Zusatzvoraussetzungen wissen wir nämlich, dass es eine Folge 
(Sn) linearer Abbildungen mit endlichdimensionalem Bild gibt, die simultan auf allen L''- 
Räumen definiert sind und 


sup ||S„: ^ II < oo, (11.26) 

«eN 

\\S„T-T:LP° L®|| ^ 0 

erfüllen (siehe Korollar II.3.7 und Aufgabe II.5.31). Interpolieren wir nun die Operatoren 
S„T - T, so erhält man aus (11.19) bzw. (11.20) 

\\S„T-T:LP LS\\ 

< 2\\SnT -T: LF° ^ LS°f^\\S„T -T: LP^ ->L«'||® 

< 2\\S„T-T:LP° L«‘||® 

X ||S„-Id:L«‘ ^ L«‘|l® 

^ 0 , 

da der letzte Faktor wegen (11.26) beschränkt bleibt. Weil SnT ein Operator mit endlichdi¬ 
mensionalem Bild ist, ist T e F(D’,L‘iy, nach Korollar II.3.3 ist T deshalb kompakt. □ 


11.5 Aufgaben 


Aufgabe II.5.1 Sei der Vektorraum aller reellwertigen Polynome auf R. Für ein 
Polynomp(f) = setze ||p|| = Y1=ü \ak\- 

(a) (3^, II . II) ist ein normierter Raum. Ist er vollständig? 
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(b) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Abbildungen i: ^ R stetig sind, und 
bestimmen Sie gegebenenfalls ||€||: 

£(p) = f p(t) dt, l(p) = p'(0), l(p) = 

Jo 

(c) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Abbildungen T: ^ stetig sind, und 

bestimmen Sie gegebenenfalls ||r||: 

(Tp){t)=pit+l), {Tp){t)= f p{s)ds. 

Jo 

Aufgabe II.5.2 Auf jedem unendlichdimensionalen normierten Raum existiert eine un¬ 
stetige lineare Abbildung nach K. 

(Hinweis; Man muss mit einer Basis des Vektorraums (im Sinn der linearen Algebra) 
arbeiten.) 

Aufgabe II.5.3 Sei X ein normierter Raum, und seien S,T. X X lineare Abbildungen 
mit ST -TS = Id. Dann ist S oder T unstetig. 

(Hinweis; Zeigen Sie zuerst 57’"’^' - T^*^S = {n+ l)r". Fortgeschrittene Leser können die 
Aussage auch aus Lemma IX. 1.5 herleiten.) 

Ist X der Raum der C“-Funktionen auf einem Intervall (mit irgendeiner Norm) und 
{Sf){t) = fit), iTf)it) = tf{t), so ist die Voraussetzung erfüllt; für diese Wahl von S und 
T ist ST - TS = Id eine Umformulierung der Heisenbergschen Unschärferelation. Die 
typischen Operatoren der Quantenmechanik sind daher unbeschränkt. 

Aufgabe II.5.4 Sei U: l^ip) J^iß) sin stetiger linearer Operator zwischen den Räu¬ 
men reellwertiger Funktionen Lg und L^. Man definiere Uc- L^iß) L^iß) durch 
Ucif+ig) = Uf+iUg.ZeigenSie ||[/c|| < 2||I7||. Geben Sie einBeispiel, wo ||f/c|| > ||U||. 

Aufgabe II.5.5 

(a) Sei 


,Z(T(R) = {/; K —>• K;/ stetig, suppi/) ;= {t.fit) ^ 0} kompakt} 

der Vektorraum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Träger. (Die abgeschlossene 
Menge suppl/) heißt der Träger von/.) Dann ist Jlf (R) dicht in L'’(R) für 1 < /? < oo. 
(b) Für/ e L^(]R) (1 < p < oo) und s e R setze 


mit) = fit -s). 
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Es ist leicht zu glauben (und auch nicht schwer, mit den Ergebnissen des Anhangs zu 
zeigen), dass stets 


für/ e L'’(K) gilt. Offensichtlich sind die Ts lineare Operatoren auf L'/K). Zeigen Sie: 
Eür p < oo ist 


lim II // -/||„ = 0 V/ e L^m, (11.27) 

5—>0 


aber es gilt nicht 


lim II Ej - IdII = 0. 

(Hier ist || . || natürlich die Operatornorm.) Für p = oo gilt nicht einmal 
lim||r/-/|/» =0 V/eL“(R). 

Wegen der Bedingung /,+, = Ts o Tt, Tq = Id bilden die Ts eine Gruppe von linearen 
Operatoren. Bedingung (11.27) wird starke Stetigkeit genannt. Solche Operatorgrup¬ 
pen bzw. -halbgruppen sind von großer Bedeutung in der Theorie der Evolutionsglei¬ 
chungen; siehe Abschn. VII.4. 

(Hinweis: Zum Beweis von (11.27) verwende man (a)!) 

Aufgabe II.5.6 (Friedrichsscher Glättungsoperator) 

In dieser Aufgabe sei 1 < p < oo. Setze 


^(M) = {(p e C“(M): supp(^) kompakt}. 


(Hier ist C“(]R) = p|^ C"(]R); supp((p) wurde in Aufgabe II.5.5 definiert.) Man definiere 
Funktionen -ifr, (p, (fg zu e > 0 durch 


i/{t) = 


e-yt 

0 


falls f > 0, 
falls t < 0, 


(p(t) = fli/f(l -f'). 


1 

q)g{t) = -(p{t/s), 
s 


wobei a = (/^ ir{\- s^) ds^ *; siehe Abb. II.2. 

(a) i/f e C“(K), folglich (pg e S>{W) mit f^(pg(s)ds = 1 und supp(^B) c [-e,e]. 

(Hinweis: Zeigen Sie induktiv i//^^"/f) = P2n(I/0e~*^^ für t > 0, wo P 2 n ein Polynom 
vom Grade < 2n ist.) 
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Abb. 11.2 Die Funktionen 



(b) Für/ e L/’(R) setze 

iTsf)it) = f f{s)(p,(t - s) ds. 

JR 

(Man nennt T^f die Faltung von / und (fg.) Die Maßtheorie lehrt, dass T,/ wohldefi¬ 
niert und messbar ist und dass ebenfalls die Darstellung 

(JJ){t)= f fit-s)(Ps(s)ds 

jR 


gilt. Zeigen Sie durch Anwendung der Hölderschen Ungleichung (man beachte (pg = 


IIF/Ilz/< rilz/ y/eL^(K). 

(c) lim \\Tcf -/Iloo = 0 für alle/ e und lim WTJ-f\\ip = 0 für alle/ e L!’(W). 

S^O E^O 

(Hinweis: Aufgabe II.5.5(a).) 

(d) Für/ e LP(M.) ist Fj/ e C“(M), und gilt zusätzlich 

3A > 0 f(t) = 0 für fast alle t mit |r| > 

(z. B./ e (K)), so ist sogar // e &(W). 

(e) &{W) liegt dicht in LP{M.), falls l < p < oo. 
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Aufgabe II.5.7 Betrachten Sie eine 2 x 2-Matrix (oy) als lineare Abbildung auf Wenn 
die euklidische Norm trägt, gilt 

IIK)ll = ^(VT + 2S + Vr-23), 

wo T := |aii 1^ + |ai 2 |^ + |a 2 i 1^ + |a 22 l^: ^ := |aiia 22 - 012021 1- 

Aufgabe II.5.8 Eine lineare Abbildung A: K™ —> K” werde als (n x m)-Matrix (aij) 
dargestellt. 

(a) Tragen K™ und K" die Summennorm ||(t,)||i = ^ |f;|, so ist 

n 

||A|| =maxy^|ay| (Spaltensummennorm). 

j<m 

i=\ 

(b) Tragen K™ und K" die Maximumsnorm ||(fi)lloo = max |b|, so ist 

m 

||A|| = maxY^ \aii\ (Zeilensummennorm). 

i<n ^' 

■ >1 

Aufgabe II.5.9 Sei A e eine symmetrische Matrix, und es sei riA) = max{|k|: 
A Eigenwert von A}. Betrachten Sie A als eine lineare Abbildung auf K". 

(a) Sei II . II eine Norm auf K", und sei ||A|| die zugehörige Operatornorm. Zeigen Sie, 
dass ||A|| > r(A) und ||A ||2 = r(A) für die euklidische Norm || . II 2 . 

(b) A" -> 0 (bzgl. irgendeiner Norm) genau dann, wenn r(A) < 1. 

Aufgabe II.5.10 Betrachten Sie den identischen Operator Id^,^: U’{n) £‘^(n) und zeigen 

11 

Sie ||Idp_y|| =ni p, falls q <p. 

Aufgabe II.5.11 

(a) Zu z e £“ betrachte man Tp. , (T^x){n) = z{n)x{n). Berechnen Sie ||T)||. 

(b) Seien 0 < ti < ... < t„ < 1 und a\,... ,a„ e K. Man betrachte £: C[0,1] ^ K, 
^(x) = ^21=1 ^ix{ti). Berechnen Sie ||£||. 

Aufgabe II.5.12 Zeigen Sie F = Ip/U, wo U = {(^„) e F: S 2 k-i =0Vke N}. 

Aufgabe II.5.13 Zeigen Sie, dass die zweidimensionalen Räume f*(2) und £°°(2) iso¬ 
metrisch isomorph sind, wenn der Skalarenkörper K ist, und dass diese Räume nicht 
isometrisch isomorph sind, wenn der Skalarenkörper C ist. 
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(Hinweis zum komplexen Fall: Gibt es Vektoren mit ||;t|| = ||y|| = 1 und ||x + kyll < 1 für 
alle |k| < 1?) 

Aufgabe II.5.14 

(a) Seien X und Y normierte Räume, E C X ein dichter Unterraum und T e L{X, Y). Falls 
T\^ eine Isometrie ist, ist T ebenfalls eine Isometrie. 

(a) Betrachten Sie insbesondere X = Ü [0,1], Y = (C[0,1])' sowie (Tf){x) = x(t)f{t) dt. 
Berechnen Sie ||27l|. 

(Hinweis: Beispiel II. l(g).) 

Aufgabe II.5.15 Seien g\,g 2 ,... unabhängige standardnormalverteilte Zufalls variablen 
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (f2,1],P). Zeigen Sie, dass für 1 < p < oo und eine 
geeignete Konstante Cp der durch (a„) Cp definierte Operator J: (} L'’(P) 

wohldefmiert und isometrisch ist. 

[Hinweis: Diese Aufgabe setzt Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie voraus; 
nutzen Sie aus, dass die Verteilung des Zufallsvektors (gi,... ,g„) rotationsinvariant ist. 
Übrigens sind L'’[0, 1] und isometrisch isomorph (siehe etwa Guerre- 

Delabriere [1992], S. 134), so dass jeder dieser L'^-Räume einen zu isometrischen 
abgeschlossenen Unterraum enthält.] 

Aufgabe II.5.16 || . || j und II . II 2 seien Normen auf dem Vektorraum X. 

(a) Sind || . ||i und || . II 2 äquivalent, so sind (X, || . ||i) und (X, || . II 2 ) isomorph. 

(b) Die Umkehrung gilt nicht. Betrachten Sie dazu den Vektorraum d der abbrechenden 
Folgen und die Normen 

||(i„)||l = SUpd^il, 21 ^ 2 !, 1531,41^41,1^51,...], 

||(5„)||2 = supjdil, |52l,3|53|, |54l,5|55|, ■ ■ ■}■ 

Aufgabe II.5.17 (Satz von Mazur-Ulam) 

Sei X ein reeller normierter Raum und (i>: X X eine surjektive Funktion mit 0(0) = 0 
und II 0(x)-0(y)|| = ||x-y|| für allex,y e X. Dann ist <t> linear. Beweisen Sie diese Aussage 
unter der Zusatzvoraussetzung, dass X strikt konvex ist (vgl. Aufgabe 1.4. 13); dazu zeigen 
Sie zuerst, dass in diesem Fall z = 4(x+y) der einzige Punkt mit ||z-x|| = ||z-y|| = |||x-y|| 
ist. [Der Beweis des Satzes von Mazur-Ulam im allgemeinen Fall ist schwieriger und bei 
Banach [1932], S. 166, oder Väisälä (Amer. Math. Monthly 110 (2003) 633-635) oder Nica 
{Expo. Math. 30 (2012) 397-398) zu finden.] 

Aufgabe II.5.18 Lösen Sie die Integralgleichung 



5e [0,1], 



11.5 Aufgaben 


95 


(a) mit der Methode der Neumannschen Reihe (begründen Sie insbesondere, warum diese 
konvergiert, obwohl hier ||7j:|| = 1 ist), 

(b) durch „scharfes Hinsehen“. 

Aufgabe II.5.19 Seien X und Y normierte Räume, und sei T e L{X, Y). 

(a) Es existiert ein wohldefmierter linearer Operator T, so dass das folgende Diagramm 
kommutiert (d. h. T = E o ai): 



X/ ker(T) 


Hier ist co die kanonische Abbildung x [x] von X auf A/ ker(r). 

(b) ||r|| = ||r||, und T ist injektiv. 

(c) T ist genau dann kompakt, wenn T kompakt ist. 

(d) Falls T eine Quotientenabbildung ist, ist T eine Isometrie. Also gilt in diesem Fall 
Y = X/ ker(7’). 

Aufgabe II.5.20 

(a) Sei £ e X' mit ||£|| = 1. Dann ist l eine Quotientenabbildung. 

(b) Schließen Sie mit Hilfe von Aufgabe II.5.19 die Formel von Ascoli: 

\l{x)\ = dix,Y&r(l)) V€ e A', ||€|| = 1. 

(c) Teil (b) gestattet es, leicht Beispiele zu konstruieren, um zu zeigen, dass im Rieszschen 
Femma 1.2.7 im Allgemeinen 3 = 0 nicht zulässig ist. Sei nämlich l wie oben, und 
setze U = ker(f). Dann ist 3 =0 genau dann zulässig, wenn es ein xq e Bx mit 
\\£\\ = \1{xq)\ gibt. (In diesem Fall sagt man, dass l seine Norm annimmt.) 

(d) Folgende Funktionale l nehmen ihre Norm nicht an: 

. A = CO, £{{Sn)) = TZl 2^"^« 

• A=C[0,1], £(x) = x(t)dt- jli^x{t)dt 
Aufgabe II.5.21 Zeigen Sie SatzII.2.3(a) für p = \ und SatzII.2.3(b). 

Aufgabe II.5.22 Sei \ < p < oo und k e C([0,1]^). Zeigen Sie, dass der Integraloperator 

Tkf(s)= [ k(s,t)f(t)dt 
Jo 
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ein stetiger Operator von L!’[Q, 1] in sich ist, für dessen Norm 

1 /. . 

sup I y |A:(^, f)| 

gilt, wo \/p + \/q = \. Ferner ist Tf,'. LP[0, 1] ^ LP[Q, 1] kompakt. 

(Tipp: Betrachten Sie / {TiJ){s)g(s) ds für g e L‘^[0, 1], oder benutzen Sie (II. 2).) 

Aufgabe II.5.23 Sei M C C[a, U\ relativkompakt. Dann ist M gleichgradig stetig. 

Aufgabe II.5.24 Sei \ < p < oo und A C ■ Dann sind äquivalent: 

(i) A ist relativkompakt. 

(ii) A ist beschränkt und 


l|T*ll < sup / |A:(^,f)| dt 


lim sup 

n-^oo xeA 



i/p 


= 0 . 


(Hinweise: (i) ^ (ii): Versuchen Sie einen Widerspruchsbeweis. 

(ii) (i): Benutzen Sie die Beschränktheit, um aus einer Folge in A eine punktweise 
konvergente Teilfolge auszusondern (Diagonalfolgentrick!); zeigen Sie mit Hilfe der 
Limesbedingung, dass die Teilfolge auch in 1‘’ konvergiert.) 

Aufgabe II.5.25 

(a) Sei z e und T^. £P —>• T^(x) = z - x (vgl. Aufgabe II.5. 11). 7). ist kompakt dann 

und nur dann, wenn z e cq ist. 

(b) C*[0,1] trage (wie üblich) die Norm |1/|| = \\f\\oo + ll/loo- Dann ist die Inklusions¬ 
abbildung (C'[0,1], II . II) ^ (C[0,1], II . \\^) kompakt. 

(Tipp: Arzelä-Ascoli!) 

Aufgabe II.5.26 Betrachten Sie die Kernfunktion k(s, t) = li'-tl^ für s ^ t bzw. k{s, s) = 0 
auf [0,1]2. 

(a) Sei 0 < a < 1/2. Dann ist der zugehörige Integraloperator 7/ ein kompakter Operator 

von l 2[0,1] nach 7,2[0,1], 

(b) Was passiert im Fall l/2<o' < 1? 

(Tipp: Höldersche Ungleichung.) 

Aufgabe II.5.27 Sei k e C([0, l]^). Der Integraloperator Tu: C[0,1] ^ C[0,1], 

(TkX)(s)= f k(s,t)x(t)dt. 

Jo 
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heißt dann Volterrascher Integraloperator. Zeigen Sie, dass 7^ wohldefiniert und kompakt 
ist. 

Aufgabe II.5.28 Zeigen Sie, dass die Bedingungen (a)-(d) aus SatzII.3.5 notwendig für 
die Kompaktheit von M C LP(R) sind. 

Aufgabe II.5.29 Betrachten Sie die normierte Summe Z = X ®p Y zweier normierter 
Räume X und Y, wo 1 < < oo. Beschreiben Sie den Dualraum von Z mit Hilfe der 

Dualräume von X und Y. 

Aufgabe II.5.30 Sei E\,E 2 , ■ ■ ■ eine Folge von Banachräumen, und sei 1 < /? < oo. Man 
setzt 



für p < oo und 



(a) {@pE„, II . Ilp) ist ein Banachraum. 

(b) Für 1 < p < oo und i i = 1 ist (0^£„)' = 

(c) Sei (ß, E, ii) ein Maßraum, und sei = U“i mit paarweise disjunkten e E. 
Dann gilt (mit naheliegenden Bezeichnungen) 


^^LP(Q„)= LP{Q). 


(d) Im Text wurde Satz II.2.4 nur für endliche Maßräume bewiesen. Mit Hilfe von (b) und 
(c) komplettiere man den Beweis für den er-endlichen Fall. 


Aufgabe II.5.31 Zeigen Sie E(X,L!’{M.)) = K(X,LP(K)) für alle Banachräume X und 1 < 


p < oo. 


Aufgabe II.5.32 (Approximationszahlen) 

Seien X und Y Banachräume sowie T e L{X, Y). Die n-te Approximationszahl von T ist 
definiert als 


a„(T) := inf{ ||r-A||: A e F{X, Y), dim(ranA) < n). 


Zeigen Sie {W und Z bezeichnen weitere Banachräume): 


(a) lirii =fli(r)>a 2 (r)> .... 
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(b) (Ti + T 2 ) < a„(Ti ) + ak{T2), Vk ,« e N, Tj, ^2 e L(X, Y). 

(c) a„^k-i(ST) < a„(S)ak(T), '^k,neN,T e L{X, Y), S e L(Y,Z). 

(d) a„{RTS) < ||Ä||a„(r)||5|| V5 e L{W,X), R e L{Y,Z). 

(e) a„(ldx) = 1, falls dimZ > n. 

(Tipp: A = Idx - (Idx - A); beachten Sie die Neumannsche Reihe.) 

(f) Falls an(T) —>■ 0, ist T kompakt. 

Aufgabe II.5.33 (Lemma von Ehrling) 

Seien X, Y und Z Banachräume und T e K{X, Y) sowie J e L{Y,Z)\ J sei injektiv. Dann 
existiert für alle e > 0 eine Konstante Ce mit 

IITrll < e||x||+Cg||/7x|| Vx e Z. 

(Hinweis: Versuchen Sie einen Widerspruchsbeweis!) 

Aufgabe II.5.34 Sei X ein Banachraum und T e K(X). 

(a) Dann ist der Kern von Id - T endlichdimensional. 

(b) Ist Id - r bijektiv, so ist (Id - Ty^ stetig. 

(Bemerkung: Das gilt auch für bloß stetige T, ist aber wesentlich schwieriger zu 
beweisen; siehe Korollar IV.3. 4.) 

(c) Falls X unendlichdimensional ist, ist (i(Id, K{X)) = 1. 

(Tipp: K = Id - (Id - K); beachten Sie die Neumannsche Reihe.) 

Aufgabe II.5.35 Sei (amn)m,nefi eine unendliche Matrix über C mit 

a := sup |am«l < 00 , 

m,n 

1 m = p. 

0 m ^ p. 

Sei 1 < p < 2 und “ + “7 = 1- Dann definiert A: (ä„)„ i-> (^„amnSn)m einen stetigen 
Operator von ff nach ff mit 


E‘ 


— ^mn — 


IIA: ff ff'\\ < . 

(Tipp: Betrachten Sie zuerst A: ff l°°, A: ff und interpolieren Sie.) 

Aufgabe II.5.36 Sei Y ein Banachraum und T eine lineare Abbildung, die stetig als Ope¬ 
rator T\ L'(/x) Y mit Norm Mo und als Operator T\ —>• Y mit Norm Mi wirkt. 

Dann ist T\ D’(/x) —>• Y stetig mit Norm < 

Anleitung: Betrachten Sie eine Treppenfunktion / mit II/Ulp = 1. Sei X > 0 ein noch 
freier Parameter. Setze g = fx{\f\<'k] e L“(/x) und h = f - g e ff iß)- Schließen Sie 
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II77II < MiX+Mo\\h\y und \\h\y = \f\^^P\f\P dii < }J-p. Durch geschickte Wahl 

von X kann man ||77|| < erzielen. 


11.6 Bemerkungen und Ausblicke 

Die Untersuchung von Integraloperatoren stand von Anfang an im Zentrum der Funktio¬ 
nalanalysis. Hilbert und Schmidt befassten sich - im Prinzip - in ihren im Kap. VI genauer 
vorgestellten Arbeiten mit Operatoren auf l}{a, b\. F. Riesz studierte 1918 {Acta Math. 41 
(1918) 71-98) kompakte Operatoren - pars pro toto - auf C[a, h]; aber er erkannte bereits, 
dass die „in der Arbeit gemachte Einschränkung [...] auf stetige Funktionen ohne Belang“ 
ist, wie bereits in Abschn. 1.5 zitiert wurde. Die Arbeit von Riesz kann also als Ausgangs¬ 
punkt der Theorie kompakter Operatoren auf Banachräumen angesehen werden. Die ältere 
Nomenklatur für kompakte Operatoren lautet übrigens vollstetige Operatoren-, mehr dazu 
in den Bemerkungen zum nächsten Kapitel. 

Das Problem, ob kompakte Operatoren stets durch endlichdimensionale approximiert 
werden können, mit anderen Worten, ob KorollarII.3.7 für jeden Banachraum Y gilt, 
wurde erst 1973 von Enflo {Acta Math. 130 (1973) 309-317) durch ein Gegenbeispiel 
gelöst. Es ist dazu äquivalent, ob für k e C([0,1]^) stets 



(11.28) 


gilt. (Ist k ein Gegenbeispiel hierzu, so ist Y = lin{A:(j,.): s G [0,1]} C C[0,1] ein 
Gegenbeispiel zum Approximationsproblem, siehe Lindenstrauss/Tzafriri [1977], S. 35.) 
Die Erage nach (11.28) wurde schon im Schottischen Buch aufgeworfen (Problem 153, da¬ 
tiert vom 6. November 1936; Mauldin [1981], S. 231); als Preis für die Antwort war „eine 
lebende Gans“ ausgesetzt worden. In der Tat wurde Enflo sein Preis 1972 in Warschau 
überreicht, das Ereignis ist auf einem Foto in Kaluza [1996] abgebildet. Gilt Korol¬ 
lar II.3.7 für einen Banachraum Y, so sagt man nach Grothendieck' {Mem. Amer. Math. 
Soc. 16 (1955)), Y habe die Approximationseigenschaft. Alle ,Jdassischen“ Funktionen- 
und Folgenräume besitzen diese Eigenschaft, wie in KorollarII.3.7 festgestellt wurde, 
und es ist auch heute nicht einfach, Gegenbeispiele zu produzieren; man vergleiche dazu 
etwa Lindenstrauss/Tzafriri [1977], S. 87-90. Es ist ein außerordentlich bemerkenswertes 


'Eine Biographie über diesen wahrlich bemerkenswerten Mathematiker von W. Scharlau ist in Vor¬ 
bereitung; siehe www.math.uni-muenster.de/math/u/scharlau/scharlau oder https://webusers.imj- 
prg.fr/~leila.schneps/mitanni/grothendieckcircle/. Band 1 und 3 sind bereits erschienen (Schar¬ 
lau [2007] und [2010]); für eine Kurzfassung siehe das Septemberheft 2008 der Notices of the 
American Mathematical Society. Ein ebenfalls sehr informativer biographischer Artikel von A. Jack¬ 
son wurde im Oktober- bzw. Novemberheft des Jahrgangs 2004 der Notices of the American 
Mathematical Society veröffentlicht; Weiteres zu Grothendieck, der am 13.11.2014 gestorben ist, 
im März- bzw. Aprilheft der Notices 2016. 
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Resultat von Szankowski {Acta Math. 147 (1981) 89-108), dass der nicht separable Raum 
Y = L{t^) nicht die Approximationseigenschaft besitzt; Pisiers Darstellung des sehr 
schwierigen Beweises im Seminaire Bourbaki (Lecture Notes in Math. 770, S. 312-327) 
ist die einzige mir bekannte mathematische Arbeit, die mit dem Ausruf „Uff!“ endet. 

Die Neumannsche Reihe ist nach C. Neumann (nicht J. von Neumann) benannt, der eine 
solche Reihe im Jahre 1877 in der Potentialtheorie verwandte (Dieudonne [1981], S. 43). 
Die im Text skizzierte Anwendung auf Integralgleichungen verdankt man E. Schmidt 
{Math. Ann. 64 (1907) 161-174). Eine allgemeinere Variante der Neumannschen Reihe 
zeigt, dass Id - T nicht nur für einen Banachraumoperator T mit ||r|| < 1 ein Isomor¬ 
phismus ist, sondern auch, wenn bloß ein k < 1 mit ||rv:|| < 7.(||.t:|| + ||x- rx||) für alle x 
existiert (Hilding, Ann. Math. 49 (1948) 953-955; dazu siehe auch Casazza/Kalton, Proc. 
Amen Math. Soc. 127 (1999) 519-527). 

Riesz war es auch, der bemerkte, dass man es in der L'’-Theorie, die er in Math. Ann. 69 
(1910) 449^97 initiierte, für p 2 nicht nur mit einem Funktionenraum zu tun hat, son¬ 
dern der Raum mit dem konjugierten Exponenten q = -^ auf vollkommen natürliche 
Weise ebenfalls ins Spiel kommt; im Fall p = 2 wird diese Tatsache dadurch verschleiert, 
dass l} zu sich selbst dual ist. Insbesondere bewies er {p’{a, 6])' = L‘‘[a, b\, wodurch die 
Grundlage der Dualitätstheorie gelegt wurde, die allerdings erst in dem Moment wirklich 
befriedigend wird, wo der Dualraum eines allgemeinen normierten Raums als hinreichend 
umfassend erkannt wird. Das werden wir in Kap. III mit dem Satz von Hahn-Banach errei¬ 
chen. Wieder stellt Riesz fest, dass der von ihm diskutierte partikuläre Fall der U’-Räume 
über kompakten Intervallen im Kern den allgemeinen enthält: 

Unsere Resultate gelten für alle entsprechenden Klassen von Funktionen, die für eine 

messbare Menge beliebiger Dimension von nicht verschwindendem Inhaltsmaße erklärt 

werden; es ist natürlich auch der Begriff des Inhaltsmaßes entsprechend zu deuten. 

(Ebd., S. 496.) 

Dass LP° [a, b\ zu Ü [a, b] dual ist, ist ein Resultat von Steinhaus {Math. Zeitschrift 
5 (1919) 186-221). Um allgemein (L*(/x))' als L°°{pi) darstellen zu können, muss man 
wirklich eine Endlichkeitsvoraussetzung an den Maßraum stellen; wie im Text bereits be¬ 
merkt, ist das für p > 1 überflüssig. Hier ein Beispiel: Sei = [0,1], E die er-Algebra 
aller Teilmengen von [0,1], die selbst oder deren Komplemente höchstens abzählbar sind, 
und /Lt das zählende Maß. Dann ist l{f) = f{t)t dßf) ein wohldefmiertes stetiges linea¬ 
res Funktional auf L^{ß). Es kann aber nicht durch ein g e L°°{p.) dargestellt werden; 
dazu käme nämlich als einziges die Funktion g{t) = f in Frage, aber die ist nicht messbar. 
(Gleichwohl definieren die Produkte/(f)f für/ e L*(At) messbare Funktionen, denn dann 
ist/(f) / 0 für höchstens abzählbar viele t.) Eine genaue Untersuchung von (L//z))' findet 
man bei Behrends [1987], S. 184ff. 

Man kann auch für die Dualräume von und L°° konkrete Darstellungen angeben, 
nämlich durch Räume additiver (aber nicht ct- additiver) Mengenfunktionen; siehe Dun- 
ford/Schwartz [1958], S. 296. Diese Darstellungen sind aber bei weitem nicht so nützlich 
wie die in Abschn. II.2 vorgestellten. 
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Der Rieszsche Darstellungssatz II.2.5 wurde von ihm zunächst für Ä" = [0,1] bewiesen 
(C. R. Acad. Sc. Paris 149 (1909) 1303-1305), wobei er die Funktionale durch Stieltjes- 
Integrale darstellte; die endgültige Fassung stammt von Kakutani (Ann. ofMath. 42 (1941) 
994-1024). Der Satz gilt genauso, wenn K bloß lokalkompakt ist und statt C{K) der Raum 
der „im Unendlichen verschwindenden“ stetigen Funktionen 

Co(A') = \f: K K:f stetig; {f: [/(r)| > e} kompakt Ve > 0} 

mit der Supremumsnorm betrachtet wird. Eine andere Variante des Rieszschen Darstel¬ 
lungssatzes stellt die positiven linearen Funktionale auf 

JP{K) = {f\ K ^ 'K: f stetig, supp(f) kompakt}, 

K lokalkompakt, durch positive reguläre Borelmaße, die aber nicht endlich zu sein brau¬ 
chen, dar; Beweise findet man bei Rudin [1986], S. 40ff., oder Behrends [1987], S. 217ff. 
Dies ist umgekehrt der Ausgangspunkt für die Integrationstheorie ä la Bourbaki. Für Bour- 
baki ist ein Maß ein Funktional auf J^(K) und keine a-additive Mengenfunktion; eine 
konzise Darstellung gibt Pedersen [1989]. 

Korollar II.2.7 motiviert folgendes quantitative Konzept zur Untersuchung der Iso¬ 
morphie von Banachräumen. Der Banach-Mazur-Ab stand zwischen zwei isomorphen 
Banachräumen X und Y ist erklärt als 

<7(A, F) = inflliril ||7^'||: T: X ^ FIsomorphismus]. 

Die Funktion d erfüllt die multiplikative Dreiecksungleichung d{X,Z) < d{X, Y)d{Y,Z)\ 
eigentlich sollte also log<7 „Abstand“ genannt werden. Das Argument von SatzII.l.ll(a) 
zeigt in dieser Sprechweise, dass d(c,co) < 4 gilt; der präzise Wert ist d(c,co) = 3 
(Cambern, Studia Math. 30 (1968) 73-77). Insbesondere ist es wichtig, den Banach- 
Mazur-Abstand zwischen endlichdimensionalen Räumen als Funktion ihrer Dimension 
abzuschätzen. (II. 10) zeigt d(X,£^{nfj < n für alle «-dimensionalen Räume, also 
d(X,Y) < n^, falls dimA = dimF = n. Ein wesentlich schärferes Resultat stellt der 
Satz von F. John aus dem Jahre 1948 dar, der z.B. in Bollobäs [1990] bewiesen wird. Er 
lautet: 

• Für alle n-dimensionalen Räume gilt d(X,i^{n)^ < ..Jn; also folgt d{X,Y) < n, 
falls dim A = dim Y = n. 

Erst Anfang der 80er Jahre zeigte Gluskin {Funct. Anal. Appl. 15 (1981) 72-73) mit 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden, dass der Satz optimal ist, indem er die 
Existenz einer Skala von «-dimensionalen Räumen mit inf<7(A„, F„)/« > 0 nachwies; 
bemerkenswerterweise ist (7(f'(«), €“(«)) nur von der Größenordnung ^ und nicht«. 
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In den Beispielen II. I (n) und II.3(e) wurde ein schwach singulärer Integraloperator dis¬ 
kutiert. Allgemeiner sei ^2 C K" offen (oder eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit). Eine 
Kernfunktion auf x der Gestalt 


k(s, t) = 


rjs, t) 

k-f|“ 

0 


falls i ^ t, 
falls s = t 


mit einer auf (Q x ^)\ t e } stetigen und beschränkten Funktion r gibt Anlass zu 
einem schwach singulären Integraloperator, falls a < n ist. Solche Operatoren sind auf 
den meisten Funktionenräumen kompakt, wenn beschränkt ist. Im Fall a = n spricht 
man von singulären Integraloperatoren; sie sind in der Regel nicht kompakt, schlimmer 
noch, sie brauchen nicht einmal stetig oder auch nur wohldefiniert zu sein. Paradebeispiel 
ist die Hilberttransformation 


f{t) 

{Hf){s) = -l^dt, 
J -oü ^ i 


f e lHR). 


Dieses Integral konvergiert im Allgemeinen nicht, da f i-)- f ' in einer Umgebung von 0 
nicht integrierbar ist. Es existiert jedoch im Sinn des Cauchyschen Hauptwerts 

CH-r^t/t=hm/ 

und in diesem Sinn ist H ein beschränkter, aber nicht kompakter Operator auf L^(]R) (siehe 
etwa Bennett/Sharpley [1988], S. 139). 

Das Kompaktheitskriterium in LP, Satz 11.3.5, geht auf Kolmogorovs Arbeit in Nachr. 
Wiss. Gesellsch. Göttingen 9 (1931) 60-63 zurück, wo er kompakte Teilmengen von 
H’[a, b] charakterisiert hat. Durch Arbeiten verschiedener Mathematiker, insbesondere von 
F. Riesz’ Bruder M. Riesz {Acta Szeged Sect. Math. 6 (1933) 136-142), wurde die Aus¬ 
dehnung auf LP{M.) bzw. analog LP{M.‘^) erreicht; deswegen spricht man auch vom Satz 
von Kolmogorov-Riesz. Ein interessanter Überblicksartikel stammt von Hanche-Olsen 
und Holden {Expositiones Math. 28 (2010) 385-394, Addendum Expositiones Math. 34 
(2016) 243-245). 

Theorem II.4.2 wurde von M. Riesz im Fall pk < qic bewiesen (Acta Math. 49 (1926) 
465^97). Er verwendete dazu nichts als die Höldersche Ungleichung, und es stellt sich 
heraus, dass in diesem Fall (11.19) auch für reelle Skalare gilt. Geometrisch im Sinn der 
Skizze von S. 83 bedeutet die Einschränkung pi^ < q^, dass man nur im unteren Teil¬ 
dreieck {{a, ß): Q < ß < a < \} statt im gesamten Quadrat [0,1]^ interpolieren darf. 
Der Rieszsche Satz wurde von Thorin (Kungl. Fys. Saell. i Lund For. 8 (1939) #14) 
in voller Allgemeinheit gezeigt; sein Beweis führt den Interpolationssatz auf den Drei- 
Geraden-SatzII.4.3, der von Hadamard stammt, zurück. Dieser Beweisansatz wurde laut 
Bennett/Sharpley [1988], S. 195, von Littlewood bewundernd die „frechste Idee in der 
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Analysis“ genannt. Im reellen Fall wurde ein elementarer Beweis von Kruglyak (Contemp. 
Math. 445 (2007) 179-182) gefunden. 

Eine andere Interpolationsmethode wurde von Marcinkiewicz ersonnen, um ein qualita¬ 
tiv allgemeineres Resultat zu erzielen. Um es zu formulieren, führen wir ein paar Vokabeln 
ein. Eine lineare Abbildung zwischen Räumen messbarer Funktionen heißt vom starken 
Typ (p, q), falls für eine geeignete Konstante Cpq 

\\Tf\\L‘i < CpqWfW:^ VfeLP (11.29) 

gilt, mit anderen Worten, falls HF: W Lß\\ < oo ist. Der Satz von Riesz-Thorin im¬ 
pliziert also mit den dortigen Bezeichnungen, dass ein Operator vom starken Typ (po, qo) 
und vom starken Typ (pi,qi) auch vom starken Typ (p, q) ist. Nun gilt trivialerweise für 
g e L^iv) 


11 ^ 11 ^= f \8\‘^‘iv> f \g\‘^dv>v[\g\>X]X‘> 

für alle X > 0 (das ist die Chebyshev-Ungleichung), daher impliziert (11.29) 

^WXv{\Tf\>X}^l‘> <cpq\\f\\i^ yfeLP. (11.30) 

l>0 

Nun erfüllen diverse Operatoren der Analysis für geeignete Exponenten zwar (11.30), aber 
nicht (11.29). Erfüllt T die Ungleichung (11.30), so wird T vom schwachen Typ (p, q) 
genannt; schwacher Typ (p, oo) werde als starker Typ (p, oo) verstanden. Ein einfaches 
Beispiel ist der Operator 


{Tf)(s)=- [ f(t)dt (11.31) 

Jo 

auf L' [0,1], der vom schwachen Typ (1,1), aber nicht vom starken Typ (1,1) ist, wie man 
leicht überprüft. Es gilt nun der folgende Satz. 

• (Interpolationssatz von Marcinkiewicz) 

Seien 1 < po < < oo. 1 < Fi < i?! < oo und qo ^ qi. Sei T ein Operator vom 

schwachen Typ (po, qo) und vom schwachen Typ (pi,q\). Ist 0 < 6 < 1 und sindp 
und q wie in (11.18), so ist T vom starken Typ (p, q). 

Beachte die einschränkende Voraussetzung p^ < q^, die hier wirklich wesentlich ist. Da 
der in (11.31) definierte Operator trivialerweise vom starken Typ (oo, oo) ist, schließt man 
aus dem Interpolationssatz von Marcinkiewicz, dass T für alle 1 < p < oo ein stetiger 
Operator von LP[Q, 1] in sich ist. Dies folgt nicht aus dem Satz von Riesz-Thorin, und die 
Aussage direkt zu beweisen ist nicht offensichtlich. 
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Ein weiterer Vorzug des Marcinkiewiczschen Interpolationssatzes gegenüber dem 
Riesz-Thorinschen ist, dass er auch auf quasilineare Operatoren anwendbar ist, d. h. solche 
Abbildungen, die bloß 

\T(f + g)\ < c{\Tf\ + irgl), \nxf)\ = |A| \Tf\ 

erfüllen. Sein Nachteil ist, dass er schwieriger zu beweisen ist, siehe Zygmund [1959], 
vol. 11, S. 112ff., oder für eine etwas allgemeinere Version Bennett/Sharpley [1988], 
S. 225ff. 

Sowohl die Methode von Thorin als auch die von Marcinkiewicz haben zu ab¬ 
strakten Interpolationsverfahren zwischen Paaren von Banachräumen Anlass gegeben, 
nämlich zur komplexen bzw. reellen Interpolationsmethode. So kann man etwa zwischen 
C[0,1] und C'[0,1] interpolieren und auf diese Weise Räume hölderstetiger Funktionen 
gewinnen, Interpolation zwischen Sobolevräumen (siehe Abschn. V.2) liefert die sog. 
Besovräume, Interpolation zwischen K{H) und N{H) (siehe Abschn. VI. 5) liefert die 
Schattenklassen etc. Die Interpolationstheorie wird umfassend in Bennett/Sharpley [1988], 
Bergh/Löfström [1976] und Triebei [1978] dargestellt. 



Der Satz von Hahn-Banach und seine 
Konsequenzen 


III.1 Fortsetzungen von Funktionalen 

Im letzten Kapitel wurde die Darstellung von stetigen linearen Funktionalen für eine Reihe 
normierter Räume angegeben. Es ist jedoch bis jetzt nicht klar, ob es überhaupt auf jedem 
normierten Raum ein stetiges lineares Funktional ^ 0 gibt (versuche z. B. den Quotien¬ 
tenraum £°°/co). Die Existenz von Eunktionalen mit vorgeschriebenen Eigenschaften zu 
beweisen ist das Thema dieses Kapitels. 

Der grundlegende Existenzsatz III. 1.2 gehört von der Aussage her in die lineare Alge¬ 
bra. Wir formulieren ihn zunächst für reelle Vektorräume. Die folgende Definition bezieht 
sich jedoch auf reelle oder komplexe Vektorräume. 

► Definition III.1.1 Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p\ X ^ M. heißt sublinear, 
falls 

(a) p{kx) = Xp{x) für alle 1 > 0, x e V, 

(b) pix -I- y) < p{x) + p(y) für alle x,y e X. 

Beachte, dass diese Definition rein algebraisch ist (es ist nicht von einem normier¬ 
ten Raum die Rede) und dass sublineare Abbildungen negative Werte annehmen dürfen. 
Hingegen sind sie auch für komplexe Vektorräume reellwertig. 


Beispiele 

(a) Jede Halbnorm ist sublinear. 

(b) Jede lineare Abbildung auf einem reellen Vektorraum ist sublinear. 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 
D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55407-4_3 
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(c) (t„) i-> lim sup f„ ist sublinear auf dem reellen Raum (tn) i-> lim sup Re ist 
sublinear auf dem komplexen Raum . 

Weitere Beispiele (Minkowskifunktionale) werden im nächsten Abschnitt vorgestellt. 
Satz III.1.2 (Satz von Hahn-Banach; Version der linearen Algebra) 

Sei X ein reeller Vektorraum, und sei U ein Untervektorraum von X. Ferner seien p: X ^ 
K sublinear und l: U ^ M. linear mit 

i-(x) < p{x) Vx e U. 

Dann existiert eine lineare Fortsetzung L: X —>■ K, L|y = f, mit 

L(x) < p{x) Vx e X. 

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zuerst wird gezeigt, wie man so ein L fin¬ 
det, wenn X eine Dimension mehr als U hat, wenn also dimX/U = 1 ist. Dann folgt 
ein Induktionsschritt. Von U ausgehend nimm eine Dimension zu U hinzu und löse das 
Fortsetzungsproblem nach Schritt 1, nimm eine weitere Dimension hinzu und löse das 
Fortsetzungsproblem usw. Die mathematische Präzisierung des „usw.“-Schritts besteht in 
der Verwendung des Zornschen Lemmas. 

Im ersten Schritt zeigen wir also, dass das Fortsetzungsproblem lösbar ist, wenn 
dimX/f/ = 1 ist. Sei xq e X\U beliebig. Jedes x e X lässt sich dann eindeutig als 

X — u -t- Xxq (jä g [/, X G M) 

schreiben. Sei r G K ein noch freier Parameter. Der Ansatz 


Lr(x) = £(u) -I- Xr 


definiert dann eine lineare Abbildung, die £ fortsetzt. Durch passende Wahl von r werden 
wir L,. < p sicherstellen. 

In der Tat gilt < p genau dann, wenn 

l{u) + Xr < p{u + Xxq) Vm G [/, k G K (III-1) 


gilt. Nach Voraussetzung gilt (III. 1) für A = 0 und alle u e U. Sei X > 0. Dann gilt (III. 1) 
genau dann, wenn 




Xr < p(u + Xxq) - £(u) Wu e U 
r < p(^ + xo^ - '^ueU 

r < inf (p(v + xo) - £{v)). 
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Analog ist im Fall 7. < 0 die Bedingung (III. 1) äquivalent zu 

kr < p(u + kxo) - £(u) Vu e U 
O -f < --«o )^ueU 

r > sup (£(w) - p(w - xo)). 

weU 

Daher existiert r e K mit L,- < p genau dann, wenn 

t{w) - p(w - xq) < p(v + xq) - £{v) Vv,w e U 
gilt, also dann und nur dann, wenn 

£(v) + £(w) < p(v + xq) + p{w -xo) Vv,w e U (I1I-2) 

gilt. Da die Abschätzung 

£(v) + £(w) = £(v + w) < p{v + vr) < p(v + xq) + piw - xq) 

(111.2) beweist, ist der erste Schritt gezeigt. 

Im zweiten Schritt wenden wir das Zornsche Lemma an. Es lautet: 


Sei (A,<) eine teilweise geordnete nichtleere Menge, in der jede Kette (das ist eine total 
geordnete Teilmenge, also eine Teilmenge, für deren Elemente stets a S b oder b < a gilt) 
eine obere Schranke besitzt. Dann liegt jedes Element von A unter einem maximalen Element 
von A, also einem Element m mit m < a a = m. 


Wir verwenden 


A := 


iV,Lv): 


V Unterraum von X mit U C V', 

Ly', y ^ K linear mit Ly < p\y, Ev| j/ = £ 


mit der Ordnung 


(VuLy,) < iV2,Ly,) VlC V2, Ly,\y^ = Ly^ 

Es ist A 0, da (U, €) G A. Ist ((U/, Ly.)i^jj total geordnet, so ist in der Tat {V, Ly) mit 

y = (^ y, Ly{x) = Lyfx) für X e y 
iel 


eine obere Schranke; Ly ist wohldefmiert, da [{Vi,Ly.)iej) total geordnet ist. 
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Sei nun m = (Xq, Lxq) ein maximales Element. Wäre Xq ^ X, so gäbe es nach dem ersten 
Schritt eine echte Majorante von m, und m könnte nicht maximal sein. Es folgt Xq = X, 
und L := Lxq löst das Eortsetzungsproblem. 

Damit ist Satz III. 1.2 bewiesen. □ 

Beachte, dass der Parameter r im ersten Beweisschritt im Allgemeinen nicht eindeutig 
bestimmt ist. Daher ist auch L im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. 

Als nächstes formulieren wir Satz III. 1.2 für komplexe Vektorräume. Für C-wertige 
Abbildungen ergibt „lix) < pix)“ jedoch keinen Sinn. Ein C-Vektorraum X ist aber natür¬ 
lich auch ein K-Vektorraum; beachte, dass für x ^ 0 dann x und ix linear unabhängig über 
K sind. Satz III. 1.2 kann daher auf X sowie K-lineare Funktionale angewandt werden. Es 
gibt nun einen engen Zusammenhang zwischen K-linearen und C-linearen Funktionalen, 
den wir zuerst beschreiben. 

Lemma III.1.3 Sei X ein C-Vektorraum. 

(a) Ist l: X ^ M. ein ^-lineares Funktional, d. h. 

I(XiXi -l- 1,2X2) — I-l-^Cxi) "I" I- 2 ^(X 2 ) Vk/ G M, Xj G X, 


und setzt man 


i(x) := lix) — i liix), 

-> C ein C-lineares Funktional und l = Rel. 

C ein C-lineares Funktional, l = Reh undl wie unter (a), so ist l M.-linear 

M eine Halbnorm und f: X —>■ C C-linear, so gilt die Äquivalenz 

\(-{x)\<p{x) Vx e X ^ |Ref(.r)| < VxeX. 

(d) Ist X ein normierter Raum und f: X —>■ C C-linear und stetig, Af ||f || = ||Re f ||. 

Mit anderen Worten ist l \-^ Re l eine bijektive R-lineare Abbildung zwischen dem 
Raum der C-linearen und dem der M-wertigen M-linearen Funktionale. Im normierten Fall 
ist sie isometrisch. 

Beweis, (a) Als Kompositum K-linearer Abbildungen (auch x \-y ix ist K-linear) ist l 
K-linear, und Rel = £ gilt nach Konstruktion. Es ist nur noch liix) = ilix) zu zeigen: 

liix) = liix) — i lii ix) = liix) - i li-x) 

= i(lix) - i liix)j = ilix). 


so ist l: X 

(b) Ist h: X ^ 
und l = h. 

(c) Ist p: X —> 
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(b) Natürlich ist l = Ke. h R-linear. Beachte nun Imz = -Re iz für alle z e C. Daher ist 
für .r e Z 


h(x) = Re h{x) + i Im h(x) 

= Re h(x) - i Re ih(x) 

= Re h(x) - i Re h(ix) (h ist C-linear) 

= i(x) - i i{ix) = i(x). 

(c) Wegen |Re z| < kl für alle z e C gilt Für die andere Implikation schreibe 

£{x) = (x)| für ein k = mit |1| = 1. Dann gilt für alle x e X: 

\l(x)\ = k~^i(x) = £(k~^x) = |Ref(X“^x)| < p(k~^x) = p(x). 

(d) ist eine unmittelbare Konsequenz von (c). □ 

Satz III.1.4 (Satz von Hahn-Banach; Version der linearen Algebra; komplexe Fassung) 
Sei X ein komplexer Vektorraum, und sei U ein Untervektorraum von X. Ferner seien p: 
Z —>■ K sublinear und l: U ^ C linear mit 

Re l{x) < p{x) Vx e U. 

Dann existiert eine lineare Fortsetzung L\ X ^ <C, L\jj = i, mit 

ReL(x) < p{x) Vx e Z. 

Beweis. Wende Satz III. 1.2 auf Re l an, um ein R-lineares Funktional f: Z —>• R mit 
F| = Re f und F{x) < p(x) für alle x e Z zu erhalten. Nach Lemma III. 1.3(a) ist F = Re L 
für ein gewisses C-Iineares Funktional L: X ^ C. Dass l von L fortgesetzt wird, folgt aus 
Lemma III. 1.3(b). □ 


Wir wenden nun die algebraischen Hahn-Banach-Sätze auf normierte Räume an. 
Theorem III.1.5 (Satz von Hahn-Banach; Fortsetzungsversion) 

Sei X ein normierter Raum und U ein Untervektorraum. Zu jedem stetigen linearen 
Funktional 17 ^ K existiert dann ein stetiges lineares Funktional x': Z ^ K mit 

r ' II Ol II Ol 

X \jj = u , ||x II = ||m ||. 


Jedes stetige Funktional kann also normgleich fortgesetzt werden. 
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Beweis. Wir unterscheiden, ob X ein reeller oder komplexer Raum ist. Im reellen Fall 
setze p{x) = \\u'\\ ||x|| für x e Z. Dann folgt aus SatzIII. 1.2 die Existenz einer linearen 
Abbildung Z: Z ^ R mit = u' und 

x'(x) < p(x) Vjt e X. 

Da auch Z(-x) < p(-x) = p{x) ist, folgt 

|/(x:)| < IIm'II ||x|| Vx e Z, 

d. h. IIZII < IIm'||. Umgekehrt gilt trivialerweise 

||m'|| = sup |m'(m)| = sup |x'(m)| < sup |x'(x)| = ||x'||. 

ueBu ueBu xeBx 


Im komplexen Fall kombiniere den ersten Beweisschritt mit Satz III. 1.4, um ein lineares 
Funktional x': Z Cmitx'lj^ = n'und ||Rex'|| = ||m'|| zu erhalten. Nach Lemma III. 1.3 (d) 
gilt II Rex' II = ||x'||. □ 

Es sollte wieder bemerkt werden, dass eine solche Fortsetzung x' im Allgemeinen nicht 
eindeutig bestimmt ist und dass das Analogon von Theorem III. 1.5 für Operatoren im All¬ 
gemeinen falsch ist. So werden wir im Anschluss an Satz IV.6.5 bemerken, dass es keinen 
stetigen Operator T: cq gibt, der die Identität Id: cq ^ cq fortsetzt. Für ein po¬ 

sitives Resultat in dieser Richtung siehe Aufgabe III.6.23(a); vgl. auch Satz II. 1.5 für den 
Fall, dass U dicht liegt. 

Die folgenden Korollare besagen, dass der Dualraum eines normierten Raums Z um¬ 
fassend genug ist, um Eigenschaften von Z und seinen Elementen kodieren zu können. 
Dadurch werden Probleme über Vektoren letztendlich auf Probleme über Zahlen zurück¬ 
gespielt; die x'(x), wo x' den Dualraum von Z durchläuft, können somit als „Koordinaten“ 
von X angesehen werden. 

Korollar III.1.6 ln jedem normierten Raum X existiert zu jedem x G Z, x ^ 0, ein 
Funktional x' G Z' mit 


lix'll = 1 und x'(x) = ||x||. 

Speziell trennt X' die Punkte von X; d. h., zu xi,X 2 G Z, xi ^ X 2 , existiert x' G Z' mit 
x'(xi) ^x'(X 2 ). 


Beweis. Setze das Funktional u': lin{x} ^ K, u'(Xx) = A||x||, normgleich aufZ fort. Zum 
Beweis des Zusatzes betrachte einfach x = xi - X 2 . □ 
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Korollar III.1.7 In jedem normierten Raum gilt 

||x|| = sup |y(x)| Vx e X. (III.3) 

Beweis. „>“ gilt nach Definition von ||jf ||, und „<“ nach Korollar III.1.6 (der Fall x = 0 ist 
trivial). □ 

Bemerke die Symmetrie der Formel (III. 3) zur Definition 

lix'll = sup |x'(x)| Vx' e X'. 

xeBx 


Im Gegensatz hierzu wird das Supremum in (III. 3) sogar stets angenommen. 

Korollar III.1.8 Seien X ein normierter Raum, U ein abgeschlossener Unterraum und 
X e X, X ^ U. Dann existiert xf e X' mit 

x\jj = D und x'(x) ^ 0. 

Beweis. Sei m: X —r X/U die kanonische Quotientenabbildung. Dann ist co{u) = 0 für 
alle u e U und «(x) ^ 0. Wähle nach KorollarIII. 1.6 £ e {X/U)' mit f(ft)(x)) ^ 0. Das 
Funktional x! \= lo w leistet dann das Gewünschte. □ 

Unmittelbar aus Korollar III. 1.8 und Satz II. 1.5 folgt: 

Korollar III.1.9 Ist X ein normierter Raum und U ein Untervektorraum, so sind 
äquivalent: 

(i) U ist dicht in X. 

(ii) Falls x' e X' und x' | = 0, so gilt x' = 0. 

Es folgen noch einige weitere Anwendungen. Zunächst eine Bezeichnung. Ist X ein 
normierter Raum und sind Teilmengen U <ZX und V <ZX' gegeben, so setzen wir 

U^ := {x e X': x'(x) = 0 Vx e U}, (III.4) 

Fj. := {x e A: x'(x) = 0 Vx' e F}. (II1.5) 

U^ und Fj_ sind stets abgeschlossene Unterräume von X' bzw. X. U^ heißt der Annihilator 
von U in X' und Fj_ der Annihilator von F in X. 



112 


III Der Satz von Hahn-Banach und seine Konsequenzen 


Satz III.l.lO Sei X ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Unterraum. Es 
existieren kanonische isometrische Isomorphismen 

{x/uy = u-^, (III.6) 

U'=X'/U-^. (III.7) 

Beweis. Wir begnügen uns damit, die fraglichen Isomorphismen anzugeben, und über¬ 

lassen die Verifikation der Details zur Übung. Für (III. 6) ordne £ e (X/U)' das Funktional 
x' = £o (o, a>: X ^ X/U die Quotientenabbildung, zu; und für (III. 7) betrachte x' + U^ 

xf\jj. □ 

Satz III.l.ll Die Abbildung T: £^ ^ (f“)', (Tx)(y) = ^ntnfürx = (s„), y = (t„), ist 
isometrisch, aber nicht surjektiv. 

Beweis. Der Beweis der Isometrie ist einfach und wird den Lesern überlassen. Um zu 
zeigen, dass T nicht surjektiv ist, betrachte das Funktional hm; c -> K und setze es mit 
dem Satz von Flahn-Banach zu einem stetigen Funktional V: ^ K fort. Flätte V eine 

Darstellung V(>') = s„t„, so wäre (e^ = k-ter Einkeitsvektor) 

Sk = x'(ek) = lim ek = 0 Vk e N, 


also V = 0. Widerspruch! 


□ 


Dass es überhaupt keinen Isomorphismus zwischen f' und (1°°)' geben kann, zeigt der 
folgende Satz. (Zur Erinnerung: £' ist separabel, £°° aber nicht; Beispiel 1.2(a) und (c).) 

Satz III.1.12 Ein normierter Raum X mit separablem Dualraum ist selbst separabel. 

Beweis. Mit ist Sy = {x' eX': ||V|| = 1} separabel (Aufgabe 1.4.26). Sei also die Menge 
■ • ■} dicht in Sy. Wähle Xi e Sx mit |x!(v:,)| > Wir setzen U := \m{xi,X2, .. .} 
und werden zeigen, dass U dicht in X hegt. 

Sei x' e X' mit x'\fj = 0. Wäre V ^ 0, könnte ohne Einschränkung ||V|| = 1 
angenommen werden. Dann existiert mit \\x! Es folgt 

^ = Ü;oÜio)--«'Ü<o)l < WAo-^'W ll^ioll ^ 

Also muss xf = 0 sein, und wegen Korollar III. 1.9 hegt U dicht. Nach Lemma 1.2.10 ist X 
separabel. □ 

Satz III.1.13 Sei X ein normierter Raum und I eine Indexmenge. Seien xi G X und Ci G K 
für i G I. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent: 
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(i) Es existiert x' e X' mit x'(xi) = ci für alle i e I. 

(ii) Es existiert M > 0 derart, dass für alle endlichen Teilmengen E C I die Ungleichung 


i€F 


< M 


^ ^ l^iXi 
i€F 


(II1.8) 


erfüllt ist. 

Beweis, (i) ^ (ii) ist klar; wähle M = ||x'||. 

(ii) (i): (III. 8) impliziert, dass 

1 1 ^ ^ XjXi I — ^ ^ XjCi 
^ i€F ' ieF 

ein wohldefiniertes stetiges lineares Funktional auf linjx,-: i e 1} definiert. Wähle nun eine 
Hahn-Banach-Fortsetzung x' von £. □ 


III.2 Trennung konvexer Mengen 

In diesem Abschnitt wird die geometrische Version des Satzes von Hahn-Banach vorge¬ 
stellt. Ziel ist die Trennung konvexer Mengen eines normierten Raums durch stetige lineare 
Funktionale. 

Das Trennungsproblem ist also folgendes (siehe Abb. III. 1): 

Existiert zu konvexen U und V C X ein Funktional x' e X',x' ^ 0, mit 

sup.r'(x) < infx'(x) (K = R) 
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bzw. 


supRex'(x) < inf Rex'(x) (K = C)? 
«(/ j:«'' 


Zur Erinnerung: U heißt konvex, wenn Ax + (1 - 'k)y e U für alle x,y€ U,0 < X < 1. 

Die folgende Definition ist rein algebraisch, wie der Konvexitätsbegriff auch. 

► Definition III.2.1 Sei X ein Vektorraum und A C X eine Teilmenge mit {Xa: 0 < k < 1, 
a e A] C A. Das Minkowskifunktional pa - X ^ [0, oo] wird durch 

Pa(x) := inf |k > 0: ^ e a| 

definiert. A heißt absorbierend, falls Pa{x) < oo für alle x e X. 

Ist z. B. A die offene Einheitskugel eines normierten Raums, so ist Pa{x) = ||x||. 

Lemma III.2.2 Sei X ein normierter Raum und U G X eine konvexe Teilmenge mit 0 € 
int U. Dann gilt: 

(a) U ist absorbierend, genauer: Falls {x: ||x|| < e} G U, so giltpu{x) < j||x||. 

(b) Pu ist sublinear. 

(c) Ist U offen, so gilt U = pfj{[0, 1)). 

Beweis, (a) ist klar. 

(b) pufXx) = Xpuix) für k > 0 ist auch klar. Zum Beweis der Ungleichung puix + >’) < 
Pu(x) + puiy) sei e > 0 gegeben. Wähle X,fi > 0 mit X < puix) + s, fx < pu(y) + s, so 
dass f e U, ^ e U.DaU konvex ist, folgt 

X X ß y x+y 

-+ ^ e U, 

X ß X X ß ß X ß 

folglichpu{x+y) < X+ß < puix)+pu(y)+'2,s.DsiS > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. 

(c) Ealls pu(x) < 1 ist, existiert k < 1 mit f e t/. Wegen 0 e U folgt x = X | + (1 -k)0 € 
U. (Diese Richtung benutzt nicht die Offenheit von U.) Ist pu(x) > 1, so ist | ^ U für alle 
k < 1. Da Cu abgeschlossen ist, folgt nun 


X = lim — e Cu. □ 

X—> 1 k 
A<1 


Das folgende Lemma ist die Basis der Hahn-Banach-Trennungssätze. 
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Lemma III.2.3 Ist X ein normierter Raum und V (Z X konvex und offen mit Q ^ V, so 
existiert x! &X' mit 


Rex'(A:) <0 Vx e y. 

Im Beweis verwenden wir die suggestive Schreibweise 

A± B ■= {a±b: a e A, b e B) 

für Teilmengen A,B C X. Mit A und B ist dann auch A + B bzw. A - B konvex, wie 
unmittelbar aus der Definition folgt. 


Beweis. Betrachte zunächst den Fall K = K. 


Abb. III.2 Zum Beweis von 
Lemma III.2.3 



Sei xo e y beliebig. Setze yo = -xq und U =V- {xq}. Dann ist U offen (warum?) und 
konvex, und es gilt yo ^ U, 0 e U (siehe Abb. III. 2). Betrachte das Minkowskifunktional 
Pu zu U. Nach Lemma III.2.2 ist pu K-wertig, sublinear, und es gilt pu(yo) > 1 - 
Auf dem Unterraum Y = lin{yo} definiere das Funktional 

y'(tyo) = tpuiyo) (t e K). 


Es folgt 


y'(y) < puiy) Vy e Y, 

denn für t < 0 ist /(tyo) < 0 < puityo), und für f > 0 ist y'{tyo) = puityo)- 

Wähle nun mit Satz III. 1.2 eine lineare Fortsetzung x' von y' mit xf < pu- 
Lemma IIL2.2(a) impliziert, dass xf stetig ist, denn mit den dortigen Bezeichnungen gilt 
für X e Z 


\x!{x)\ =mdcx{x!{x),x'{-x)} < mny.{puix),pu{-x)] < 


1 

e 
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Insbesondere ist ;t'(yo) = Pu(yo) > 1, und für x e V, das ja als x = m - jo mit u e U 
dargestellt werden kann, folgt 

x(x) = x'(u)-x'(yo) < puiu) - 1 < 0, 

Letzteres nach Lemma III.2.2(c). Daher leistet x! das Gewünschte. 

Der Fall K = C folgt aus dem ersten Teil und LemmaIII. 1.3. □ 


Auf die Offenheit von V kann in LemmaIII.2.3 im Allgemeinen nicht verzichtet 
werden. Als Beispiel betrachte den normierten Raum (d, || . ||oo) über K. Setze 

V = {(^n) e t/\{0}; i'AT > 0 für Af := max{i: Si f 0)}. 

Es ist leicht zu sehen, dass Y konvex ist, und es gilt 0 ^ L. Trotzdem existiert kein x! e 
d' mit x!\y < 0. Identifiziert man nämlich x' mit einer Folge (f„) e (SatzII.l.S und 
Satz II.2. 3), so können zwei Fälle eintreten. Ist > 0 für ein k, so gilt e*. G V, aber 
x'iek) = h > 0- Sind hingegen alle f„ < 0, so betrachte x = + e 2 G F; es gilt dann 

x'{x) = + r 2 = 0. 

Theorem III.2.4 (Satz von Hahn-Banach; Trennungsversion I) 

Sei X ein normierter Raum, Vi, V 2 C seien konvex und Vi offen. Es gelte Vi (1 V 2 = 0. 
Dann existiert xf e X' mit 

Re2c'(vi) < Rex'(v2) Vvi G Vi, V2 G V 2 . 

Beweis. Wir führen Theorem III.2.4 auf Lemma III.2.3 zurück. Sei F = Fi - V 2 . Als Diffe¬ 
renzmenge konvexer Mengen ist F konvex, und aus der Darstellung F = Ua:€V 2 (^' ~ ^■*'0 
erkennt man die Offenheit von F. Wegen Fi (T F 2 = 0 ist 0 ^ F. Nach Lemma III.2.3 
existiert ein Funktional F G X' mit ReF(vi - V 2 ) < 0 für alle v, G F,, also gilt 
ReF(vi) < ReF(v 2 ). □ 

Theorem III.2.5 (Satz von Hahn-Banach; Trennungsversion II) 

Sei X ein normierter Raum, F C X sei abgeschlossen und konvex, und sei x ^ V. Dann 
existiert F G A' mit 


ReF(v) < inf{ReF(v): v G F). 

Es existiert also ein e > 0 mit 

ReF(x) < Rex'(x) - 1 - e < Rex'(v) Vv G F; 


man sagt, x könne von V strikt getrennt werden. 
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Beweis. Da V abgeschlossen ist, existiert eine offene Nullumgebung U mit ({x} + £/) fl V = 
0; U kann und soll als Kugel mit dem Radius r gewählt werden. Nach Theorem III.2.4 
existiert x' e X' mit 

Rex'(x + m) < Rex'(v) Vu e U, v e V. 

Es ergibt sich nacheinander 

Rex'(x) + Rex'(M) < Rex'(v) Vm e f/, v e E, 

Rex'(x) + IIRex'll r < Rex'(v) Vv e V, 

Rex'(x) + r||x'|| < inf{Rex'(v): v e V}, 

was zu zeigen war. □ 


Nach Übergang vonx' zu -x' kann in den Trennungssätzen jeweils „>“ erzielt werden 
(mit sup statt inf in Theorem III.2. 5). 

Die Korollare III. 1.6-111.1.9 können auch aus den Trennungssätzen hergeleitet werden 
(versuchen Sie es!). Eine weitere Anwendung folgt im nächsten Abschnitt in SatzIII.3.8. 


III.3 Schwache Konvergenz und Reflexivität 

Sei X ein normierter Raum, X' sein Dualraum und X" := {X')' dessen Dualraum. Man 
nennt X" den Bidualmum von X. 

Ist X G X, so kann auf kanonische Weise eine Abbildung 

i(x): X' K, (i(x))(x') = x'(x) 

definiert werden; man betrachtet also im Ausdruck x' (x) diesmal x' als variabel und hält 
X fest. Es ist klar, dass i{x) linear ist. Auch die Stetigkeit von i{x) ist klar, sie folgt aus 
l■^(ÜI < lül lüll- Insbesondere ist ||/(x)|| < ||x||. Der Satz von Hahn-Banach liefert 
die weitaus schärfere Aussage ||((x)|| = ||x||, siehe KorollarIII. 1.7. Da die so definierte 
Abbildung /: X X" offensichtlich linear ist, haben wir gezeigt: 

Satz III.3.1 Die Abbildung i: X X", (i(x))(x') = x' (x), ist eine (im Allgemeinen nicht 
surjektive) lineare Isometrie. 

Wir nennen i die kanonische Abbildung eines normierten Raums X in seinen Bidual- 
raum; um die Abhängigkeit von X zu betonen, schreibt man bisweilen auch ix. Auf diese 
Weise wird X mit einem Unterraum von X" identifiziert. Mit X ist auch i(X) vollständig; 
also wird ein Banachraum X mit einem abgeschlossenen Unterraum von X" identifiziert. 
Auf jeden Eall ist für einen normierten Raum X der Unterraum i{X) im Banachraum 




118 


III Der Satz von Hahn-Banach und seine Konsequenzen 


X" abgeschlossen und ergo vollständig. Daher gilt folgendes Korollar, das eine elegante 
Konstruktion der Vervollständigung eines normierten Raums liefert. 

Korollar III.3.2 Jeder normierte Raum ist isometrisch isomorph zu einem dichten 
Unterraum eines Banachraums. 


Beispiele 


(a) Sei X = cq. Nach SatzII.2.3 gibt es kanonische Isomorphismen X' = und 
X" = zu y = (f„) e wird nämlich das Funktional ly e (co/, ly', x = {s„) i-> 
s„t„, und zu z = (m„) e £°° wird das Funktional L, e (cq)", L^'. ly = l(t„) h» t„M„, 
assoziiert. Nach Definition ist für x G cq 



n 


also icoix) = L.v G (co)". Wenn man (co)" mit und mit x identifiziert, erhält man 
üqW = X. Insbesondere ist icg nicht surjektiv. 

(h) Nach Satz III. 1.11 ist auch i^i nicht surjektiv. 

(c) Wie unter (a) sieht man, dass für 1 < p < oo die kanonische Einbettung i(p mit 
dem identischen Operator Id: übereinstimmt und deswegen surjektiv ist. Die 

gleichen Überlegungen gelten für LP{pi). 

► Definition III.3.3 Ein Banachraum X heißt reflexiv, wenn ix surjektiv ist. 

(Natürlich hat ein unvollständiger Raum keine Chance, reflexiv zu sein.) Für refle¬ 
xive Räume gilt nach Definition X = X", aber diese Bedingung ist nicht hinreichend: 
Der in Aufgabe 1.4.8 beschriebene Banachraum J hat die Eigenschaft J = J", aber ij ist 
nicht surjektiv. Dieses Phänomen wurde 1950 von James entdeckt, zum Beweis siehe z. B. 
Lindenstrauss/Tzafriri [1977], S. 25. 

Aus den ohigen Beispielen folgt: 

• und LF{pL) sind für \ < p < oo reflexiv. 

• Cq und f' sind nicht reflexiv. 

• Ferner sind endlichdimensionale Räume X trivialerweise reflexiv, da nach Bei¬ 
spiel Il.l(b) dimZ = dimZ' = dim V". 

Satz III.3.4 

(a) Abgeschlossene Unterräume reflexiver Räume sind reflexiv. 

(b) Ein Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist. 
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Beweis, (a) Sei X reflexiv und U <Z X ein abgeschlossener Unterraum. Sei nun u" e U". 
Dann liegt die Abbildung jd i->- «"(x'l^) in X", denn 

\u"{^\i,)\ < \\u"\\ II/Ij^II < ||m"|| ||x'||. 

Da X reflexiv ist, existiert x e X mit 

x'(x) = u"(x'\^j) Vx'eX'. (III.9) 

Wäre X ^ U, so gäbe es nach Korollar III. 1.8 ein Funktional xf e X' mit x'(x) = 1 und 
= 0. Im Widerspruch zu (III. 9) würde u"{x'\^) = 0 folgen. Es muss also x e U sein, 
und aus notationstechnischen Gründen werden wir u statt x schreiben. Es ist noch 

= u'(u) Vm' e U' 

zu zeigen. In der Tat; Sei u' e U' gegeben, und sei x' e X' irgendeine Hahn-Banach- 
Fortsetzung gemäß Theorem III. 1.5. Dann gilt 

u''{u') = u''{x'\jj) ^ x'(u) = u'{u). 

Daher ist u" = iu{u), und U ist reflexiv. (Wo ging die Abgeschlossenheit von U in diesem 
Beweis ein?) 

(b) Sei X reflexiv. Wir müssen zeigen, dass ix ': X' X'" surjektiv ist. Sei also x"' e X'". 
Dann ist x'; X ^ K, x x"'(ix(x)), linear und stetig, also x! e Z'. Wir beweisen jetzt, 
dass x'" = ix'{xf) gilt. Da X reflexiv ist, hat jedes x" e X" die Gestalt x" = /x(x). Also gilt 

x"'(x") =x"'(;x(x)) =x'(x) = (ix(x))(x') =x"(x'), 


was zu zeigen war. 

Sei X' reflexiv. Nach dem gerade Gezeigten ist X" reflexiv, nach Teil (a) auch der ab¬ 
geschlossene Unterraum ix(Z) und deshalb X. □ 

Aus SatzIII.3.4 folgt, dass auch L'[0, 1], L°°[0,1] und C[0,1] nicht reflexiv sind 
(Aufgabe III.6.16). 

Wir notieren noch eine unmittelbare Konsequenz von Satz III. 1.12. 

Korollar III.3.5 Ein reflexiver Raum ist genau dann separabel, wenn es sein Dualraum 
ist. 


Als nächstes wird der Begriff der schwachen Konvergenz einer Folge eingeführt und 
anschließend insbesondere in reflexiven Räumen studiert. 
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Definition III.3.6 Eine Folge (x„) in einem normierten Raum X heißt schwach konver¬ 
gent gegen x, wenn 


lim x'(x„) = x'(x) Vx' e X' 

«—>■00 


gilt. 

DaZ' die Punkte von Z trennt (Korollar III. 1.6), ist der schwache Limes, falls überhaupt 
existent, eindeutig bestimmt. Schreibweise: 

Xn X oder er- lim = x. 

«—^00 

Selbstverständlich sind konvergente Folgen schwach konvergent. Die Umkehrung gilt 
nicht: Betrachte etwa die Folge (e„) der Einheitsvektoren in f'’ für 1 < p < 00 oder in 
cq. Dann gilt a- lim„^oo e« = 0, aber ||e„|| = 1. In KorollarIV.2.3 werden wir die nicht of¬ 
fensichtliche Tatsache beweisen, dass schwach konvergente Folgen notwendig beschränkt 
sind. 


Beispiel 

Für beschränkte Folgen (x„) in C[0,1] sind folgende Aussagen äquivalent: 

(i) (x„) konvergiert schwach gegen 0. 

(ii) (x„) konvergiert punktweise gegen 0, d. h. lim„^oo Xn(t) = 0 für alle t e [0,1]. 

Beweis, (i) ^ (ii): Nach Voraussetzung gilt f x„dii 0 für alle ß e M[0,1]; vgl. 
Theorem II.2.5. Ist ß = S, ein Diracmaß, so zeigt das die punktweise Konvergenz. 

(ii) ^ (i): Das folgt unmittelbar aus dem Rieszschen Darstellungssatz II.2.5 und dem 
Lebesgueschen Konvergenzsatz A.3.2. □ 

Im nächsten Satz wird eine Form der „schwachen Kompaktheit“ bewiesen. (Zur Er¬ 
innerung: Genau in endlichdimensionalen Räumen ist die abgeschlossene Einheitskugel 
kompakt; Satz 1.2.8.) 

Theorem III.3.7 In einem reflexiven Raum X besitzt jede beschränkte Folge eine schwach 
konvergente Teilfolge. 

Beweis. Wir nehmen zunächst zusätzlich an, dass Z separabel ist; nach Korollar III.3.5 ist 
dann auch Z' separabel, etwa Z' = {Vj,Xj,...}. Sei nun (x„) eine beschränkte Folge in Z. 
Mit Hilfe des Diagonalfolgentricks (siehe den Beweis des Satzes von Arzelä-Ascoli II. 3.4) 
findet man eine Teilfolge, genannt (y„), so dass (xJ(j’„))„gN für alle i konvergiert. Als 
nächstes wird gezeigt, dass (x'(j„))„gN für alle V e Z' konvergiert. 
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Sei E > Oundx' e X'. Wähle i e N mit ||xl-x'|| < e. Es folgt (mitM := sup^ lk«||) 

W(yn)-x!{ym)\ < 2M||a:.-x'|| + Wiiyn) - x'i{ym)\ < (2M+ l)e 

für hinreichend große m und n. Daher ist (x'()'„))„gN eine Cauchyfolge und ergo konver¬ 
gent. 

Es ist noch nicht gezeigt, dass (y„) schwach konvergiert; es muss noch der Grenzwert 
angegeben werden. Betrachte dazu die Abbildung 

l\ x' (-)• lim x'(y„) 


auf X', die nach dem ersten Beweisschritt wohldefmiert und linear ist. Wegen (M wie oben) 
|£(x')| = lim x'iyn) = lim |x'(y„)| < ||x'||M 


liegt l in X". Da X reflexiv ist, existiert x e X mit l = ;(x), also tatsächlich 

.r'(x) = lim x'ijn) Vx' e X', 

>oo 


und (y„) konvergiert schwach gegen x. 

Im Fall eines beliebigen reflexiven Raumes betrachte wieder eine beschränkte Folge 
(x„) und Y := lin{xi,X 2 ,...}. Dann ist Y separabel (Lemma 1.2.10) und reflexiv 
(Satz III.3. 4). Nach dem soeben Bewiesenen existieren eine Teilfolge (j„) und y & Y mit 
lim„^oo y'iyn) = y'(y) für alle y' e Y'. Sei x' e X'. Dann ist x'|y e Y' und deshalb auch 
lim„^oo x'iyn) = xi(y). Das zeigt, dass (y„) schwach gegen y konvergiert. □ 


Wir haben bereits bemerkt, dass für die Einheitsvektoren in e„ 0 gilt. Die e„ 
liegen in der abgeschlossenen Einheitssphäre 3(2, der schwache Limes jedoch nicht! Ab¬ 
geschlossene Mengen brauchen also nicht „schwach abgeschlossen“ zu sein. Für konvexe 
Mengen gilt jedoch der folgende Satz. 

Satz III.3.8 Sei X ein normierter Raum und V (Z X eine abgeschlossene konvexe 
Teilmenge. Ist dann (x„) eine schwach konvergente Folge in V mit x„ x, so gilt x G E. 

Beweis. Wäre x ^ E, so könnte x nach dem Satz von Hahn-Banach (Theorem II1.2.5) strikt 
von E getrennt werden. Es existierten also x' G Z' und e > 0 mit 

Rex'(x) < Rex'(x) H-e < infRex'(v). 

vev 


Speziell wäre Rex'(x„ - x) > e für alle n, im Widerspruch zu E(x) = lim„^oo E(x„). □ 
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Korollar IIL3.9 GiltXn A x, so existiert eine Folge von Konvexkombinationen 



i=n 


mit ||y„ -x|| 0. 

Beweis. Wende SatzIII.3.8 auf V = V,, = cö{x„,x„+i,... ) an: Es ist x als schwacher 
Grenzwert von (x„,x„+i,...) nach SatzIII.3.8 in E«; also existiert ein Element yn von der 


□ 


gewünschten Form mit ||y«-x|| < l/n. 


Die Untersuchung der schwachen Konvergenz (sowie allgemeiner der schwachen 
Topologien) wird in Kap. VIII fortgesetzt. 


III.4 Adjungierte Operatoren 

Ähnlich wie einem normierten Raum mit dem Dualraum kanonisch ein zweiter normierter 
Raum zugeordnet wird, soll nun zu einem stetigen linearen Operator ein weiterer Operator 
assoziiert werden. 

► Definition III.4.1 Seien X und Y normierte Räume und T e L{X, Y). Der adjungierte 
Operator T' : Y' ^ X! ist durch {Ty ){x) = /(Tx) definiert. 

Man bestätigt unmittelbar, dass wirklich Ty' e X' gilt und dass T e L(Y',X') ist. 


Beispiele 


(a) Sei l < p < oo und X=Y = V. Betrachte den Shiftoperator (genauer Linksshift) 


T-. (ii,i2, ■ ■ ■) 1-^ ■ ■)■ 


Was ist r'? Wir identifizierenZ' und Y' mit gemäß Satz II.2.3, so dass T ein Operator 
auf l‘‘ ist. Mit der Identifizierung / = (f„) e nämlich }’'((3'„)) = Ä„f„, können wir 

nun schreiben: 


OO 


OO 



mit ~t„ = t„^i für n > 2. Daher ist T der Rechtsshift 


T'\ (ti,t2, ■ ■(0, tl, ^2, ■ • ■)■ 


Beachte im Fall p = 2, dass TT' = Id, aber T'T ^ Id. 
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(b) Sei 1 < p < oo und Z = y = LP[Q, 1], Zu A e L“[0, 1] betrachten wir den Multi¬ 
plikationsoperator/ hf auf LF{0, 1] und bezeichnen ihn, um die Abhängigkeit von 
p zu betonen, mit T(p)- Wieder identifizieren wir X' mit dem Funktionenraum U[0, 1], 
i i = 1, (Satz 11.2.4). Dann gilt = T(qy, in der Tat ist 

iTLg)(f)= [ {T^yf)it)g{t)dt = f f{t)g{t)h(t)dt 
Jo Jo 

= [ f(mq-,g){t)dt = {T^q)g)(f) 

Jo 

mrf e LP[0,llg e 1^0,11 

(c) Betrachte den Integraloperator T mit L^-Kern k auf L^[0,1]: 

(Tf)(s)= [ k(s,t)f(t)dt (fast überall). 

Jo 

Wie unter (b) sieht man, dass V ein Integraloperator mit dem Kern t) = k{t, s) ist. 

(d) Zu einem normierten Raum X betrachte die kanonische Einbettung i. X X". 
Was ist i'l Nach Definition gilt 

i': X'" X', (('(x"'))(x) = x"'(i(x)), 

d. h., i' ist die Einschränkungsabbildung x"' \-^ x"'\i(x)- 

In der amerikanischen Literatur ist die Bezeichnung T* statt T' vorherrschend; wir werden 
jedoch mit T* den in Kap. V zu diskutierenden Hilbertraum-Adjungierten bezeichnen. 

Satz III.4.2 

(a) Die Abbildung T V von L{X, Y) nach L(Y',X') ist linear und isometrisch, d. h. 
Iiril = IIT'II- Sie ist im Allgemeinen nicht surjektiv. 

(b) (ST)' = rs'für T e L(X, Y), S e L(Y,Z). 

Beweis, (a) Die Linearität ist klar, und aus der Definition ergibt sich sofort 

ii7'yii = iiyorii <11/11IITU, 

also lir'll < ||r||. Die Gleichheit ergibt sich aus dem Satz von Hahn-Banach: 

||r|| = sup ||rv|| = sup sup |/(7v)| (KorollarIII. 1.7) 

lbll<i lbll<i ILv'll<i 

= sup sup |y(7v)| 
iiyii<i iiaii<i 

= sup iiryii = lir'll. 
iiyii<i 
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Ein Gegenbeispiel zur Surjektivität folgt im Anschluss an LemmaIII.4.3. 

(b) Nachrechnen! □ 

Lemma III.4.3 Für T e L(X, Y) gilt 

T" o ix = iy ° T. 


Beweis. Einfaches Nachrechnen: 

[r (ixW)](y') = {ixix)){T'y') = {T'y'){x) = y'(Tx) = [iY(Tx)](y'). □ 


Lasst man also X (bzw. Y) als Unterraum von X" (bzw. Y") auf, so ist T" eine 
Fortsetzung von T e L{X, Y), allerdings mit Werten in dem größeren Raum Y". 


X 


T 


Y 


ix 

X" 


iy 


T 


n 


Y" 


Des weiteren ergibt sich (unter Beibehaltung der Identifizierung X C X", Y C Y")'. 


• S E L(Y',X') ist genau dann ein adjungierter Operator, wenn y(2f) C Y gilt. 


Mit dieser Beobachtung lässt sich leicht ein Gegenbeispiel zur Surjektivität in 
Satzlll.4.2(a) finden. Sei A = F = cq, also (SatzII.2.3) X' = Y' = X" = Y" = f“, 
und sei S e L(£*) durch {t„) t„, 0,0,...) definiert. Man bestätigt für (m„) e f“, 

dass 




Also gilt S'(co) Co, und S kann kein adjungierter Operator sein. 

Satz III.4.4 (Satz von Schauder) 

Seien X und Y Banachräume und T: X ^ Y ein stetiger linearer Operator. Dann ist T 
genau dann kompakt, wenn T kompakt ist. 

Beweis. Sei T kompakt und (y'^) eine beschränkte Folge in Y'. Dann ist K := Tißx) C Y 
ein kompakter metrischer Raum. Die Folge ifn),fn '■= y'n\K ^ C{K), ist beschränkt und 
gleichgradig stetig; letzteres folgt aus 

[/iiCyi)-/«tV2)l < sup lly^ll llyi -3;2||- 

k 
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Nach dem Satz von Arzelä-Ascoli (SatzII.3.4) existiert eine gleichmäßig konvergente 
Teilfolge (/„J. Es folgt 

\\T'yn,-T'y'^,\\ = sup \y'^^{Tx)-y'„^{Tx)\ = -/„Jool 

xeBx 

die letzte Gleichheit gilt, weil T(Bx) dicht in K liegt. Also konvergiert im Ba- 

nachraum X', und V ist kompakt. 

Ist T kompakt, so ist nach dem ersten Beweisteil auch T" kompakt, also auch V'ix- 
Aber nach LemmaIII.4.3 gilt T"ix = ijT, daher ist der Operator iyT: X —>■ Y" kompakt. 
Da Y in Y" abgeschlossen ist, ist auch T kompakt. □ 


Wir verwenden nun adjungierte Operatoren, um die Lösbarkeit von Operatorglei¬ 
chungen zu diskutieren. Für einen Operator T.X ^ Y bezeichnen wir mit ker T .= {x &X: 
Tx = 0} seinen Kern und mit ran T := {Tx: x e X] sein Bild. Die Annihilatoren und 
V± sind in (III. 4) und (III. 5) eingeführt worden. 

Für lineares T sind ker T und ran T stets Untervektorräume; für stetiges T ist ker T = 
r *({0}) stets abgeschlossen. Hingegen braucht ranT nicht abgeschlossen zu sein; be¬ 
trachte zum Beispiel die identische Abbildung von C[0,1] nach L*[0,1]. Es gilt jedoch 
folgender Satz. 

Satz III.4.5 ran T = (ker T'jx. 

Beweis, „c“: Sei y = Tx e ran T. Ist / e ker T, so folgt 

y'(y)=y'(Tx) = (ry)(x) = 0 


wegen T'y = 0. Daher ist ran T C (ker T'jx. Da (ker T'jx abgeschlossen ist, gilt „c“. 

„D”: Setze U ;= ranT; dies ist ein abgeschlossener Unterraum von Y. Sei y ^ U\ 
wir werden dann y ^ (ker T')± zeigen. Nach dem Satz von Hahn-Banach (genauer Korol¬ 
lar III.1.8) existiert y e Y' mit y | j/ = 0 und y(j) ^ 0. Insbesondere ist y'(Tx) = 0 für alle 
X G A, d. h. y e ker T' . Daher ist ^ (ker T'jx , da ja sonst ^'(j) = 0 gelten müsste. □ 

Korollar III.4.6 Sei T: X ^ Y ein stetiger Operator mit abgeschlossenem Bild. Dann ist 
die Operatorgleichung Tx = y genau dann lösbar, wenn die Implikation 

ry' = 0 ^ y'(y) = 0 


gilt. 

In Kap. VI wird gezeigt, dass Operatoren der Gestalt T = Id - S mit S G K{X) ein 
abgeschlossenes Bild haben (Satz VI. 2.1). 

Der Vorzug des Korollars III.4.6 besteht darin, dass die Existenz einer Lösung durch 
eine Bedingung an den Kern von V garantiert wird; und der Kern eines Operators ist 
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häufig relativ leicht zu bestimmen. Insbesondere ist die obige Implikation stets erfüllt, 
wenn V injektiv ist. 


III.5 Differentiation nichtlinearer Abbildungen 

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Abstecher in die nichtlineare Funktionalanalysis unter¬ 
nommen werden. Zuerst beschäftigen wir uns mit dem Begriff der Ableitung. Wir werden 
im Folgenden nur reelle Vektorräume betrachten, und h steht für eine (hinreichend kleine) 
reelle Zahl. 

► Definition III.5.1 Seien A und Y normierte Räume, U C X offen und/: U Y eine 
Abbildung. 

(a) / heißt Gäteaux-dijferenzierbar bei xq e U, falls ein stetiger linearer Operator T e 
L(X, Y) mit 


lim 


f(xo + hv) -f(xQ) 
h 


= Tv 


Vv e A 


(III. 10) 


existiert. (Es ist klar, dass/(xo -i- hv) für betragsmäßig hinreichend kleine h eM. erklärt 
ist, nämlich für \h\ < a/HvH, falls {x: ||x-xo|| < a) C U.) 

(b) / heißt Frechet-differenzierbar bei xq e U, falls die Konvergenz in (111.10) gleichmä¬ 
ßig bezüglich v e Bx ist. 

(c) / heißt Gäteaux- bzw. Frechet-differenzierbar auf U, falls / an jeder Stelle xo e U 
Gäteaux- bzw. Frechet-differenzierbar ist. Der Grenzwert in (III. 10) hängt dann von 
Xo ab; wir schreiben Dfixo) statt T. Df heißt die Gäteaux- bzw. Frechet-Ableitung 
von/. 


Beachte: Die Ableitung von / an einer Stelle ist ein linearer Operator, die Ableitung 
von/ als Funktion ist eine operatorwertige Abbildung Df : U L(A, Y). 

Die Frechet-Ableitung reflektiert die Idee der linearen Approximation, wie das nächste 
Lemma zeigt. 


Lemma IIL5.2 Mit den Bezeichnungen von Definition ist eine Abbildung f: U —» 

Y genau dann Frechet-differenzierbar bei xo e U, falls ein stetiger linearer Operator 
T e L(A, Y) mit 


/(xo -I- u) =/(xo) + Tu + r(u), wo 


lim 

IIhIMO 



= 0 , 


(III. 11) 


existiert. In diesem Fall ist Dfixf) = T. 
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Ausführlich lautet die Grenzwertbeziehung in (III. 11) 

Ve > 0 3(5 > 0 ||m|| < S ^ IIKm)!! < e||M||- 

Beweis. Gelte gleichmäßige Konvergenz in (III. 10). Setze dann r{u) =/(xo + m)-/(xo)-7m; 
mit V = m/||m|| und ||m|| —>• 0 folgt 

r(u) _ fjxQ + u) -fjxo) _ _ f(^o + II “11^) -/fa) 

||m|| ||m|| I|m|I 

Gelte umgekehrt (III. 1 1). Für v e Bx und h 0 hat man dann 


/(xo H-Äv)-/(xo) ^ 


/(xo + hv) -/(xo) - T(hv) 

h 

Ikii 

h\\v\\ 


lk(^v)ll 

\\hv\\ 


und zwar gleichmäßig in v e 


□ 


In Worten ist die Aussage von (III.11), dass man /(xq + u) durch /(xq) + Df(xo){u) 
mit einem Fehler < e||M|| approximieren kann, wenn nur ||m|| < 5 ist. Sind X und 
Y endlichdimensional, ist die Frechet-Differenzierbarkeit also nichts anderes als die to¬ 
tale Differenzierbarkeit, während die Gäteaux-Differenzierbarkeit mit der Existenz der 
Richtungsableitungen verwandt ist. (Manche Autoren verlangen nicht die Linearität der 
Gäteaux-Ableitung.) Wie im Endlichdimensionalen impliziert die Erechet-Differenzier- 
barkeit die Stetigkeit, die Gäteaux-Differenzierbarkeit jedoch nicht (Beispiel?). 


Beispiele 

(a) Ist/ konstant, so ist klar, dass/ Erechet-differenzierbar mit Ableitung Df{xo) = 0 
für alle xq ist. 


(b) Ist/: Z —)• F eine lineare Abbildung, so ist/ genau dann Gäteaux-differenzierbar, 
wenn/ stetig ist, da ja für lineares/ 


/(XQ -H hv) -/(xq) 
h 


=f(y). 


In diesem Eall ist/ auch Erechet-differenzierbar mit Df(xo) = f für alle xq; Df ist also 
eine konstante operatorwertige Abbildung. 


(c) Sei/: C[0,1] —>• C[0,1] durch/(x) = x^ definiert. Dann ist 
/(xo -I- hv) -/(xq) x^ + 2hxov + lfv^ - x^ 


° - 2xov + hv^. 
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Es folgt, dass der Grenzwert für /z ^ 0 gleichmäßig in v e ßc[ 0 ,i] existiert, und zwar 
ist 


lim 

h^O 


f(xo + hv) -fjxp) 
h 


= 2xov =: MitoV. 


/ ist daher Frechet-differenzierhar mit Ableitung Df(xo) = M 2 xq = Multiplikations¬ 
operator mit 2xq. 


(d) Die gleiche Rechnung funktioniert für den Quadratoperator/: I? L},f{x) = 
x^\f ist wohldefmiert. Auch hier ist Df(xo) = aber der Multiplikationsoperator 
wird diesmal als Operator von L? nach L' aufgefasst. 


(e) Sei/: LP(fx) -» R durch/(x) = \x(t)\P dß{t) definiert. Wir untersuchen die 

Differenzierbarkeit dieses nichtlinearen Funktionais im Fall l < p < oo und setzen 
wie üblich l/p+l/q = 1. Sei xq e L'’(ß) fest. Zu v € LPiß) assoziiere die Hilfsfunktion 
(p(h) =/(xo -I- hv)-, wir zeigen, dass (p differenzierbar ist. Differenziert man formal unter 
dem Integral, erhält man 

f + hv(t)\‘’ dix{t) 
an Jn 

f + dß{t) 

Ja dh 

= / p|xo (0 + hv{t)\P^^ sgn(xo(t) + hv{t))v{t)dßit)- 
Ja 

beachte, dass für p > l die reelle Funktion j differenzierbar ist mit der 

Ableitung s h» sgn(j). Wenn man (*) legitimieren kann, folgt die Gäteaux-Dif- 

ferenzierbarkeit von/ mit 

Df{xo)(v) = (p'iO) = p f |xo(r)r'sgn(xo(r))v(/t//x(f); 

Ja 

Dfixo) ist also das durch p|xo|^“* sgn(xo) e = {LPipi))' dargestellte lineare 

Funktional. 

Zur Begründung von (*) verwenden wir Korollar A.3. 3; für \h\ < 1 hat man nämlich 
die Abschätzung 


d 

dh 


\xo(t) + hvit)\P 


= p\xoit) + hvit)f V( 0 I < p(.\xo(t)\ + IviDlf '|v(r)|; 


und das ist nach der Hölderschen Ungleichung eine L'-Funktion, denn w := |xo| -i- |v| e 
LP{pL) impliziert wegen (p - 1)17 = p, dass G 

f ist sogar Frechet-differenzierhar. Dazu sei (v„) eine Folge in der Einheitskugel von 
LP{pL) und hn 0 , dann ist 


/ 

Jq 


kQ(0 + /^«Vn(0r-|xo(0|^ 

hfl 


-plxoit)^ ^ sgn(xo(t))v „(0 ) dß(t) 0 
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zu zeigen. Stellt man den Bruch an jeder Stelle t mit Hilfe des Mittelwertsatzes dar, 
lautet die Aufgabe, 


P j (|jco(0 + ' sgn(A:o(f) + ün(t)h„v„it))- 

|xo(f)l^' sgnixo{t))^v„{t)dfi{t) 0 

zu beweisen, wo 0 < < 1. Nach der Hölderschen Ungleichung kann dieser 

Ausdruck nach oben durch 

p\\ |a:o + sgn(xo + h„ü„v„) - \xq\‘’^^ sgn(xo)||,||v„||p 

abgeschätzt werden; beachte, dass ü aufgrund seiner Konstruktion messbar ist. 
Schreibe nun = xq + hn&nVn und <l)(x) = [xf^^ sgn(x) für x e LP(ii). Es gilt 
dann x„ —>■ xq in der Norm von LP{pi), und es muss <l>(x„) —)► <t>(xo) in der Norm 
von Lß{pi) geschlossen werden. Eine Teilfolge konvergiert fast überall gegen xo 
(vgl. z. B. Rudin [1986], Theorem 3.12); es folgt tt>(xo) fast überall sowie 

Ikollp = IIund die Integrationstheorie lehrt, dass dann 
II ^(xni^) - 't>(xo)||^ 0 (siehe Rudin [1986], S. 73). Daraus ergibt sich die gewünschte 

Konvergenz, und die Frechet-Differenzierbarkeit von / ist gezeigt. 

(f) Wir untersuchen die kanonische Norm des Folgenraums auf Differenzierbar¬ 
keit, betrachten also/(xo) = ||xo||i = 1‘^nl -*^0 = (•?«) e f'. Sei ek der k-te 

Einheitsvektor in f'. Die Frage, ob der Grenzwert in (III. 10) für v = Ck existiert, läuft 
dann darauf hinaus. 


f(xo + hek)-f(xo) \sk + h\-\sk\ 

hm-= hm- 

h^O h h^O h 

zu bestimmen; und man erkennt, dass der Grenzwert genau dann existiert, wenn i/t / 0 
ist, und dann beträgt er sgnj/t. Daraus folgt als notwendige Bedingung für die Diffe¬ 
renzierbarkeit der Norm bei xq = (i„), dass alle s„ / 0 sind. Diese Bedingung ist 
auch hinreichend für die Gäteaux-Differenzierbarkeit; als Kandidat für die Ableitung 
kommt nach unseren Vorüberlegungen nämlich nur das durch (sgni„) e = (f')' 
dargestellte lineare Funktional l in Frage, und in der Tat gilt für jedes v = (f„) e 



\Sfi + htfi\ I I 

h 


oo 

Hv) = '^(sgn s„)t„. 

n=l 


Zunächst hat man nämlich für jedes n die Abschätzung 


\s„+ht„\- |i„| -h{sgnsn)t„ 


|1 + htfij Sfi\ 1 htfi/Sn 

h 


h/\Sn 1 


< 2|f„|, 
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da 11 + x| - (1 + jc) = 0 für x > -l und = -2 - 2x für ;t: < -1. Wählt man nun zu e > 0 
eine natürliche Zahl N so, dass \ tn\ < s ausfällt, erhält man 


E 


\Sn htfil l^nl 

h 


N oo 

<Ei---i+ E 

n=l n=N+l 


und die erste, endliche Summe strebt mit h ^ 0 gegen 0, da alle Sn ^ 0 sind, 
wohingegen die zweite Summe unabhängig von h durch 2s majorisiert wird. 

Andererseits ist die f^-Norm nach LemmaIII.5.2 an keiner Stelle Frechet-differen- 
zierbar, da für xq = (s„) und vi^ = 

lko + VA:lll-|kolll-f(V|l:) _ j 
Iktlll 

Es ist häufig wichtig zu wissen, ob die Norm eines normierten Raums differenzierbar 
ist. Dies kann folgendermaßen geometrisch charakterisiert werden. 


Satz III.5.3 Die Normfunktion f: x ||x|| auf einem normierten Raum X ist bei xq mit 
||xo|| = 1 genau dann Gäteaux-differenzierbar, wenn es genau ein stetiges lineares Funk¬ 
tional Xq G X' mit ||xq II = Xq(xo) = 1 gibt; in diesem Fall ist Dfixf) = x^. Die Normfunktion 
ist bei xo genau dann Frechet-differenzierbar, wenn das obige Xq zusätzlich die Eigenschaft 

x' e X', ||x;i| < 1, x;(xo) ^ 1 ^ K-A\\ -y 0 (III.12) 


besitzt. 

Beweis. Sei zunächst/ bei xq Gäteaux-differenzierbar mit Ableitung Xq G X ' . Aus (III. 10) 
ergibt sich dann sofort x'qCxq) = 1 und || -^oll < 1 wegen der umgekehrten Dreiecksunglei¬ 
chung, also sogar llxf)!! = 1. Sei x^j ein weiteres Funktional mit diesen Eigenschaften. Für 

V G Z und h > 0 gilt dann 

x;)(xoH-/!v)h-x'j(xo-/!v)-2 

- — r'-- - — 

n 

^ ||xo + hv\\ - 1 ||xo -hv\\-\ 

~ h h ’ 

was mit h ^ 0 gegen Xq(v) x'g(-v) = 0 konvergiert. Daher ist Xq(v) - ffv) < 0 für alle 

V G Z und deshalb (ersetze v durch -v) Xq = x'^. 

Ist / bei Xo Frechet-differenzierbar und ist (x„) eine Folge wie in (III. 12), gilt nach 
LemmaIII.5.2 


^('^) - 4(1') = 4(-*0 H- V) H- X^(xo - V) - 1 - x;,(xo) 

< ||xo -I-v|| - lixoll + ||xo-v|| - lixoll -H 1 -x;,(xo) 
= x^iy) + riy) + x'^i-v) + r{-v) + 1 - x^(xo) 

= r(v) H- r(-v) H- 1 -x'„(xo). 
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Mit ||r('')ll/l|t'|| 0 erhält man zu e > 0 ein ^ > 0, so dass 

lk(v)|| < e||v|| V||v|| < 5. 

Wählt man «o so, dass 

l-x^(xo)<^e Vn > « 0 , 

so folgt für diese n und alle || v|| = & 

Aiv)-x'„iy) < 3(5e 


und deshalb 


11^« --^11 = 7 sup {x'q{&v) - x'„{&v)) < 3e Vn > «o- 

Ö ||v||=l 


Wir beweisen jetzt die Umkehrungen. Sei ||xo|| = 1. Als erstes beobachten wir, dass für 
jedes V e X die einseitigen Grenzwerte 


+ , , \\xQ + hv\\-\ 

p (v) = hm - - - 

Ä^o+ h 

\\xo + hv\\-l 

P (v) = lim - - - 

h-^Qr n 


existieren. Die auf ]R\ {0} erklärte Funktion (p: h\-^ (||xo + /tv|| -l)//t ist nämlich monoton 
wachsend: Für 0 < hi < h 2 zeigt eine Anwendung der Dreiecksungleichung, dass 


\\xo + hiv\\ 


1 = 

hl 

— {XQ + h2V) + 
hl 

(i-^^ 
V hl' 

Uo 

1 

h\ 

h\ \ 


< — \\xo + h 2 v\\ + 1 
«7 

1 - — 
hl) 

-1 


= h 


\\xo + h2V\\ - 1 
hl 


weswegen q) auf (0, oo) monoton wächst. Analog sieht man die Monotonie auf (-oo, 0), 
und schließlich gilt q{-h) < q(h) für positive h, denn diese Ungleichung ist zu 2 < ||xo + 
hv\\ + ||xo - hv\\ äquivalent, was nach der Dreiecksungleichung richtig ist. Damit ist die 
Existenz der obigen Grenzwerte gezeigt, und außerdem sieht man, dass 


P (v) < p*(v) Vv e X. 


Ferner ergibt sich - wieder aus der Dreiecksungleichung -, dass p^ sublinear ist; beachte 
noch p'^iv) = -/t (-v) nach Definition dieser Größen. 
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Um die Gäteaux-Differenzierbarkeit der Norm bei xq zu beweisen, muss man nur = 
p'^ zeigen. Sei dazu vo e X fest gewählt. Für p~(vo) < a < p^ivo) definiert Xvq Xa ein 
lineares Funktional l auf lin{vo}, das dort von p^ majorisiert wird; beachte 

^(-vo) =-a < -p~(vo) = p^(-vo). 

Mit dem Satz von Hahn-Banach (Satz III. 1.2) existiert ein lineares Funktional x' < p*, das 
i fortsetzt. Dieses ist stetig mit Norm < 1, da nach der umgekehrten Dreiecksungleichung 

^iv) < < |/t'^(v)| < ||v|| Vv e X. 


Schließlich ist 


-x'(xo) = x'(-xo) < p'^{-xq) = -1, 


so dass sich aus ||x'|| < 1 auch x'(xo) = 1 ergibt. Wenn es nur ein Funktional mit diesen 
Eigenschaften gibt, muss notwendig p^ivo) = a = p^{vo) gewesen sein; da vo beliebig war, 
ist p^ = p^ und damit die Gäteaux-Differenzierbarkeit bei xq gezeigt. 

Wir kommen zum Schluss zur Frechet-Differenzierbarkeit unter der Bedingung (III. 12). 
Sei (v„) eine Nullfolge; es ist nach LemmaIII.5.2 

Iko + V«ll - 1 -^fpiVn) Q 

llt'nll 

ZU zeigen. Da Xq{xq) = 1 = ||x()||, ist der Ausdruck > 0. Wähle gemäß KorollarIII. 1.6 
Funktionale x^ e ßy mit x^(xo -i- v„) = ||xo -i- v„ ||. Da dann wegen v„ ^ 0 

x^(xo) = x^(xo -I- v„) -x^(v„) = ||xo H- v„|| -x^(v„) ^ 1, 


folgt nach Voraussetzung (III. 12) ||x^ - -«oll —^ 0 und deshalb 

ll■«o + v„||-l-Vo(v„) 


0 < 


(-«« --«oXf«) +x'„(xo)- 1 




was zu beweisen war. □ 

In Abb. III.3 sind die Einheitskugeln zweier Normen sowie einige „Stützhyperebenen“ 
{x: x^(x) = 1 = ||x^||} skizziert; die linke Norm ist an jeder Stelle ^ 0 Gäteaux-diffe- 
renzierbar (eine solche Norm nennt man glatt), die rechte nicht, wie man aus Satz III.5.3 
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Abb. III.3 Glatte und nicht 
glatte Normen 




schließt; man kann regelrecht fühlen, dass sie nicht glatt ist. Zur Dualität von Konvexitäts¬ 
und Glattheitseigenschaften vgl. Aufgabe III.6.33. 


Beispiel 

(g) Die kanonische Norm von L^(/x) ist an jeder Stelle xq ^ 0 Frechet-differen- 
zierbar. Wegen der positiven Homogenität der Norm reicht es, den Fall ||xo ||2 = 1 zu 
betrachten. Nach Satz II.2.4 kann jedes Funktional durch ein normgleiches gemäß 
£yg(x) = f xyodß dargestellt werden. Das durch xq dargestellte Funktional hat dann 
die Eigenschaft txoixo) = 1 = IIGoII > und aus Aufgabe 1.4.13 folgt, dass es bzgl. dieser 
Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. Seien nun x„ e L^{ß) mit ||x „||2 < 1, G„Go) —^ 
1. Dann folgt 


(xl - 2x„xo +x^)d/x < 1 - 2£x„(xo) H-1 ^ 0. 

Nach Satz III.5.3 ist die L^-Norm an der Stelle xq Frechet-differenzierbar mit Ableitung 
p 

r-jTO- 

Wer sich mit dem abstrakten Begriff des Hilbertraums aus Kap. V bereits ver¬ 
traut gemacht hat, sollte mit allgemeinen Hilbertraummethoden beweisen, dass jede 
Hilbertraumnorm außer bei 0 Frechet-differenzierbar ist; vgl. Aufgabe V.6.29. 

Auch die Norm von LP{ß) ist im Fall 1 < p < oo an jeder von 0 verschiedenen 
Stelle Frechet-differenzierbar, siehe Aufgabe III.6.34. 

Als nächstes werden einige Sätze über differenzierbare Abbildungen zusammengestellt. 

Satz III.5.4 Seien X, Y, Z normierte Räume und U G X sowie V G Y offene Teilmen¬ 
gen. 

(a) Sind f,g: U ^ Y Gäteaux- bzw. Frechet-differenzierbar bei xq e U, so sind es auch 
f + g sowie kf (k G K) mit Ableitungen 



D(f + g)Go) = Df(xo) + Dgixo), D{kf)(xo) = k Df(xo). 
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(b) (Mittelwertsatz) 

Seif: U ^ Y Gäteaux-differenzierbar; das „Intervall“ I = [xo + ku: 0 < k < 1} liege 
in der offenen Menge U. Dann gilt 

\f{xo + u)-f(xo)\\ < sup||D/(§)|| ||m||. 
fe/ 

(c) Ist f: U ^ Y Gäteaux-differenzierbar und ist Df: U —>• L{X, Y) stetig, so ist 
f sogar Frechet-differenzierbar; man sagt, f sei stetig differenzierbar, und schreibt 
feC\U,Y). 

(d) (Kettenregel) 

Seien f: U ^ Y und g: V Z, wo f{U) C V, Frechet-differenzierbar bei xq e U 
bzw. f(xo) G V; dann ist g of Frechet-differenzierbar bei xo mit Ableitung 

D{g o/)(xo) = Dgifixf}) o DfixQ). 

(e) (Satz über implizite Funktionen) 

Es seien X, Y und Z vollständig und F: X®Y D U x V ^ Z stetig differenzierbar mit 
h'(xo,yo) = 0. Die Ableitung der Funktion y F(xo,y) bei yo sei ein Isomorphismus 
von Y aufZ. Dann existieren Umgebungen Uq von xq und Vo von yo, so dass für jedes 
X G C/o die Gleichung F(x, 3 ^) = 0 genau eine Lösung y =: f{x) G Vq besitzt, und die so 
definierte Funktion f: C/q —>• F ist stetig differenzierbar. 

Beweis, (a), (d) und (e) beweist man genauso wie im Endlichdimensionalen; im Satz 
über implizite Funktionen wird die Vollständigkeit benötigt, da man im Beweis den 
Banachschen Fixpunktsatz anwendet. 

(b) Wähle mit Korollar III. 1.6 ein lineares Funktional y' G By' mit y' (fixo + u) -/(xq)) = 
|[/'(xo + u) -/(xo)ll, und wende den klassischen Mittelwertsatz auf die Hilfsfunktion ip: 
[0,1] ^ K, q)fk) = f ( f{xQ + Xu) -/(xq)) mit der Ableitung q)'{X) = y '( Df{xQ + A.m)(m)) an. 
Das liefert sofort die gewünschte Abschätzung. 

(c) Seien xq e U und e > 0. Dann existiert ein S > 0 mit ||D/(xo H-y) -D/(xo)|| < s für 
||>'|| < S. Seien nun ||m|| < S und / G By so, dass 

y' {fixo + u) -fixo) - Dfixo)iu)) = |[/'(xo + m) -/(xo) - D/(xo)(m) ||. 

Wendet man den Mittelwertsatz auf die gleiche Hilfsfunktion wie unter (b) an, folgt für 
ein d G (0,1) 

|/(xo + u) -fixo) - Dfixo)iu) II = / (fixo + u) -fixo) - D/(xo)(m)) 

< liyil ||D/(xo+ !?«)(«)-D/(xo)(m)II 

< e||M||. 


LemmaIII.5.2 zeigt die Frechet-Differenzierbarkeit bei xo. 


□ 
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Mit der Kettenregel lässt sich die Frechet-Differenzierbarkeit der Norm von L^(ß) 
erneut begründen: Setze 

y]-^fydß, 

h: (0, oo) ^ M, z 1-^ 

Ist 0 ^ xq e so ist II . II2 = /t o g 0/ bei xo Frechet-differenzierbar mit Ableitung 


X [Dh(g(f(xo))) o Dgifixo)) o £)/(xo)] (x) 


1 


g(f{XQ)) 


■goM2xo W = 


/ xqx djx 

(fxldixY' 


benutze Beispiel (b) und (d) und die dortigen Bezeichnungen. 

Man kann auch höhere Ableitungen einführen. Ist/: X D U Y Frechet-differenzier¬ 
bar, so ist Df eine Funktion von U nach L(X, Y). Falls diese Frechet-differenzierbar ist, 
nennt man/ zweimal Frechet-differenzierbar; die zweite Ableitung ist eine Abbildung 

D^f: U L(X,L(X,Y)). 

Dieser monströse normierte Raum lässt sich als ein Raum bilinearer Abbildungen 
darstellen. Ist nämlich T e L(X, L(X, Y)), kann man eine Abbildung 

(pT- X X X ^ Y, (pTiXi,X2) = (7xi)(X2) 


assoziieren. Diese ist bilinear (also linear in x \, wenn man X 2 festhält, und umgekehrt) und 
beschränkt in dem Sinn, dass 


ll/rll := sup ||/7-(-ti,-t:2)ll < 00 

xi^2€Bx 

ist. Auf diese Weise wird der Raum LpfX, Y) der beschränkten bilinearen Abbildungen 
von X X X nach Y zu einem normierten Raum, der zu L{X, L(X, Y)) isometrisch iso¬ 
morph ist; denn offensichtlich ist II/ 7 -II = HrH, und eine gegebene beschränkte bilineare 
Abbildung / kann durch den gemäß ( 7 xi)(x 2 ) = (j)(xi,X 2 ) wohldefmierten Operator 
T e L(X, L(X, Y)) als (p = dargestellt werden. Mit dieser Identifikation operiert die 
zweite Ableitung als 

dY- U Lf^\X, Y). 

Induktiv können jetzt höhere Ableitungen als Abbildungen 

DJ: U J^HX, Y) = L(X,J"-‘\X, Y)) 
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definiert werden; D"f(xo) ist also eine n-fach multilineare Abbildung. Damit kann man 
den Satz von Taylor formulieren, der wie im Endlichdimensionalen auf den reellen Fall 
zurückgeführt werden kann; nur die Notation ist etwas komplizierter. 


Satz III.5.5 (Satz von Taylor) 

Seif: Xd t/ —>■ M (n + l)-mal Frechet-dijferenzierbar; es liege {xo + kv: 0 < k < 1} in 
der offenen Menge U. Dann existiert ein € (0,1) mit 


f(xo + v) =/(xo) + Df(xo)(v) + 

DJ(xo)^ 

+ -^—(v,. 


D^fixo) 


(v, v) + • • • 


^ D"+'/(xo + #v)^ 

.., v) +-(v,. 

(«+!)! 


. . , V, v). 


Das klassische Anwendungsfeld der Differentialrechnung ist das Lösen von Extrem¬ 
wertaufgaben. Das ist im unendlichdimensionalen Fall nicht anders; das Teilgebiet der 
Mathematik, das sich dem Studium von Extremalproblemen auf unendlichdimensionalen 
Räumen widmet, wird traditionell Variationsrechnung genannt. Ein fundamentales Pro¬ 
blem, das sich im Endlichdimensionalen nicht stellt, ist das der fehlenden Kompaktheit 
abgeschlossener beschränkter Mengen; daher ist die Existenz einer Lösung eines unend¬ 
lichdimensionalen Extremalprohlems eine wesentlich heiklere Sache. 

Als Beispiel betrachte das Problem, das Minimum des Funktionais 



{tx(t)f dt 


auf der Menge A = {x € C*[-l, 1]: x(-l) = -1, x(l) = 1} zu bestimmen; x bezeich¬ 
net die Ableitung dx/dt. Es ist klar, dass / durch 0 nach unten beschränkt ist, und mit 
Hilfe der Funktionen x^if) = arctan(r/e)/arctan(l/e) erkennt man infxg^/(x) = 0. Da 
fix) = 0 nur für konstante Funktionen gilt und diese in A nicht zugelassen sind, hat das 
Minimumproblem keine Lösung. 

Es ist jedoch leicht, eine notwendige Bedingung für das Vorliegen eines Extremums 
aufzustellen. 


Satz III.5.6 Ist U G X offen, /: f/ —>■ K Gäteaux-differenzierbar und besitzt f bei xo e f/ 
ein lokales Extremum, so gilt notwendig Dfixf) = 0. 

Beweis. Sei v e A. Auf einem hinreichend kleinen Intervall (-a, a) ist die Hilfsfunktion 
(p{h) = /(xo -I- hv) definiert und differenzierbar. Sie besitzt nach Voraussetzung bei h = Q 
ein lokales Extremum, also folgt tp'iQ) = 0, was D/(xo)(v) = 0 impliziert. Da v beliebig 
war, folgt die Behauptung. □ 

In der klassischen Variationsrechnung studiert man die notwendige Bedingung Df(xo) = 
0, die in vielen Anwendungen in eine Differentialgleichung transformiert werden kann. 
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die Euler-Gleichung oder Euler-Lagrange-Gleichung des Problems genannt wird. Dazu 
ein einfaches Beispiel. 

Was ist die kürzeste Verbindung zwischen den Punkten mit den Koordinaten (0,0) und 
(1,0) in der Ebene? Die Antwort lautet natürlich: die Gerade. Um dieses Problem mit Hilfe 
von Satz III.5.6 anzugehen, definieren wir das Funktional 

/(x) = f V1 + x(t)^ dt 

Jo 

auf dem Banachraum Cq[0, 1] = {x € C'[0,1]: x(0) = x(l) = 0}; dieses Integral gibt 
bekanntlich die Bogenlänge der Kurve {(f,x(f)): 0 < r < 1} an. Notwendig für eine 
Minimalstelle ist D/(xo) = 0, das heißt hier (verwende Beispiel (c) und die Kettenregel) 

xo(t)v(t) . 

Falls xo sogar zweimal stetig differenzierbar ist, kann man partiell integrieren und erhält, 
da die Randterme verschwinden, 

xo(t) , 

Nun gilt für stetige Funktionen w 

w(t)v(t) c/f = 0 Vv e C^[0,1] ^ H- = 0 

(Beweis?); diese obwohl einfache, doch äußerst nützliche Aussage wird Fundamen¬ 
tallemma der Variationsrechnung genannt. Hier ergibt sich als Euler-Gleichung des 
Variationsproblems deshalb xq = 0. Mit anderen Worten: Die einzigen zweimal stetig diffe¬ 
renzierbaren Kandidaten für unser Minimalproblem sind die Geraden. In diesem speziellen 
Beispiel ist die notwendige Bedingung auch hinreichend. Über allgemeine hinreichende 
Bedingungen für Extrema kann man z.B. in den Monographien von Troutman [1996], 
Buttazzo/Giaquinta/Hildebrandt [1998] und lost/Li-Jost [1999] nachlesen; vgl. jedoch 
Aufgabe II1.6.37. 

Für Extremalprobleme, die mit mehrdimensionalen Integralen Zusammenhängen, führt 
der Weg über die Euler-Gleichung auf partielle Differentialgleichungen. Insbesondere hier 
ist ein anderer Zugang, die sog. direkte Methode der Variationsrechnung, nützlich. Die 
Idee, eine Minimalstelle für ein Funktional/ zu finden, ist einfach: Wähle eine Folge (x„) 
mit/(x„) ^ inf/. Unter geeigneten Voraussetzungen existiert eine Teilfolge (x„j), die in 
einem adäquaten Sinn gegen einen Punkt xq konvergiert. Wenn auch (f(x„)) gegen /(xq) 
konvergiert, hat man die Existenz einer Minimalstelle bewiesen. 

Um die Funktionale, für die dieses Programm funktioniert, zu beschreiben, führen wir 
einige Begriffe ein. 
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► Definition III.5.7 Sei/: X ^ R ein Funktional auf einem normierten Raum X. 

(a) / heißt [schwach] halbstetig von unten, falls stets 


Xn ^ X [schwach], f{x„) <c ^ fix) < c. 

(b) / heißt koerzitiv, falls 


fiXn) 


oo. 


(c) / heißt konvex, falls 

f{'kx + (1 -'k)y) < ’kfix) + (1 -k)f(y) yx,y G X, 0 < k < 1. 

Die so definierte Halbstetigkeit müsste eigentlich „Folgenhalbstetigkeif“ genannt wer¬ 
den; im Fall der Normkonvergenz ist sie zur topologischen Definition aus LemmaB.2.5 
äquivalent. 

Manchmal ist es sinnvoll, diese Definitionen auf Funktionale mit Werten in K U {oo} 
auszudehnen; die folgenden Resultate gelten dann entsprechend. 

Satz III.5.8 Sei X ein reflexiver Banachraum, und seif: —>• K schwach halbstetig von 

unten und koerzitiv. Dann existiert eine Stelle xq mitf(xo) = inf^gx/W. 

Beweis. Sei m = mij^f^xfix), der Fall m = -oo ist an dieser Stelle (noch) nicht ausgeschlos¬ 
sen. Wähle eine Folge {xn) in X mit/(v„) m. Da/ koerzitiv ist, ist (x„) beschränkt, und 
da X reflexiv ist, besitzt (x„) nach TheoremIII.3.7 eine schwach konvergente Teilfolge, 
etwa xo schwach. 

Wir zeigen jetzt/(xo) = mi> -oo). Sei c > m. Dann existiert ein ko G N mit/(x„^) < c 
für k > kg. Da / schwach halbstetig von unten ist, folgt auch/(xo) ^ c. Weil c > m 
beliebig war, muss m < fixfl < m sein. □ 

Das nächste Lemma liefert ein hinreichendes Kriterium für die schwache Halbstetigkeit 
von unten. 

Lemma III.5.9 Ist X ein normierter Raum und f: X ^ M. konvex und stetig oder bloß 
halbstetig von unten, so istf schwach halbstetig von unten. 

Beweis. Die Voraussetzung impliziert, dass für jedes c die Menge [x: fix) < c] konvex 
und abgeschlossen ist. Die Behauptung folgt dann sofort aus Satz IIL3.8. □ 
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Beispiel 

Sei F: ^ R stetig. Es mögen a e ^ e R und p > 1 mit F(t, u) > a{t) + b\u\<’ 

existieren. Dann definiert 

f{x)= f F{t,x{t))dt 

■/r 

ein Funktional auf LPiM.) mit Werten in R U {oo } , da 

f(x)> f a(t)dt + b\\x\\P; 

Jr 

diese Abschätzung zeigt auch die Koerzitivität von /. Für alle t sei u F(t, u) eine 
konvexe Funktion; dann ist auch / ein konvexes Funktional, wie man durch Einsetzen 
unmittelbar erkennt. Zeigen wir noch die Halbstetigkeit von/: Sei (x„) eine Folge in 
L^(R) mit Xn^ xin LP(K) und/(v:„) < c. Nach Übergang zu einer Teilfolge dürfen wir 
annehmen, dass (v:„) auch fast überall gegen x konvergiert^. Wegen der Stetigkeit von F 
folgt F{t, Xn{t)) F(t, x(t)) fast überall und weiter nach dem Lemma von Fatou^/ü) < 
liminf/(x„) < c. Nach LemmaIII.5.9 und SatzIII.5.8 besitzt/ eine Minimalstelle in 
LPiR). 
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Aufgabe III.6.1 Geben Sie die Details des Beweises von Satz III. 1.10. 

Aufgabe III.6.2 Sei X ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Unterraum. Sei 
X e X\U. Dann existiert ein Funktional xf e U-^ mit Hü || < 1 und x!{x) = dix, U). 
(Hinweis: Benutzen Sie Satz III. 1.10!) 

Aufgabe III.6.3 Sei A ein normierter Raum und K C X konvex. 

(a) Die Mengen K und int A sind ebenfalls konvex. 

(b) Ist int A / 0, so gilt K = int A. 

Aufgabe III.6.4 Seien K und L konvexe absorbierende Teilmengen des normierten Raums 
X, und seien und pi die zugehörigen Minkowski-Funktionale. 

(a) Zeigen Sie pk > Pl, falls K C L. 

(b) px ist genau dann stetig, wenn 0 e int A gilt. 


'Siehe z. B. Theorem 3.12 in Rudin [1986]. 
^Siehe z. B. Lemma 1.28 in Rudin [1986]. 
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(c) Wenn px stetig ist, gelten K = p^*([0,1]) und int/T = 1))- 

(d) Gilt zusätzlich XK C K, falls |/i| < 1 (d. h. ist K ,J{reisförmig“), so ist px eine 
Halbnorm, und px ist eine Norm dann und nur dann, wenn K keinen nichttrivialen 
Unterraum von X enthält. 

(e) Gilt für eine konvexe Menge K „K absorbierend 0 e intff“? 

Aufgabe III.6.5 (Banachlimiten) 

Wir betrachten K = M. Eine lineare Abbildung £: ^ M. heißt Banachlimes, falls 

• l{Tx) = iix) für alle x e l°°, wo T der Shiftoperator ist, der die Folge x = 
(x(l),x(2),x(3),...) e £“ auf (x(2),x(3),x(4),...) abbildet. 

• Falls x(n) > 0 für alle n e N, so gilt f (x) > 0. 

• 1(1) = 1, wo 1 = (1,1,1,...). 

(a) Sei £ ein Banachlimes. Dann gelten: 

• £ e (f“)'und ||£|| = 1, 

• liminfx(n) < £(x) < limsupx(n) fürx = (x(m)) e speziell £(x) = lim„^oo-^(«) 


für X G c. 


• l ist nicht multiplikativ, d. h., es gilt nicht l(x ■ y) = £(x) l(y) für alle x,y e 
(b) Es existiert ein Banachlimes £. 

(Hinweis: Variante 1: Betrachten Sie p{x) = sup^x(n), zeigen Sie dann 0 < p\^, wo 
U = {7x-x: X G £°°}, und setzen Sie mit Hahn-Banach fort. Variante II: Betrachten 
Sie p(x) = limsup ^ Y^j=\x(j). Zeigen Sie die Sublinearität von p und beachten Sie 
(Analysis I!) p\^ = lim. Setzen Sie mit Hahn-Banach fort.) 

Aufgabe III.6.6 Sei l G (l°°y. Zeigen Sie, dass l eindeutig als Summe zweier Funk¬ 
tionale £i und £2 geschrieben werden kann, wo £i((s„)) = s„t„ und £ 2 \^g = 0 ist. 
Zeigen Sie ferner, dass ||£|| = \\£\ || - 1 -1|£2|| gib. Schließen Sie, dass jedes Funktional auf cq 
eindeutig zu einem normgleichen Funktional auf £°° fortgesetzt werden kann. 

(Hinweise: (1) Betrachten Sie £(e„). (2) Wählen Sie x,y G £°° mit ||x||oo = llylloo = 1, 
so dass £i(x) «s ||£i|| und £ 2 (y) ^ ll^zll- Sei z die Folge mit z(n) = x(n) für n < N und 
z(n) = y(n) für n > N. Für passendes N versuchen Sie £(z) ^ \\£\ || - 1 - ||£ 2 || zu zeigen.) 

Aufgabe III.6.7 Sei X' strikt konvex (Aufgabe 1.4.13). Dann gilt Eindeutigkeit im Fort¬ 
setzungssatz von Hahn-Banach. 

Aufgabe III.6.8 (Rieszscher Darstellungssatz für (C[0,1])') 

Sei £ G (C[0,1])' und L eine Hahn-Banach-Fortsetzung zu einem Funktional L G 
(£“[0,1])'. Für y, = X[o.f] e £“[0,1] zeigen Sie C[0,1] C Hnjy,: t e [0,1]}. Betrach¬ 
ten Sie g(f) = L(yt) und zeigen Sie, dass g von beschränkter Variation ist. Beweisen Sie 
schließlich die Darstellung des Funktionais £ als Stieltjes-Integral 



Vx G C[0,1]. 
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(Zum Begriff des Stieltjes-Integrals siehe z. B. Rudin [1976], S. 122.) Dieser Beweis 
stammt von Banach. 

Aufgabe III.6.9 Seien Vi und V 2 konvexe Teilmengen des normierten Raums X, und es 
gelte int Vi ^ 0, int Vi fl V 2 = 0. Dann existiert xf e X', X ^ 0, mit 

Rex'(vi) < Rex'(v 2 ) Vvi e Vi, V 2 e V 2 . 

Aufgabe III.6.10 Seien K und L disjunkte abgeschlossene konvexe Teilmengen eines nor¬ 
mierten Raums X, zusätzlich sei eine von beiden kompakt. Zeigen Sie, dass ein stetiges 
Funktional xf e X' existiert, für das gilt 

supRex'(x) < infRex'(x). 

x€K xeL 

(Es gibt Beispiele, die zeigen, dass diese Aussage ohne die vorausgesetzte Kompaktheit 
falsch ist, selbst, wenn man nur < (aber x' ^ 0) fordert.) 

Aufgabe III.6.11 Seien U und V disjunkte abgeschlossene beschränkte konvexe Teil¬ 
mengen eines reflexiven Banachraums X. Dann können U und V strikt getrennt werden. 
(Tipp: Zeigen Sie zuerst inf{||M - v||: m e C/, v e F] > 0; dazu beachten Sie 
Theorem III.3.7 und SatzIII.3.8.) 

Aufgabe III.6.12 Sei K eine konvexe Menge. Eine Funktion/: K M. heißt konvex (bzw. 
ajfin bzw. konkav), wenn/(kxH- (1 -X)y) < kf(x) H- (1 -kj/Cy) für allex,y e K, 0 < k < 1 
(bzw. = bzw. >). Sei nun/: K" —>• K eine konkave stetige Funktion sowie g: K" —> K eine 
konvexe stetige Funktion mit/ < g- Dann existiert eine affine stetige Funktion h:R" —>■ U 
mit/ < h < g. 

(Hinweis: Betrachten Sie die Teilmengen {(x, r): x G K", r < fix)] und {(x, r): x G K", 
r > gix)} vonK"”^/) 

Aufgabe III.6.13 Sei 1] (bzw. ^„[0, 1]) der Vektorraum aller Polynomfunktionen 
(höchstens n-ten Grades) auf [0,1]. Existiert ein signiertes bzw. komplexes Borelmaß /x 
auf [0,1] mit 

(a) p'(0) = fopd/x für alle p G ^[0, 1]? 

(b) p'(0) = Jq pdp. für alle p G ^^„[0, 1]? 

Aufgabe III.6.14 Ist X ein Banachraum und A C X kompakt, so auch co A. 

(Hinweis: SatzB.1.7.) 

Aufgabe III.6.15 Sei (x„) eine schwach konvergente Eolge in einem endlichdimen¬ 
sionalen Raum. Dann ist (x„) normkonvergent. 
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Aufgabe III.6.16 Keiner der Räume l°°, C[0,1], L*[0,1], L°“[0,1] ist reflexiv. 

Aufgabe III.6.17 Seien X und Y Banachräume. 

(a) Xn X, T e L(X, Y) ^ A Tx. 

(b) Xn-^ x,T e K{X, Y) ^ Tx„ Tx. 

(Hinweis: Benutzen Sie hier im Vorgriff die in Kap. IV bewiesene Tatsache, dass (x„) 
beschränkt ist.) 

(c) X sei reflexiv, und T e L(X, Y) erfülle 

A- X rx„ —>■ Tx. 


Dann ist T kompakt. 

Aufgabe III.6.18 Zeigen Sie, dass eine beschränkte Folge (x„) in einem normierten Raum 
X genau dann gegen x € A schwach konvergiert, wenn es eine Teilmenge D C X' mit 
lin D = X' und lim„.^oo x'{xn) = x'(x) für alle x' e D gibt. 

Aufgabe III.6.19 Sei X ein separabler normierter Raum und (x^) eine beschränkte Folge 
in X'. Dann existieren eine Teilfolge (x^^) und ein Funktional x' e X' mit lim,t^oo (x) = 
x'(x) für alle x e A. Kann man auf die Separabilität verzichten? 

(Tipp: Imitieren Sie den Beweis von TheoremIII.3. 7.) 

Aufgabe III.6.20 Sei A ein reflexiver Banachraum, und sei A C A abgeschlossen, konvex 
und nicht leer. Dann gibt es zu jedem x e A eine „beste Approximation“ in K, d. h. ein 
y e K mit 


llx-yll = d(x,K) := inf ||v-z||. 

Z€K 

Aufgabe III.6.21 Sei 1 < /? < oo und der n-te Einheitsvektor in 

(a) Es gilt e„ 0. 

(b) Aus Korollar III.3.9 folgt die Existenz einer Eolge (y«) von Konvexkombinationen der 

mitjn ^ 0. Geben Sie solche Konvexkombinationen explizit an! 

Aufgabe III.6.22 

(a) Ist T: A ^ Y ein [isometrischer] Isomorphismus zwischen normierten Räumen, so ist 
r': Y' X' ebenfalls ein [isometrischer] Isomorphismus. Sind Aund Y Banachräume, 
so gilt auch die Umkehrung. 

(b) Ist ein normierter Raum Y isomorph zu einem reflexiven Banachraum A, so ist Y 
ebenfalls ein reflexiver Banachraum. 
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Aufgabe III.6.23 Seien X und Y Banachräume, und sei C X ein abgeschlossener 
Unterraum. Sei S e L{U, Y). 

(a) Im Fall Y = l°° gestattet S eine normerhaltende Fortsetzung zu einem Operator auf X, 
d. h., es existiert T e L{X, Y) mit T\jj = S und HSH = ||r||. 

(Hinweis: Wenden Sie den Satz von Hahn-Banach auf die Funktionale ln'.u\-^ (Su){n) 
an!) 

(b) Falls U = Y = Co, X = c und S = Idc^, so hat jede Fortsetzung T von S auf X eine Norm 
> 2. Um das zu beweisen, zeigen Sie zuerst fürM = {x e cq: \x(n) - 1| < 1 Vn e N}, 
dass der Radius jeder abgeschlossenen Kugel in co, die M enthält, mindestens 2 ist. 

(c) Falls U = Y = {(v:,}', z) e x + y + z = 0}, A = i°°(3) und S = Idj/, dann hat jede 
Fortsetzung T von S auf X eine Norm > 4/3. 

(Hinweis: Die Matrix von T muss die Gestalt 


a a-l fl-1 

b b+1 b 



haben. Nun benutzen Sie Aufgabe II. 5. 8.) 

Aufgabe III.6.24 Sei X ein separabler Banachraum. Dann existiert ein isometrischer li¬ 
nearer Operator von X nach l°°. Jeder separable Banachraum ist also isometrisch isomorph 
zu einem abgeschlossenen Teilraum von l°°. 

(Tipp: Sei {x„: n e N) dicht in X. Definieren Sie den gesuchten Operator durch x 
(xj,(x)) für passend zu wählende Funktionale xj, e X'. Übrigens ist jeder separable Banach¬ 
raum sogar zu einem abgeschlossenen Teilraum von C[0,1] isometrisch isomorph. Dieser 
Satz von Banach und Mazur ist aber weit schwieriger zu zeigen.) 

Aufgabe III.6.25 Geben Sie die Details des Beispiels III. 4(c). 

Aufgabe III.6.26 (Momentenoperator) 

Zu/ e [0,1] betrachten Sie die Folge der Momente (/*)n>o, wo 



Zeigen Sie, dass die Abbildung T: f (f*) ein stetiger linearer Operator von L'[0,1] 
nach Co ist. Geben Sie die Darstellung des adjungierten Operators T': f^ L°°[0,1]. 

Aufgabe III.6.27 Sei k\ [0,1] X [0,1] ^ K stetig. Untersuchen Sie das Funktional/: 
U’[0,1] ^ J/'[0,1], (f{x)){s) = Jq k(s,t)sm(x(t))dt, auf Differenzierbarkeit. 

Aufgabe III.6.28 Untersuchen Sie die Abbildung F: l?{0, 1] ^ T^[0,1], {F{x)){t) = 
sinx(r), auf Gäteaux- bzw. Frechet-Differenzierbarkeit an der Stelle x = 0. 
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Aufgabe III.6.29 Sei U = {x e C[0,1]: x{t) ^ 0 Vf}. Untersuchen Sie die Abbildung/: 
U —> C[0, V\,f(x) = \/x, auf Differenzierbarkeit. 

Aufgabe III.6.30 An welchen Stellen ist die Supremumsnorm auf C[0,1] bzw. cq 
G äteaux- oder Frechet-differenzierbar? 


Aufgabe III.6.31 Seien/, g: U Y Gäteaux-differenzierbar und (p: Y x Y ^ Z bilinear 

und beschränkt. Bestimmen Sie die Ableitung von x i-» (j)(f{x), g(x)). 

Aufgabe III.6.32 Finden Sie Beispiele für 

(a) eine Abbildung/: X ^ Y, die an einer Stelle Gäteaux-differenzierbar, aber nicht stetig 
ist; 

(b) eine Abbildung/: X ^ Y, die an einer Stelle xq Gäteaux-differenzierbar ist, und eine 
Abbildung g: Y ^ Z, die bei/(xo) Gäteaux-differenzierbar ist, so dass g o f: X Z 
bei xq nicht Gäteaux-differenzierbar ist; 

(c) eine Funktion /: —>• K, für die an einer Stelle sämtliche Richtungsableitungen 

existieren, die dort aber nicht Gäteaux-differenzierbar ist. 


Aufgabe III.6 .33 Eine Norm heißt lokal gleichmäßig konvex, wenn es zu jedem x mit 
||x|| = 1 und jedem e > 0 ein & = &{x, e) > 0 gibt, so dass 


Ibll < 1, 


x + y 

~Y~ 


> 1-5 


|x->'|| < e. 


(a) Ist die Norm von X' lokal gleichmäßig konvex, so ist die Norm von X an jeder Stelle 
xo / 0 Frechet-differenzierbar. 

(b) Ist die Norm von X! strikt konvex (siehe Aufgabe 1.4. 13), so ist die Norm von X an 
jeder Stelle xo / 0 Gäteaux-differenzierbar. 

(c) Ist die Norm von X! an jeder Stelle Xq / 0 Gäteaux-differenzierbar, so ist die Norm 
von X strikt konvex. [Bemerkung: Die entsprechende Umkehrung von (a) gilt nicht.] 


Aufgabe III.6.34 Zeigen Sie, dass die kanonische Norm von an jeder Stelle xo / 0 
Frechet-differenzierbar ist. 


(a) mit Hilfe von Beispiel III.5(e), 

(b) im Fall p >2 mittels der Aufgaben III.6.33 und 1.4.18. 

Aufgabe III.6.35 Wenn die Norm eines normierten Raums X auf A \ {0} Frechet-diffe¬ 
renzierbar ist, ist die Ableitung dort stetig. 

Aufgabe III.6.36 Sei f: X ^ M. ein Funktional auf einem normierten Raum. Der 
Epigraph von/ ist die Teilmenge epi(f) := {(x, t): /(x) < t] von A © K. 
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(a) / ist genau dann konvex, wenn epi(/') konvex ist. 

(b) / ist genau dann halbstetig von unten, wenn epil/) abgeschlossen ist. 

Aufgabe III.6.37 Sei/: A ^ M ein Gäteaux-differenzierbares konvexes Funktional und 
xq e X mit Df(xo) = 0. Dann besitzt/ bei xq ein globales Minimum. 

[Bemerkung: Nichtkonvexe Probleme lassen sich gelegentlich durch einfache Transforma¬ 
tionen auf konvexe Probleme zurückführen. Für das klassische Bmchistochwnenpwblem 
wird das von Kosmol (Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 54 (1984) 91-94 durchgeführt.] 

Aufgabe III.6.38 Bestimmen Sie das Minimum des Funktionais 



aufC[0,1]. 


III.7 Bemerkungen und Ausblicke 

Der Satz von Hahn-Banach ist eines der fundamentalen Prinzipien der Funktionalanalysis; 
wie Pedersen ([1979], S. 25) in ähnlichem Zusammenhang sagt, „it can be used every day, 
and twice on Sundays“. Theorem III. 1.5 wurde unabhängig voneinander von Hahn (/. / 
reine u. angew. Math. 157 (1927) 214-229) und Banach (Studia Math. 1 (1929) 211-216) 
für reelle Räume bewiesen, und kurze Zeit darauf bemerkte Banach {Studia Math. 1 (1929) 
223-239) die allgemeinere Version des Satzes III. 1.2. Es dauerte jedoch vier weitere fahre, 
bis Mazur {Studia Math. 4 (1933) 70-84) diese geschmeidigere Variante erfolgreich an¬ 
wendete, um damit die Trennungssätze zu beweisen. Die komplexen Hahn-Banach-Sätze 
wurden unabhängig voneinander von Soukhomlinov {Mat. Sbornik 3 (1938) 353-358) und 
jenseits des Atlantiks von Murray {Trans. Amer. Math. Soc. 39 (1936) 83-100; fürL'^) und 
Bohnenblust/Sobczyk {Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938) 91-93) gefunden. 

Satz III. 1.13, den wir auf simple Weise aus dem Hahn-Banachschen Fortsetzungssatz 
abgeleitet haben, ist historisch als Katalysator bei der Entwicklung des Satzes von Hahn- 
Banach anzusehen. Er beinhaltet die Lösung des allgemeinen Momentenproblems. Diese 
Bezeichnung stammt aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, wo man die Zahlen f t" dij,{t) 
die Momente der Verteilung ß nennt; die Wahrscheinlichkeitstheorie hat sie ihrerseits aus 
der Mechanik entlehnt. Für X = C[a, b] und x„(t) = t” gibt also (III. 8) eine notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Existenz eines signierten (oder komplexen) Maßes 
mit vorgeschriebenen Momenten. In dieser Eorm stammt Satz III. 1.13 von F. Riesz {Ann. 
Sei. Ecole Norm. Sup. 28 (1911) 33-62); ein anderer Beweis stammt von Helly {Sitzungs- 
ber. math. nat. Kl. Akad. Wiss. Wien 121 (1912) 265-297). Ein weiterer Vorgänger von 
Satz III. 1.13 ist der Eischer-Rieszsche Satz V.4.14, der besagt, dass für X = L? und „or- 
thonormale“ Elemente x, die Bedingung ^ |c, p < oo notwendig und hinreichend für 
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(III.8) ist. Riesz bewies III. 1.13 auch fürL'’[0,1] und Ip {Math. Arm. 69 (1910) 449-497; 
, Ji.es systemes d’equations lineaires ä une infinite d’inconnues“, Paris 1913); er argu¬ 
mentierte, ohne eine Verbindung zu einem Fortsetzungsproblem zu ziehen, mit Hilfe des 
Theorems III.3.7, das er für diese Räume aufstellte. Diese Verbindung zieht Helly in seiner 
bereits in Kap. 1 genannten Arbeit {Monatsheftef. Math. u. Physik "il (1921) 60-91), und er 
geht einen entscheidenden Schritt weiter, indem er Satz III. 1.13 für abstrakte Folgenräume 
herleitet, bevor Hahn darauf aufbauend 1927 die endgültige Version findet und den Fortset¬ 
zungssatz III. 1.5 beweist. Hahn führt in seiner Arbeit explizit den Begriff des Dualraums 
(unter der Bezeichnung „polarer Raum“) und des reflexiven Raums („regulärer Raum“) 
ein; zur Erinnerung sei noch einmal erwähnt, dass sich erst 1922 der abstrakte Begriff 
des normierten Raums herausschälte, siehe Abschn. 1.5. Banach formuliert Satz III. 1.13 in 
seiner Arbeit ebenfalls explizit. 

Auch in der Lemberger Schule gab es Vorarbeiten zum Hahn-Banachschen Satz. 
Banach selbst bewies 1923 einen speziellen Fortsetzungssatz, um ein maßtheoretisches 
Problem (siehe Fußnote auf S.541) zu lösen, und Mazur 1927 einen weiteren, um die 
Existenz von Banachlimiten (Aufgabe III.6. 5) zu zeigen, die also eigentlich Mazurlimi- 
ten heißen sollten. Sowohl Hahn als auch Banach benutzten in ihren Beweisen für den 
Eortsetzungssatz die Methode der transfmiten Induktion; diese Technik ist heute in der 
Analysis etwas aus der Mode gekommen und wird durch das Zornsche Lemma ersetzt. 
Ironischerweise verwendet man mit dem Zornschen Lemma dasselbe Beweismittel, um im 
Satz von Hahn-Banach allgemein die Existenz stetiger Eunktionale auf normierten Räu¬ 
men zu zeigen, das man - via Existenz einer Vektorraumbasis - heranziehen muss, um die 
Existenz unstetiger Eunktionale zu begründen, siehe Aufgabe II.5.2. 

Im Lauf der Zeit sind verschiedene alternative Beweise für den Satz von Hahn-Banach 
gefunden worden; z. B. führt ihn Kakutani auf einen von ihm gezeigten Eixpunktsatz 
zurück {Proc. Acad. Japan 14 (1938) 242-245). Eine Beweisvariante des Satzes von Hahn- 
Banach in der Version der linearen Algebra (Satz III. 1.2) verwendet das Zornsche Lemma 
auf andere Weise als im Text. Man benutzt es, um zu zeigen, dass auf jedem reellen Vektor¬ 
raum X unterhalb eines sublinearen Eunktionals p stets ein lineares Eunktional existiert, 
nämlich ein minimales Element der Menge {q: X ^ M.: q < p, q sublinear}. (Der Beweis, 
dass solch ein minimales Element linear ist, ist nicht ganz offensichtlich.) Um den Beweis 
von Satz III. 1.2 zu erbringen, assoziiert man zu dem dort gegebenen sublinearen Eunk¬ 
tional p zunächst das Hilfsfunktional p auf X gemäß p{x) = inf{p(x - u) + £{u): u G U], 
zeigt, dass p sublinear ist, und betrachtet dann eine lineare Abbildung L < p gemäß dem 
ersten Schritt. Das ist die gesuchte Eortsetzung. 

Eine Reihe von Anwendungen, unter anderem auf Differentialgleichungen, in der 
Approximationstheorie und der Maßtheorie, wird bei Heuser [1992], S. 272ff., und Muk- 
herjea/Pothoven [1986], S. 24, genannt. Ein Übersichtsartikel von Buskes zum Satz von 
Hahn-Banach ist in Dissertationes Math. 327 (1993) erschienen, und ein weiterer von Na- 
rici in M.V Velasco et al. (Hg.), Advanced Courses of Mathematical Analysis 2, World 
Scientific 2007, S. 87-122. Es sei außerdem auf die Arbeiten von König und seinen 
Schülern hingewiesen; als erste Orientierung diene sein Artikel „On some basic theorems 
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in convex analysis“ in B. Körte (Hg.), Modem Applied Mathematics - Optimization and 
Operations Research, North-Holland 1982, S. 107-144. 

Wie bereits erwähnt, stammen die Hahn-Banach-Trennungssätze von Mazur; einige 
der Sätze in Abschn. III.2 sind auf Eidelheit (Studia Math. 6 (1936) 104-111) zurückge¬ 
hende Varianten, die eine im Schottischen Buch gestellte Frage beantworten (Problem 64, 
Mauldin [1981], S. 136). Wichtiger noch als für normierte Räume sind die Trennungs¬ 
sätze für die in Kap. VIII studierten lokalkonvexen Räume. Dieudonne hat Beispiele für 
disjunkte abgeschlossene konvexe beschränkte Teilmengen von die nicht durch ein ste¬ 
tiges Funktional getrennt werden können, konstruiert, was natürlich viel stärker als das 
auf S. 116 gegebene Beispiel ist; selbstverständlich kann keine der beiden Mengen einen 
inneren Punkt haben. Tatsächlich gibt es solche Gegenbeispiele in allen nichtreflexiven 
Banachräumen (siehe Köthe [1966], S. 325), während in reflexiven Räumen die Tren¬ 
nung disjunkter abgeschlossener konvexer beschränkter Teilmengen immer möglich ist 
(Aufgabe II1.6. 11). 

Der Begriff der schwachen Konvergenz gehörte von Anfang an zu den Eckpfeilern der 
Funktionalanalysis, ist sie doch ein Hilfsmittel, die fehlende Kompaktheit der Kugeln im 
Unendlichdimensionalen zu kompensieren. Hilbert (für f^) (Nachr. Kgl. Gesellsch. Wiss. 
Göttingen, Math.-phys. Kl. (1906) 157-227) und Riesz (für 1^ und LF\ a.a.O.) haben die 
Aussage von TheoremIII.3.7 als erste bewiesen und auf Integralgleichungen angewandt; 
die allgemeine Fassung stammt von Banach. In der Tat werden reflexive Räume durch 
die in TheoremIII.3.7 ausgesprochenen Eigenschaft charakterisiert, dies ist ein Satz von 
Eberlein, siehe Abschn. VIII. 7. Satz III.3.8 wurde von Mazur bewiesen. 

Der Folgenraum zeigt ein merkwürdiges Phänomen, was die schwache Konvergenz 
angeht, nämlich; 

• (Femma von Schur) 

In f * ist jede schwach konvergente Folge konvergent. 

Der Beweis kann mit der Methode des gleitenden Buckels geführt werden (Banach [1932], 
S. 137). ln Kap. VIII werden wir noch einmal von einem allgemeineren Standpunkt, näm¬ 
lich dem der schwachen Topologie, auf die schwache Konvergenz zurückkommen. Dort 
(Satz VIII.6. 11) wird dann ein anderer Beweis für das Schursche Femma geführt, der auf 
dem Baireschen Kategoriensatz aus Abschn. IV. 1 beruht. 

Hilbert nannte solche Operatoren auf (} vollstetig, die schwach konvergente Folgen 
auf konvergente Folgen abbilden. Aufgabe III.6.17 zeigt, dass diese Operatoren auf re¬ 
flexiven Banachräumen genau die kompakten sind, und Riesz {Acta Math. 41 (1918) 
71-98) nennt in der Folge unsere kompakten Operatoren vollstetig. Das Femma von Schur 
impliziert aber, dass jeder stetige Operator auf vollstetig im Hilbertschen Sinn ist. Ach¬ 
tung: Manche Autoren benutzen auch heute noch die Begriffe „vollstetig“ und ,Jcompakt“ 
synonym, ohne die obige Differenzierung zu treffen. 

Adjungierte Operatoren wurden auf LF zuerst von Riesz (wem sonst?) betrachtet, die 
allgemeine Definition konnte sinnvoll erst mit der Erkenntnis getroffen werden, dass der 



148 


III Der Satz von Hahn-Banach und seine Konsequenzen 


Dualraum eines normierten Raums hinreichend reichhaltig ist, also nachdem der Satz von 
Hahn-Banach bewiesen wurde. Diese allgemeine Definition stammt von Banach (Studia 
Math. 1 (1929) 223-239). Schauder {Studia Math. 2 (1930) 185-196) bewies SatzIII.4.4 
und wandte ihn in der Potentialtheorie an; wir kommen in Kap. VI darauf zurück. 

Im Zusammenhang mit Aufgabe III.6.22 ist bemerkenswert, dass es sehr wohl nicht 
isomorphe Banachräume gibt, deren Dualräume isomorph sind; der Isomorphismus der 
Dualräume kann dann natürlich kein adjungierter Operator sein. Prominentestes Bei¬ 
spiel ist das Paar f', L^[0,1]. Dass diese Räume nicht isomorph sind, lässt sich aus 
dem Lemma von Schur oder folgendem auch für sich interessanten Ergebnis ableiten 
(siehe Köthe [1979], S. 208, oder Fabian/Zizler, Pme. Amer. Math. Soc. 131 (2003) 
3693-3694): 

• (Satz von Pitt) 

Für l < q < p < oo ist jeder stetige Operator von 1^ nach kompakt; ferner ist 

Jeder stetige Operator von cg nach kompakt. 

Speziell ist jeder stetige Operator von ff nach £' kompakt, aber {Tx){t) = 

-^(w) 27rnr definiert einen nicht kompakten stetigen Operator von nach Ü [0,1]. 
Andererseits hat Pelczynski das überraschende Resultat bewiesen, dass l°° und L“[0,1] 
isomorph sind (Lindenstrauss/Tzafriri [1977], S. 111). Auf der isometrischen Seite sei das 
wesentlich einfachere Gegenbeispiel c' = (co)', obwohl c cg, erwähnt. Übrigens impli¬ 
ziert der Satz von Pitt die Reflexivität von L(f^,£^) für l < q < p < oo; Kaltons Arbeit 
Math. Ann. 208 (1974) 267-278 enthält dieses Resultat als Spezialfall. 

In Aufgabe III.6.23(a) war die Operatorversion des Satzes von Hahn-Banach für Y = 
l°° zu zeigen. Solch ein Satz gilt ebenfalls für Y = L°°{ß), p, er-endlich, und kann für 
K = K nach Nachbin {Trans. Amer. Math. Soc. 68 (1950) 28-46) so gezeigt werden. 
Wie im skalaren Fall besteht der Kern des Beweises darin, um eine einzige Dimension 
fortzusetzen. Sei also X = U © K[xo}. Wir müssen yo £ finden, so dass der Operator 
T{u+ Xxg) = Su+ kyg dieselbe Norm wie S besitzt, die o.E. = 1 sei. Der Vektor yo muss also 
IISM+kyoll < ||m-i-A.j:oI| für allen e U, Xe M erfüllen, was man unschwer als äquivalent zu 

ll‘5M-yo|| < ||m-xo|| Wu e U (III.13) 

erkennt. (111.13) verlangt daher, dass yo in allen abgeschlossenen Kugeln mit Mittel¬ 
punkt Su und Radius ||m -xo|| liegt; solch ein yo kann genau dann gefunden werden, wenn 
n«ec/^« 7 ^ ^ Um den Beweis abzuschließen, genügt es nun zu bemerken, dass (1) je 
zwei der sich schneiden, da ||5|| = 1, und (2) dem Raum L°° die Eigenschaft zukommt, 
dass jedes System abgeschlossener Kugeln, die sich paarweise schneiden, einen gemein¬ 
samen Punkt besitzt. Zum Nachweis von (2) benutzt Nachbin den in Kap. VIII bewiesenen 
Satz von Alaoglu. Für komplexe Skalare ist das Argument nicht so einfach; Weiteres zu 
diesem Themenkreis findet man bei Lacey [1974], §11, und in einem Übersichtsartikel 
von Fuchssteiner und Horvath (Jahrbuch Überblicke Mathematik 1979, S. 107-122). 



III.7 Bemerkungen und Ausblicke 


149 


Der in Abschn. III.5 präsentierte Zugang zur Differentiation in normierten Räumen ist 
vom heutigen Standpunkt aus sehr natürlich; vor ca. 100 Jahren war diese Sichtweise frei¬ 
lich revolutionär. Volterra schlug 1887 zum ersten Mal die Idee vor, z. B. die Bogenlänge 
als Funktion der Kurve aufzufassen, er sprach in diesem Zusammenhang von ,J^unktionen, 
die von anderen Funktionen abhängen“; der Begriff des Funktionais taucht erst 1903 bei 
Hadamard auf. Die abstrakte Differentialrechnung wurde um 1910 von Frechet vorgestellt 
und in zwei postum veröffentlichten fundamentalen Arbeiten (1919, 1922) von Gäteaux, 
der im I. Weltkrieg getötet wurde, weiterentwickelt. Dass die „elementaren“ Resultate 
über differenzierbare Funktionen nichts weiter als ein Abziehbild der Beweise aus der 
Analysisvorlesung sind, liegt natürlich daran, dass wir heute den „richtigen“ Begriff der 
Differenzierbarkeit für Funktionen von M" nach R™ besitzen. Aber die Idee der linearen 
Approximation als Definition der Differenzierbarkeit, selbst für Funktionen von nach 
R, verdankt man ebenfalls erst Frechet (1911) sowie unabhängig von ihm Young (1909), 
und von dort zur Differentialrechnung in normierten Räumen ist es nur ein vergleichs¬ 
weise kleiner Schritt. Zum Satz über implizite Funktionen ist noch anzumerken, dass der 
Version im Text ,Jiarte“ Sätze über implizite Funktionen gegenüberstehen, die auf raf¬ 
finierteren Abschätzungen beruhen und viel schwächere Voraussetzungen haben; siehe 
etwa Schwartz [1969]. Detaillierte historische Kommentare finden sich in Nasheds Über¬ 
sichtsartikel „Differentiability and related properties of nonlinear operators“, in L. B. Rail, 
Nonlinear Functional Analysis and Applications (Academic Press 1971), S. 103-309. 

Die geometrische Charakterisierung der Frechet-Differenzierbarkeit der Norm in 
Satz III.5.3 stammt von Shmulyan (1940), der außerdem unter Zusatzvoraussetzungen be¬ 
wies, dass ein Banachraum, dessen Dualraumnorm Frechet-differenzierbar ist^, notwendig 
reflexiv sein muss. Tatsächlich gilt diese Aussage ohne weitere Zusatzvoraussetzungen, 
wie in den fünfziger Jahren gezeigt werden konnte. Umgekehrt zeigte Troyanski (Studia 
Math. 37 (1971) 173-180), dass jeder reflexive Banachraum eine äquivalente Frechet-dif- 
ferenzierbare Norm besitzt, und M. Kadets {Uspekhi Mat. Nauk 20.3 (1965) 183-187) 
und Klee {Fund. Math. 49 (1960) 25-34) erhielten unabhängig voneinander das Resul¬ 
tat, dass ein separabler Banachraum genau dann eine äquivalente Frechet-differenzierbare 
Norm besitzt, wenn sein Dualraum separabel ist. Da jeder separable Banachraum eine 
äquivalente Gäteaux-differenzierbare Norm besitzt (Day 1955), ist die Existenz einer Fre- 
chet-differenzierbaren Norm eine erhebliche Einschränkung, die jedoch weitreichende 
Konsequenzen hat. So gilt etwa: 

• Besitzt ein Banachraum X eine äquivalente Frechet-dijferenzierbare Norm, so ist 
jedes stetige konvexe Funktional aufX auf einer dichten Teilmenge Frechet-diffe¬ 
renzierbar. 

Dieses Resultat geht im wesentlichen auf Asplunds bahnbrechende Arbeit in Acta Math. 
121 (1968) 31^7 zurück. Banachräume, in denen die Aussage dieses Satzes gilt, werden 


^Hier wie im Folgenden ist „an jeder Stelle f 0 Frechet-differenzierbaf' gemeint. 
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heute Asplundräume genannt; sie können auf vielfältige Art charakterisiert werden. Z.B. 
ist X genau dann ein Asplundraum, wenn jeder separable Unterraum einen separablen 
Dualraum hat. Ersetzt man im Satz von Asplund ,J^rechet“ durch „Gäteaux“, erhält man 
ebenfalls eine wahre Aussage - dies ist ein tiefliegender Satz von Preiss {Israel J. Math. 72 
(1990) 257-279), der eine jahrzehntealte Frage beantwortet. (Dass auf separablen Banach- 
räumen stetige konvexe Funktionale auf einer dichten Teilmenge Gäteaux-differenzierbar 
sind, wurde schon 1933 von Mazur gezeigt.) 

Ein weiteres gefeiertes Resultat von Preiss bezieht sich auf Fipschitz-stetige Funk¬ 
tionen. Nach einem Satz von Rademacher ist jede Fipschitz-stetige Funktion/: M" ^ R 
fast überall bzgl. des Febesguemaßes und insbesondere auf einer dichten Teilmenge 
differenzierbar. Es war lange Zeit ein offenes Problem, ob eine analoge Aussage auf un¬ 
endlichdimensionalen Räumen Bestand hat. In der Fiteratur waren verschiedene Beispiele 
von Lipschitz-stetigen Funktionalen /: —>■ R angegeben worden, die angeblich nir¬ 

gends Frechet-differenzierbar waren; leider waren all diese Beispiele inkorrekt. So blieb 
das Problem offen, bis Preiss zeigen konnte (J. Funct. Anal. 91 (1990) 312-345): 

• Ist X ein Asplundraum (z.B. reflexiv), so ist jedes Lipschitz-stetige Funktional f: 

A R auf einer dichten Teilmenge Frechet-differenzierbar. 

Detaillierte Informationen zu diesem Themenkreis findet man bei 
Deville/Godefroy/Zizler [1993], Habala/Häjek/Zizler [1996] undPhelps [1993]. 

Das vor Satz III.5.6 beschriebene Beispiel eines Minimumproblems ohne Fösung 
wurde 1870 von Weierstraß zur Kritik des Dirichletschen Prinzips konstruiert. Das ist die 
von Riemann benutzte Methode, das Dirichletproblem (^2 C R" ein beschränktes Gebiet) 


-Am = hmQ,, u = 0 auf 9f2 


(III. 14) 


zu lösen, indem man das (nach unten beschränkte) Dirichletintegral 



unter allen C^-Funktionen, die die Randbedingung erfüllen, minimiert. Riemann war 
ohne weitere Begründung von der Existenz des Minimums ausgegangen; seine Schluss¬ 
weise war nun durch Weierstraß’ Beispiel ins Wanken geraten. Das Dirichletsche Prinzip 
wurde erst nach 1900 von Hilbert in zwei Arbeiten (Math. Ann. 59 (1904) 161-186, J. 
Reine Angew. Math. 129 (1905) 63-67) rehabilitiert, in denen er die direkte Methode der 
Variationsrechnung entwickelt; er schreibt (a.a.O., S. 65): 


Eine jede reguläre Aufgabe der Variationsrechnung besitzt eine Lösung, sobald hinsichtlich 
der Natur der gegebenen Grenzbedingungen geeignete einschränkende Annahmen erfüllt sind 
und nötigenfalls der Begriff der Lösung eine sinngemäße Erweiterung erfährt. 
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Die moderne Fassung des Dirichletschen Prinzips fußt auf der Theorie der Hilbert- und 
insbesondere der Sobolevräume; siehe Kap. V und speziell Aufgabe V.6.20. Damit werden 
in (111.14) die „einschränkenden Annahmen hinsichtlich der Grenzbedingungen“ durch die 
Zugehörigkeit von u zu einem Sobolevraum formuliert, und der „erweiterte Lösungsbe¬ 
griff“ ist der der schwachen Lösung, vgl. S. 248f. Zum Umfeld des Dirichletschen Prinzips 
ist Monna [1975] lesenswert. 



Die Hauptsätze für Operatoren 
auf Banachräumen 


IV 


IV.1 Vorbereitung: Der Bairesche Kategoriensatz 


Die Resultate über Operatoren auf Banachräumen, die in diesem Kapitel vorgestellt wer¬ 
den, beruhen auf einem Prinzip über vollständige metrische Räume, das 1899 von R. Baire 
(im Fall des R") entdeckt wurde. Dieses Bairesche Kategorienprinzip wird nun als erstes 
vorgestellt. 

Es ist leicht zu sehen, dass in jedem metrischen Raum der Schnitt zweier offener und 
dichter Mengen dicht ist. Baire zeigte, dass für K” mehr gilt. 

Satz IV.1.1 (Satz von Baire) 

Sei (T,d) ein vollständiger metrischer Raum und {Ordnen One Folge offener und dichter 
Teilmengen. Dann ist HneN dicht. 

Beweis. Setze D = HneN zeigen, dass jede offene e-Kugel in T ein Element 

von D enthält. 

Sei Ug{xo) = [x e T: d{x,xo) < e} eine solche Kugel. Da Oi offen und dicht ist, ist 
Ol n Ue{xo) offen und nicht leer. Es existieren also xi e Oi, ei >0 (o.E. ei < ^e) mit 


Usiixi) c Ol n Usixo). 


Nach eventueller weiterer Verkleinerung von ei erhält man sogar 


Obj(xi) c Ol n Us{xo). 
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Betrachte nun Oj,. Auch O 2 ist offen und dicht, daher ist O 2 fl (xi) offen und nicht leer. 
Wie oben existieren X 2 e O 2 , £2 < 561 mit 

c O2 n Ug^(xy) c Ol n O2 n Og(xo). 

Auf diese Weise werden induktiv Folgen (e„) und (x„) mit folgenden Eigenschaften 
definiert: 

(a) Sn < \s n^i, folglich e„ < 2“"e. 

(b) Ue„(Xn) C 0„ n Oe„_,(x„-i) C • • • C Oi fl . . . H 0„ fl Ue(xo). 

Es folgt insbesondere 


X„ e Ue^iXN) C U2-HsiXN) V« > N, (IV. 1) 

d. h., (x„) ist eine Cauchyfolge. Da T vollständig ist, existiert der Grenzwert x := 
lim„^oo Xn- Eine unmittelbare Konsequenz von (IV. 1) ist dann 

X e U,^{xn) VA e N. 

Mit Hilfe von (b) ergibt sich daraus x e D fl Ue(xo). □ 

Dass die vorausgesetzte Vollständigkeit wesentlich für die Gültigkeit von Satz IV. 1.1 
ist, sieht man an folgendem Beispiel. Betrachte eine Aufzählung {xi,X 2 ,...} von Q und 
die in Q offenen und dichten Mengen 0„ = Q \ {x„}. Dann ist HneN ~ 

Bemerke, dass nicht die Offenheit von Pl^gpj 0„ in Satz IV. 1.1 behauptet wurde, die 
i. Allg. auch gar nicht gilt. (Beispiel?) Nennt man einen abzählbaren Schnitt von offenen 
Mengen eine Gs-Menge (wobei G an „Gebiet“ und S an „Durchschnitt“ erinnern soll), so 
lässt sich Satz IV. 1.1 so formulieren: 

• In einem vollständigen metrischen Raum ist der abzählbare Schnitt von dichten 
Gs-Mengen eine dichte Gs-Menge. 

Häufig ist eine weitere Umformulierung von Nutzen. Dazu wird folgende Terminologie 
benötigt; sie stammt von Baire und ist leider etwas unanschaulich, hat sich aber in der 
Literatur fest eingebürgert. 

► Definition IV.1.2 

(a) Eine Teilmenge M eines metrischen Raums heißt nirgends dicht, wenn M keinen 
inneren Punkt besitzt. 

(b) M heißt von 1. Kategorie, wenn es eine Folge (M„) nirgends dichter Mengen mit 

M = \JnenMngiht. 

(c) M heißt von 2. Kategorie, wenn M nicht von 1. Kategorie ist. 
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Nirgends dichte Mengen liegen in der Tat in keiner nicht leeren offenen Menge 
(„nirgends“) dicht. Einfaches Beispiel: Q ist von 1. Kategorie in R. 

Durch Komplementhildung, nämlich C(|J,jM„) = CM„ D P|^ CM„, erhält man aus 
Satz IV. 1.1: 

Korollar IV.1.3 (Bairescher Kategoriensatz) 

In einem vollständigen metrischen Raum liegt das Komplement einer Menge 1. Kategorie 
dicht. 

Häufig wird nur folgende schwächere Form benötigt. 

Korollar IV.1.4 Ein nicht leerer vollständiger metrischer Raum ist von 2. Kategorie in 
sich. 

Der Bairesche Kategoriensatz gestattet häufig relativ einfache (aber nichtkonstruktive) 
Beweise für Existenzaussagen. Das geschieht nach folgendem Muster: Gesucht ist ein 
Objekt mit einer gewissen Eigenschaft (E). Zeige dann, dass die Gesamtheit der zu un¬ 
tersuchenden Objekte einen vollständigen metrischen Raum bildet, worin die Objekte 
ohne Eigenschaft (E) eine Teilmenge 1. Kategorie formen. Folglich gibt es Objekte mit 
Eigenschaft (E), und diese liegen sogar dicht! 

Der Beweis des nächsten Satzes veranschaulicht diese Methode. 


Satz IV.1.5 Es gibt stetige Eunktionen auf[0, 1], die an keiner Stelle differenzierbar sind. 


Beweis. Zu n e N setze 


On= j jc e C[0,1]: sup 

ü<\h\<l/n 


x{t + h)— x(t) 


h 


> n Vf e [0,1] 


(Um Definitionslücken zu vermeiden, setze x rechts von 1 und links von 0 konstant stetig 
fort.) Wir versehen C[0,1] mit der Supremumsnorm. Dann sind alle 0„ offen und dicht 
(Beweis folgt). Nach Satz IV. 1.1 ist D := P|^ 0„ dicht, und jedes x e D ist an keiner Stelle 
differenzierbar. 

Zeigen wir zunächst die Offenheit der 0„. Sei x € (?„. Wähle zu f e [0,1] eine Zahl 
5, > 0 mit 


sup 

0<|Ä|<1/« 


x(f + h)- x(t) 
h 


> n + &[. 


Folglich existiert/i, mit 0 < |/i,| < l/wund 

x(f + hf) - x(r) 


h, 


> n + 8t. 
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Da X stetig ist, gilt noch für s e t/,, einer hinreichend kleinen Umgehung von t, 

x{s + hf) - x{s) 


h, 


> n + Sf. 


Überdecke nun das kompakte Intervall [0,1] durch endlich viele Ut^, ■ ■ ■ ,Ut/, setze noch 
5 = min{3,j ,... ,&t,],h = min{|/j,j|,..., }. Es folgt für j e Ut- 


x(s + ht.)-x(s) 


h,, 


> n + S. 


Seien nun 0 < e < ^hS und ||y-x||oo < £■ Wir werden y e On zeigen. Sei dazu t e [0,1], 
etwa t e C/,. Dann ist 


+ 

1 


x(t + ht-)-x(t) 

h,. 


h,, 


> n + S - 2- 
h 


k-y||oo 

\hu\ 


> n. 


Daher ist O,, offen. 

Es bleibt zu zeigen, dass dicht ist. Sei dazu O eine offene Menge. Nach dem 
Weierstraßschen Approximationssatz (Satz 1.2.11) existieren ein Polynom p und e > 0 mit 

IÜ-p||oo < e ^ X e O. 

Sei eine Sägezahnfunktion, die [0,1] auf [0, e] abbildet und deren auf- (bzw. 
ab-)steigende Zacken die Steigung +m bzw. -m aufweisen (siehe Abb. IV. 1). 

Dann ist stets '■=p+ym £ O.Fürm > «-I-||p'||oo erhält man jedoch für alle f G [0,1], 

0 <\h\ < 1/n 


Xm(t + h)-Xm{i) 


ym(t + h)-yjt) 


+ 

1 

h 


h 


h 


wo der letzte Term wegen des Mittelwertsatzes < ||p'||oo ausfällt. Daher gilt 


sup 

0<|/i|<1/k 

d. h., x,„ G On, und OnCiO ^ 0. Daher ist 0„ dicht, und der Beweis ist vollständig. □ 


x,„{t + h) - x,„it) 


>m - llp'lloo > «, 



1 
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IV.2 Das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit 

In diesem und den folgenden Abschnitten wenden wir den Baireschen Kategoriensatz im 
funktionalanalytischen Kontext an. Das erste Resultat in dieser Richtung wird „Prinzip 
der gleichmäßigen Beschränktheif“ genannt oder auch als Satz von Banach-Steinhaus be¬ 
zeichnet (zur Berechtigung dieser Nomenklatur siehe die Bemerkungen am Schluss des 
Kapitels). 

Theorem IV.2.1 (Satz von Banach-Steinhaus) 

Seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum, I eine Indexmenge und 7) G L{X, Y)für 
i G I. Falls 


sup ||7)x|| < oo 'ix e X 

i€l 


gilt, so gilt sogar 


sup ||r;|| < OO. 
i€l 


Beweis. Zu n G N setze £■„ = {x G X\ sup,g/ ||r,x|| < n}. Die Voraussetzung besagt dann 
X = UneN^n- Da die Tj stetig sind, ist jedes £„ = ||7’,( • )ir*([0,«]) abgeschlossen. 

Nach dem Baireschen Kategoriensatz (es reicht sein Korollar IV. 1 .4) enthält mindestens 
eine der Mengen £„ einen inneren Punkt. 

Es existieren also V G N, y G und £ > 0 mit 

Da symmetrisch ist (d. h., z. € Fn z € Fj^'), hat y dieselbe Eigenschaft, es folgt 
nun aus der Konvexität von die Implikation 

1 , ,1 

||m|| < £ M =-((MH-y)-p(M-y)j G -(Eiv-PEiv) c Ejv- 

Das heißt: Wenn ||m|| < £ ist, dann gilt HTj-Mll < N für alle i G /; also folgt 

N 

sup IITjjl < — < oo. □ 

!£/ £ 

Beachte, dass der Beweis keinen Aufschluss über die Größe von sup, ||r,j| gibt, nur die 
Endlichkeit dieser Zahl wird bewiesen. 

Dass die Vollständigkeit von X wesentlich für die Gültigkeit von Theorem IV.2.1 ist, 
sieht man an folgendem Beispiel. Betrachte den normierten Raum (d, || . Hq^,) und 7),: 
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rf ^ K, (Sm)m€N ns,i- Da nur endlich viele Sm von 0 verschieden sind, erfüllt (r„) 
die Voraussetzungen des Satzes von Banach-Steinhaus; aber es ist ||r„|| = n. 

Korollar IV.2.2 Für eine Teilmenge M eines normierten Raums X sind äquivalent: 

(i) M ist beschränkt. 

(ii) Für alle X e X' ist X (M) C K beschränkt. 

Beweis, (i) ^ (ii): Klar! 

(ii) ^ (i): Betrachte die Funktionale ixix) für x e M, die auf dem Banachraum X' 
definiert sind. Nach Voraussetzung gilt 

sup \x'{x)\ = sup \ixix)ix')\ < oo W e X'. 

xeM xeM 


Theorem IV.2.1 liefert nun 


sup ||x|| = sup ||ix(.t:)|| < oo. □ 

xeM xeM 


Insbesondere gilt: 


Korollar IV.2.3 Schwach konvergente Folgen sind beschränkt. 

Beweis. Konvergiert (x„) schwach, so ist für x' e X' die Folge (V(x„)) beschränkt, da 
konvergent. □ 

Für die duale Version von Korollar IV.2.2 muss die Vollständigkeit gefordert werden. 

Korollar IV.2.4 Sei X ein Banachraum und M C X'. Dann sind folgende Aussagen 
äquivalent: 

(i) M ist beschränkt. 

(ii) Für alle x e V ist {V (x): x' e M] beschränkt. 

Beweis, (i) ^ (ii) ist klar, und die Umkehrung ein Spezialfall von Theorem IV.2.1. □ 

Wir behandeln nun die punktweise Konvergenz von Operatorfolgen. Bekanntlich reicht 
die punktweise Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen nicht aus, um die Stetigkeit 
der Grenzfunktion zu garantieren. Deshalb ist das folgende Resultat bemerkenswert. 

Korollar IV.2.5 Sei X ein Banachraum und Y ein normierter Raum, ferner seien Tn G 
L(X, Y)für n G N. Für x G X existiere Tx := lim„^oo T„x. Dann ist T G LfX, Y). 
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Beweis. Die Linearität von T ist klar, siehe den Beweis von SatzII.1.4(b). Nun zur 
Stetigkeit von T. Da (Tnx) für alle x ^ X konvergiert, ist stets sup,, \\TnX\\ < oo. Der 
Satz von Banach-Steinhaus liefert sup„ lirnll =: M < oo. Es folgt 


□ 


||7x|| = lim \\T„x\\ <M\\x 


In bestimmten Fällen folgt die punktweise Konvergenz einer Operatorfolge aus relativ 
schwachen Voraussetzungen. Der nächste Satz behandelt Operatoren auf dem reellen Ba- 
nachraum C[0,1], die positive Funktionen auf positive Funktionen abbilden, und zeigt die 
punktweise Konvergenz T„ —>• Id, falls sie nur an drei Stellen vorliegt. 

Satz IV.2.6 (Erster Korovkinscher Satz) 

Sei T„ G L(C[0, 1]), und Tn sei positiv (d. h., TnX > O fürx > 0). Setze Xi(t) = f, i = 0, 1,2. 
Gilt dann T„Xi xifür i = 0,1,2, so gilt T„x —>• xfür alle x G C[0,1]. 

Beweis. Sei x G C[0, 1] beliebig. Da x gleichmäßig stetig ist, existiert zu e > 0 ein 5 > 0 
mit 


l^-rl < -/s |x(i)-x(r)| < e. 


(IV.2) 


Daraus ergibt sich mit a = 2||.v||oo/5 die Ungleichung 


|x(s)-x(r)| < e + a(t-s)^ 'isj G [0,1]; 


(IV.3) 


denn falls |t- s| < VS, folgt das aus (IV.2), und sonst ist 


s + a{t-s)^ > E +2||jc||oo > k('S)l + l■t^(0l > l•*(■^)-■t^(0l- 


Setze y,{s) = (t- i)^. Dann kann (IV.3) in der Form 


-e - ay, <x-x{t) < e + ayt Vf G [0,1] 


geschrieben werden; die Positivität von 7), liefert dann 


■eT„xo - aTnyt < T„x - x{t)T„xo < sT„xo + aTnyt Vf G [0,1], 


d. h., für alle f G [0,1] gilt 


\TnX-x{t)TnXQ\ < eT„Xq + aTnyt', 


insbesondere 


\{T„x)it) -x{t){TnXQ){t)\ < e(7;xo)(f) + o!(r„y,)(f) Vf G [0,1]. 
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Wegen yt e lin{xo,xi,X 2 } konvergiert die rechte Seite gegen sxoit) + ayt(t) = s, und zwar 
gleichmäßig in t, denn 

TnJt -yt = (T„x 2 - X 2 ) - 2t{T„xi - Xi ) + r^(r„xo - xq). 

Eine weitere Anwendung der Voraussetzung T^xq xo liefert daher, dass \\TnX-x\\oo < 
2s für hinreichend große n, und es folgt T„x x. □ 

Der Approximationssatz von Weierstraß folgt offenbar aus dem Satz von Korovkin, 
wenn man T„x = «-tes Bernsteinpolynom von x setzt (vgl. die Rechnung auf S. 32). Ande¬ 
rerseits ist der Beweis des Weierstraßschen Satzes im Text nichts anderes als eine Kopie 
des obigen Beweises. 

Wir benötigen noch die trigonometrische Version des Satzes von Korovkin. Betrachte 
den reellen Banachraum (unter || . Ho^) der 27r-periodischen stetigen Funktionen auf M. 
Dieser kann mit 


C 2 jr = {x e C[-7r,:7r]: x(-jt) = x(7r)} 


identifiziert werden. 

Satz IV.2.7 (Zweiter Korovkinscher Satz) 

Für n e N sei T„ € L{C 2 n), und sei positiv. Setze xo(t) = 1, Xi(f) = cos f, X 2 (t) = sint. 
Gilt T„Xi —> Xi für i = 0,1,2, so folgt T„x xfür alle x e € 271 - 

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum vorherigen, wenn man von der Hilfsfunktion 
^/(s) = sin^ ly ausgeht und zu x e C 27 T und £ > 0 ein 3 > 0 mit 

y,{s)<S ^ |x(£)-x(f)| < £ 

wählt; bemerke, dass wegen 

1 

yfs) = 2 ^^ ~ ^ f - sin s sin t) 

wiedery, e lin{xo,xi,X2} gilt. □ 

Wir werden den zweiten Satz von Korovkin zum Beweis von Satz IV.2.11 benutzen. 
Zum Schluss dieses Abschnitts folgen noch einige Anwendungen. Zunächst geht es um 
Quadraturformeln. Um das Integral x(t) dt für eine stetige Funktion x angenähert zu 
berechnen, bedient man sich häufig Näherungsformeln der Gestalt 

ß« W = ^ 

1=0 

fl 

und fragt nach der Konvergenz ß„(x) ^ Jq x{t) dt für x e C[0,1]. In der Regel kann man 
für genügend oft differenzierbare x diese Konvergenz beweisen (z. B. Sehnentrapezregel 
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für X e C^, Simpsonregel für x e Allgemein gilt der folgende Satz, dessen funk¬ 
tionalanalytisch interessantester Aspekt die Notwendigkeit von (ii) ist. 

Satz IV.2.8 (Satz von Szego) 

Sei Q„ wie oben. Dann sind äquivalent: 

(i) Qn(x) fg x(t) dt für alle x e C[0,1]. 

(ii) Qnix) Jg x{t) dt für alle Polynome und sup ^ < oo. 

n 1 = 0 

Beweis. Der Schlüssel zum Verständnis des Satzes von Szego liegt in der Gleichheit 

1 = 0 

wo wir Qn e (C[0,1])' aufgefasst haben, (i) (ii) folgt dann aus dem Satz von Banach- 
Steinhaus und die umgekehrte Implikation aus dem Satz von Weierstraß mit Hilfe eines 
einfachen Approximationsarguments (vgl. Aufgabe III.6.18 für einen ähnlichen Schluss). 

□ 


Für die Trapezregel gilt beispielsweise 


Qn{x) = - 
n 


1 /x(to)+xit„) 


-i-x(ri) H-... H-x(r„_i) 


mit tj = also ||ß„|| = 1. Da ß„(x) ^ fgx{t)dt für x G gilt, also insbesondere 
für Polynome, gilt nach (der einfachen Hälfte von) Satz IV.2.8 die Konvergenz für alle 
stetigen Funktionen auf [0,1]. SatzIV.2.8 gibt allerdings keinen Aufschluss über eine 
Fehlerabschätzung. 

Abschließend diskutieren wir die Konvergenz von Fourierentwicklungen. Sei x: K —>• K 
eine 27r-periodische und über [-7r,7r] integrierbare Funktion. Die Fourierreihe von x ist 
dann die (formale) Reihe 


ÖO 

- + 

2 


OO 

cos kt + bk sin kt) 

k=\ 


(IV.4) 


mit 

1 r 

tik = — I x(t) COS kt dt (A: = 0,1,2,...), 

^ J-n 

1 r 

t>k= — I x(t) sinkt dt (A: = 1,2,...). 

J-7Z 


Die ak und bk heißen die Fourierkoeffizienten von x. Die Fourierreihe (IV.4) ist insofern 
zunächst eine formale Reihe, als noch nichts über ihre Konvergenz ausgesagt ist. 
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geschweige denn, dass sie gegen x{t) konvergiert. (Vergleiche mit dem Vorgehen bei 
Taylorreihen!) Wenn aber eine Reihe der Form (IV.4) gleichmäßig gegen x konvergiert, 
folgt durch Multiplikation mit coskot bzw. sinket und gliedweise Integration, dass die 
Koeffizienten ak und bk notwendig die angegebene Form haben. 

Das Konvergenzproblem von Fourierreihen werden wir mit Hilfe der Sätze von Banach- 
Steinhaus und Korovkin näher analysieren. Als erstes bringen wir eine hinreichende 
Bedingung für die gleichmäßige Konvergenz. Dazu benötigen wir eine Integraldarstellung 
der M-ten Partialsumme 


CIq ^—> 

(x, ^ sin kt) 


k=l 


mit ük und bk wie oben. Funktionalanalytische Methoden kommen dann durch die Unter¬ 
suchung der Funktionale x Sn{x, t) (t fest) ins Spiel. Durch Einsetzen der Integrale für 
ük und bk erhält man 


Sn{x, t)= — 
jt 


i r 1 

— I x(s) - + / (cos ks cos kt + sin ks sin kt) 

k=\ 

i r r 1 

- 2 +e 

^ L k=i 

\ rn fl " 

^ / ^(^ + 0 2 +E 

^ L A:=l 


COS k{s - 1) 


cos ks 


- , , sin(MH-2)s 

— / x(iH-f)-^—-— ds, 


1 r 

tt J-n ' 


2 sin I 


ds 


wo nacheinander die Definition der ük und bk, die Additionstheoreme der trigonometri¬ 
schen Funktionen sowie die 27r-Periodizität von x ausgenutzt wurden. Die letzte Gleichheit 
sieht man, indem man ins Komplexe geht und die Formeln e“ = cos t + i sin t, e“ - e " = 
2i sin t sowie die Summenformel für die (endliche) geometrische Reihe verwendet: 


1 

- -I- cos ks 
^ k=l 


1 

2 

1 

2 

1 

2 


n 

cos ks 

k = -n 

t 

k = -n 

(2n+l)is _ 1 

e“ -1 


1 g(n+j)is _ g-(«+j)!J 

2 


1 sin(n -I- j)^ 

2 sin I 
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Man nennt die hier auftauchende Funktion 


D„(s) 


1 sin(n + 

2 sin j 


die man durch D„(0) = n + ^ an der Stelle s = 0 stetig ergänzt, den w-ten Dirichletkern. 
Die obige Darstellung für s„ lässt sich also kurz als 


1 r 

Sn(x, t) = — I x(s + t)Dn{s) ds 
J-n 


schreiben. 

Satz IV.2.9 Ist x: K —» M 2tt -periodisch und stetig differenzierbar, so konvergiert die 
Fourierreihe von x gleichmäßig gegen x. 

Beweis. Da für x= \ alle Partialsummen = 1 sind, folgt aus der obigen Darstellung 

1 r 

1 = — / D„(s)ds. 

tt J-ji 


Damit ist für alle x und alle 0 < h < jt 


\s„ix,t)-x{t)\ 


1 

7t 



+ t) - x(t))D„(s) ds 


1 

< — 
7T 




Sei e > 0 gegeben. Wähle h < jt mit 0 < h < e/ijt\\x'\\oo)- Dann ist nach dem 
Mittelwerts atz 



/ 

L 


|x(^ + t)-x(t)\ 


-h 

h 


2sinlf 


■ ds 


-h 2 sin Y 


<2h\\x'U-, 


|sin(n + i)Ä| 


denn sin m > für alle 0 <M< |. Folglich gilt 



< e 


Vf. 
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Betrachten wir nun . .)■ Wir setzen 


x{s + t)-x{t) 1 

fAs )=——-, m = n +2 

2 sin I ^ 


und bemerken, dass/, e C'[/i,7r] mit sup^gjj ||/,||oo < oo, sup,gR ||/'||oo < oo. Durch 
partielle Integration folgt 


r 


-1 

s-n 

1 ft(s) sin ms ds 

= 

f,{s )— cos ms 

-ff, (^) — COS ms ds 

Jh 


m 

.s=h Jh m 


wo die Konstante c von t unabhängig ist. Also existiert rioie) mit 




M + I 


Y < e Vn > no(e), Vf. 


Zusammen ergibt sich für hinreichend große n (das Integral (...) wird genauso 
behandelt) 


1 

|j:(f)-s„(x,f)| < — {e + e + e} < e Vf, 

71 

und das zeigt die Behauptung. □ 

Die Stetigkeit von x ist allerdings nicht hinreichend, um auch nur die punktweise Kon¬ 
vergenz der Fourierreihe gegen x zu erzwingen. Dies werden wir nun mit Hilfe des Satzes 
von Banach-Steinhaus zeigen. 

Satz IV.2.10 Es gibt stetige Ijt-periodische Funktionen, deren Fourierreihen nicht in 
jedem Punkt konvergieren. 

Beweis. Eine 2?!-periodische stetige Funktion kann mit einem Element des Raums 
Cin = {.V e C[-7r,7r]: x{jt) =x{-~n)} 

identifiziert werden. Versieht man C 2 n mit der Supremumsnorm, erhält man einen Banach- 
raum. Hätten alle x e C 2 jz überall konvergente Eourierreihen, so wäre für jedes f e [-tt, jt] 
die Folge (s„(x, für alle x e C 2 n beschränkt. Der Satz von Banach-Steinhaus liefert 
dann für alle f 


sup ||^„(-,f)|| < oo; (IV.5) 


hier ist Sni ■ ,t) e aufzufassen. 
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Betrachte nun f = 0 (jedes andere t würde es auch tun). Die Norm von s„(- ,0) e 
C{-n ,71]' hatten wir in Beispiel (g) von Abschn. II. 1 ausgerechnet. Eine leichte Modifika¬ 
tion liefert auch hier 


IknC- >0)||q^ = - f |ö„(j)| ds =: 

^ J-TT 

(Das folgt auch aus der im Rieszschen Darstellungssatz II.2.5 behaupteten Isometrie.) 
(IV.5) ist daher im Fall t = 0 äquivalent zu 

sup/„ < oo. (IV.6) 


Andererseits ist 


1 r 

ln = - 

^ J-n 


|sin(n H- ^)i'| 


1 

ds > — I |si 

^ J-7T 


|2sin I 

Mit der Variablensubstitution a = (n + ^)s ergibt sich nun 


, ds 
|sin(n + i)Ä| —. 


2 

— 

TT 


L 


(«+^)7r 

|sincr| — 

G 


-t,f 


da 


k=l 


2 ” 1 

> - V — / |sinCT|r/cr 



1 

k’ 


also folgt ^ oo im Widerspruch zu (IV.6). Daher kann (^„(jc, 0))^^^^ nicht für alle 
X € C 2 n konvergieren. □ 


Damit ist natürlich noch kein solches x konstruiert. Das erste konkrete Beispiel ei¬ 
ner stetigen Funktion x mit bei t = Q divergierender Fourierreihe wurde 1876 von 
DuBois-Reymond angegeben; man kann Funktionen der Gestalt x{t) = A{t) sin(a)(r)t) mit 
geeigneten Ait) —>• 0 und u>{t) —>• oo für t ^ 0 wählen. 

Im Unterschied zur Theorie der Taylorreihen gilt für Fourierreihen übrigens: Wenn die 
Folge [s„{x, tfj konvergiert, ist ihr Firnes notwendig = x(t) für stetiges x. Außerdem gilt 
der sehr tiefliegende Satz von Carleson: 

• Für X G L^[-7r, tt] konvergiert die Fourierreihe fast überall. 
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Für stetige Funktionen gilt stets folgendes Resultat. Wir betrachten Sn{x, t) wie oben 
und dazu die arithmetischen Mittel 



n-\ 

^Sk(x, •)- 


Satz IV.2.11 (Satz von Fejer) 

Für X G C 2 jr (T„x) gleichmäßig gegen x konvergent. Mit anderen Worten: Die 
Fourierreihe von x konvergiert gleichmäßig gegen x im Sinn von Cesäro. 


Beweis. Wir verwenden den zweiten Satz von Korovkin, SatzIV.2.7. Der Diskussion von 
S. 162 entnehmen wir die Darstellung 


{TnX){t) ■■ 


1 

E Skix, t) 




1 1 r 

=-/ x(s + t) 

n 7t J_„ 


ELÖ sin(k + 


2 sin; 


ds. 


und es gilt (geometrische Reihe!) 


n-1 n-l 

sin(A: + = Im ^ 


k=0 


k=a 


= Im 


= Im 


= Im 



^ins 


e'"" - 1 
e“ - 1 

-1 


gis/2 _ g-is/l 

cos ns - \ + i sin ns 
2i sin 2 


1 - cos ns 
2 sin I 

sm 

sinf 


Setzt man 


Fnis) = 


1 sin^ n I 
2n sin^ | 


für s' 7 ^: 0 und F„(Q) = so erhält man den stetigen Fejerkern und die Integraldarstellung 

{TnX){t) = — f x(s + t)F„(s) ds, 

J-n 
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und da Fn{s) > 0 für -tt < s < n gilt, ist T„ ein positiver linearer Operator auf C 2 n- Für 
xo(f) = 1, JCi (f) = cos f, X 2 {t) = sin t gilt schließlich 

Sk{xQ, •) = > 0 , 

Äo(xi, •) = 'Sofe, •) = 0, 

Sk(xi, ■)=xi, Sk(x2, ■) = X2 v^> 1; 

folglich 

« - 1 n - 1 

FiiXq — FfiX\ — Xi, TfiX2 — X2- 

n n 

Somit sind alle Voraussetzungen von SatzIV.2.7 erfüllt, und es folgt, dass lirnX-xHoo —^ 0 
für alle x e C 2 ti ■ □ 

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Funktion der Bauart 

N 

COS nt + bn sinnt) (V e N). 

«=0 

Korollar IV.2.12 (Zweiter Approximationssatz von Weierstraß) 

Die trigonometrischen Polynome liegen dicht in (C2jr, || ■ ||oo)- 

Beweis. Für x € C 2 n ist TnX ein trigonometrisches Polynom, wo Tn gemäß Satz IV.2.11 
definiert ist. Es bleiht, diesen Satz anzuwenden. □ 


IV.3 Der Satz von der offenen Abbildung 

Wir beginnen mit einer Definition. 

► Definition IV.3.1 Eine Abbildung zwischen metrischen Räumen heißt ojfen, wenn sie 
offene Mengen auf offene Mengen abbildet. 

Im Gegensatz zur analogen Definition der Stetigkeit kann man hier offene Mengen 
nicht durch abgeschlossene Mengen ersetzen; mit anderen Worten, eine offene Abbildung 
braucht abgeschlossene Mengen nicht auf abgeschlossene Mengen abzubilden. Hier ein 
Beispiel: Die Abbildung p: K, {s, t) s, ist offen, bildet aber die abgeschlossene 

Menge {(j, t): s > 0,st > 1} auf (0, oo) ab. 

Die obige Definition ist maßgeschneidert, um die Stetigkeit von inversen Abbildungen 
zu untersuchen, denn es ist klar, dass eine bijektive Abbildung genau dann offen ist, wenn 
ihre Inverse stetig ist. 
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Wir sind an der Offenheit linearer Abbildungen zwischen normierten Räumen interes¬ 
siert. Dafür ist das folgende Kriterium nützlich. 

Lemma IV.3.2 Für eine lineare Abbildung T: X ^ Y zwischen normierten Räumen X 
und Y sind äquivalent: 

(i) T ist offen. 

(ii) T bildet offene Kugeln um 0 auf Nullumgebungen ab; m.a.W., mit Ur '■= e X: 
||x|| < r], Vg := {j e Y\ llyll < e] gilt 

Vr > 0 3e > 0 V, C nU^). 

(iii) 3e > 0 C T{Ui). 

Beweis, (i) ^ (ii) folgt aus 0 € T(Ur) und der vorausgesetzten Offenheit dieser Menge. 

(ii) ^ (i): Sei O C X offen und x e O, also Tx e T{0). Da O offen ist, existiert r > 0 
mit X + Ur C O, folglich Tx -i- TfUr) C T{0). Mit (ii) folgt Tx + Vs C T(0). Da x beliebig 
war, muss T(0) offen sein. 

(ii) (iii): Das ist klar. □ 


Beispiele 

(a) Jede Quotientenabbildung (Definition II. 1.7) ist offen. 

(b) Die Abbildung T: £°° ^ cq, (tf) h-> (^4), ist nicht offen, denn T{U\) = {(f„) G 
cq: \t„\ < i Vn e N}, und diese Menge ist keine Nullumgebung. 

Offensichtlich ist eine offene lineare Abbildung surjektiv. Der folgende Satz von 
Banach, der bei vollständigen Räumen die Umkehrung garantiert, ist einer der wichtigsten 
Sätze der Funktionalanalysis, wie aus seinen zahlreichen Korollaren deutlich werden wird. 

Theorem IV.3.3 (Satz von der offenen Abbildung) 

Seien X und Y Banachräume und T G L{X, Y) surjektiv. Dann ist T offen. 

Beweis. Wir zeigen (iii) aus Lemma IV.3.2. Der Beweis hierfür zerfällt in zwei Teile. 

7. Teil. Zunächst wird mit Hilfe der Vollständigkeit von Y gezeigt: 

3eo >0 c nUx) (IV.7) 

(Die Bezeichnungen sind wie in Lemma IV.3.2.) Zum Beweis schreiben wir Y = 
UneN TiUn)', dies ist möglich, da T surjektiv ist. Nach dem Baireschen Kategoriensatz 
(Satz IV. 1.3 bzw. IV. 1.4) existiert A G N mitint(7’(7/Af)) ^ 0. Es existieren also yo e T{Un) 
und e > 0 mit 


z-yoll<e =1^ zeTiÜN). 
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Nun ist T{Un) symmetrisch, d. h., diese Menge enthält mit z auch -z, denn T(Um) ist 
symmetrisch und daher auch der Abschluss. Deshalb hat -yo dieselbe Eigenschaft. 

Sei nun ||y|| < e. Dann gilt ||(yo +y) -yoll < s, also yo +y e T(Un)- Analog zeigt man 
-yo + y e T{Un)- Daraus folgt 


1 1 _ 

y= -iyo + y) + -{-yo + y) e t{Un), 


denn T(Un) ist als Abschluss einer konvexen Menge konvex. Es ist damit Vf, C T{Un) 
gezeigt, woraus Vs/n C T{Ui) folgt. 

2. Teil. Sei eo wie in (1V.7). Mit Hilfe der Vollständigkeit von X werden wir nun sogar 

C TiUi) (IV.8) 

schließen, woraus wegen Lemma IV.3.2 die Offenheit von T folgt. 

Zum Beweis sei ||y || < eo- Wähle e > 0 mit ||y || < e < eo und betrachte y ;= ^y. Dann 
ist llyll < eo, und nach (IV.7) gilty e T{U\). Es existiert alsoyo = Txq e T{U\) mit 

||y-yo|| < aeo, 

wobei wir 0 < er < 1 so klein gewählt haben, dass 


eo 1 - er 

ausfällt. Betrachte als nächstes (y-yo)/o' e I4„. Es existiert wieder nach (IV.7) y\ = Tx\ e 
r(t/i)mit 


y-yo 

a 



< oisq. 


das heißt 


||y-(yo + a!yi)|| < a^eo. 

Jetzt behandle (y - (yo + «yi))nach derselben Methode, um y 2 = Tx2 e T{Ui) mit 

||y - (yo + ay 1 + a^yz) || < a^eo 

zu erhalten. Auf diese Weise wird induktiv eine Folge (x„)„>o in U\ mit 





eo 
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definiert. Wegen a < 1 konvergiert absolut, daher (Lemma 1.1.8) existierter := 

a'xi € X, und nach Konstruktion ist Tx = y. Setze noch x := dann ist Tx = y und 


£ ii—ii £ iii II £ i 

— < — / “ < — / ö 

^ 


s 1 

fio 1 - a 


< 1 


nach Wahl von a. Es folgt y e T{U\). □ 

Aus der obigen Bemerkung über inverse Abbildungen ergibt sich sofort eine wichtige 
Konsequenz. 

Korollar IV.3.4 Sind X und Y Banachräume und ist T € L{X, Y) bijektiv, so ist der inverse 
Operator L * stetig. 

Korollar IV.3.5 Sind || . || und ||| . ||| zwei Normen auf dem Vektorraum X, die beide X zu 
einem Banachraum machen, und gilt für ein M > 0 


|x|| < M|||x||| Vx € X, 


so sind II . II und ||| . ||| äquivalent. 

Beweis. Wende Korollar IV.3.4 auf die stetige Identität 

Id:(A,|||.|||)^(Z,||.||) 


an. □ 

Korollar IV.3.6 X und Y seien Banachräume, und T e L{X, Y) sei injektiv. Genau dann 
ist als Operator von ran(7’) nach X stetig, wenn ran(r) abgeschlossen ist. 

Beweis. Ist ran(7’) abgeschlossen, so ist ran(r) ein Banachraum, und T kann als bijektive 
Abbildung zwischen den Banachräumen X und ran(r) angesehen werden. Nach Korol¬ 
lar IV.3.4 ist 7^' stetig. Ist umgekehrt stetig, so ist T ein Isomorphismus zwischen X 
und ran(7’). Mit X ist dann auch ran(7’) vollständig, also abgeschlossen (Lemma 1.1.3). □ 

Die Resultate der folgenden Abschnitte können ebenfalls als Korollare des Satzes von 
der offenen Abbildung angesehen werden. 
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IV.4 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen 

Die in diesem Abschnitt besprochenen Operatoren besitzen viele Eigenschaften, die 
stetigen linearen Abbildungen zukommen, ohne selbst stetig zu sein. 

► Definition IV.4.1 Seien X und Y normierte Räume, D C X sei ein Untervektorraum, T: 
D ^ Y sei eine lineare Abbildung. Dann heißt T abgeschlossen, falls gilt: Konvergiert die 
Folge (x„), Xn e D, gegen x e A und konvergiert (7x„), etwa gegen y & Y, so folgt x e D 
und Tx = y. 

Ist T auf D C X definiert, schreibt man dom(r) = D bzw. T:X D dom(r) —>■ Y. 
Beachte, wie sich die Abgeschlossenheit von der Stetigkeit von T unterscheidet: Für 
den Spezialfall dom(7’) = X betrachte die Aussagen 

(a) Xn X, 

(b) (Txn) konvergiert, etwa Txn y, 

(c) Tx = y. 

Dann gilt: 

• T ist stetig, falls „(a) ^ (b) & (c)“. 

• T ist abgeschlossen, falls „(a) & (b) (c)“. 

Eine Bemerkung zur Bezeichnung: Definition IV.4.1 ist nicht als Analogon zu Defi¬ 
nition IV.3.1 zu verstehen; ein im Sinne von Definition IV.4.1 abgeschlossener Operator 
bildet abgeschlossene Mengen i. Allg. nicht auf abgeschlossene Mengen ab. Präziser wäre 
der Begriff „graphenabgeschlossen“, vgl. Lemma IV.4.2. 

Für eine lineare Abbildung T: X D D Y (D C X Untervektorraum) ist der Graph 
von T definiert als 


gr(r) := {(x, Tx): x e D} C A x F. 

Lemma IV.4.2 Seien X, Y, D und T wie in Definition IV.4.1. 

(a) gr(r) ist ein Untervektorraum von A x F. 

(b) T ist genau dann abgeschlossen, wenn gv{T) inX®\ Y abgeschlossen ist. 

Beweis, (a) ist trivial, und (b) ist es letztendlich auch: gr{T) ist genau dann abgeschlossen, 
wenn 

(x„, Txn) {x,y) ^ (x,y) e gr{T) 

gilt, und das ist äquivalent zu 

Xn X, Txn —> y ^ X e D, Tx = y. 
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d. h. zur Abgeschlossenheit von T. 


□ 


Beispiele für abgeschlossene Operatoren sind viele Differentialoperatoren. Wir be¬ 
handeln den einfachsten Fall, den Ableitungsoperator für Funktionen einer reellen 
Veränderlichen. Wir bezeichnen Ableitungen hier mit x statt V. 

(a) Sei X = Y = C[-l, 1] und D = C'[-l, 1]. Der Operator T: X D D F sei 
durch Tx = X definiert. Ein bekannter Satz der Analysis über die Vertauschbarkeit von 
Differentiation und Limesbildung zeigt, dass T abgeschlossen ist. 

(b) SeienjetztZ = Y = L^[-l, 1] undDund T wie oben. Dann ist T nicht abgeschlossen. 

Betrachte nämlich x„{t) = {fi + x{t) = |t| und y{t) = 1,0,-1, je nachdem, ob f > 0, 
f = 0 oder t < 0. Dann konvergiert (x^) gleichmäßig gegen x, also erst recht in L^[-l, 1], 
und (Tx„) konvergiert gegen y in 1] (aber nicht gleichmäßig), jedoch x ^ D. 

(c) Dass T in Beispiel (b) nicht abgeschlossen ist, liegt weniger an dem Operator als an 
seinem Definitionsbereich. Betrachten wir statt D = den Defmitionsbereich 


Dq := {x e L^[-l, 1]: x ist absolutstetig und je e 1]}. 


Zur Definition der Absolutstetigkeit sei auf Definition A. 1.9 verwiesen. Nach dem Haupt¬ 
satz der Differential- und Integralrechnung in der Lebesgueversion, Satz A. 1.10, existiert 
für absolutstetige Funktionen x die Ableitung x fast überall und kann als Element von 
L'[-1, 1] aufgefasst werden. 

Wir werden zeigen, dass T. X Z) Dq ^ Y abgeschlossen ist. Seien dazu Xn e Dq, 
x,y e L^[-l, 1] mit x„ x und x„ ^ y in 1]. Eür alle t e [-1,1] gilt (vgl. 

Satz A. 1.10) 



Daraus werden wir schließen, dass (x„) gleichmäßig konvergiert. Für t e [-1,1] ist nämlich 
(der dritte Schritt benutzt die Höldersche Ungleichung) 




= -^\\Tx„-y\\i2 


0 . 
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Also gilt 


j x„{s)ds-^ J y(s)ds 


gleichmäßig in t. Außerdem ist 

- X,n(-l) = Xnit)-Xm(t) + j [Xm{s) - X„{s)) ds, 

also (einsetzen und Dreiecksungleichung für || . \\ii) 


M-i)-xA-i)\ = 


/: 


1 \ 2 
2 


\Xn{-l) - Xm{-y)\ dt 


< 


1 

V! 


/: 


\Xn{t)-Xm{t)\ dt 


/:i/: {x„(s) -x„(s)) ds 


dt 


so dass (x„(-l)) eine Cauchyfolge ist; denn die Folge {^f .^Xn{s)ds^ ist nach dem ersten 
Teil eine Cauchyfolge, und zwar gleichmäßig in t. 

Setze a = lim„^oo x„(-l) sowie z(t) = a + y(s)ds. Die Funktion z ist ahsolutstetig 
als Integralfunktion einer L'-Funktion, und es gilt z{t) = y(t) fast überall, vgl. Satz A. 1.10. 
Also gilt z e Do sowie Tz = y. Da jedoch x„ ^ z gleichmäßig und x„ ^ x in L^[-l, 1], 
ist x(t) = zit) fast überall, also x = z als Äquivalenzklassen in 1]. Deshalb ist T 

abgeschlossen. 

Den Zusammenhang zwischen stetigen und abgeschlossenen Operatoren stellt das 
folgende Lemma her. Die dort auftauchende Norm wird auch Graphennorm genannt. 


Lemma IV.4.3 Seien X und Y Banachräume, D G X ein Untervektorraum und T: X D 
D ^ Y abgeschlossen. Dann gilt: 


(a) D, versehen mit der Norm |||x||| = ||x|| -i- ||7x||, ist ein Banachraum. 

(b) T ist als Abbildung von (D, |{| . |||) nach Y stetig. 


Beweis, (a) Ist (x„) C D eine ||| . |||-Cauchyfolge, so sind (x„) und (Tx«) jeweils || . ||- 
Cauchyfolgen, und die Limiten x = limx„ und y = lim 7x„ existieren. Da T abgeschlossen 
ist, gilt X e D und y = Tx. Daraus folgt |||x„ -x||| —0. Also ist (D, ||| . |||) vollständig. 

(b) Das ist klar, da || 7x|| < ||x|| + || 7x|| = |||x||| für alle x e D. □ 

Der folgende Satz ist das Analogon zum Satz von der offenen Abbildung für abge¬ 
schlossene Operatoren. Er zeigt insbesondere die Stetigkeit des inversen Operators eines 
abgeschlossenen Operators zwischen Banachräumen. 
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Satz IV.4.4 Seien X und Y Banachräume, D C X ein Untervektorraum und T. X D D 


Y abgeschlossen und surjektiv. Dann ist T offen. Ist T zusätzlich injektiv, so ist T ^ stetig. 


Beweis. Nach LemmaIV.4.3 und TheoremIV.3.3 ist T\ (Z), ||| . |||) —> Y offen. Wegen 
ll-t^ll < llklll für allez e D ist jede || . ||-offene Teilmenge von D auch ||| . |||-offen. Also ist 
T offen bezüglich der Originalnormen, und T ' ist stetig bezüglich der Originalnormen. □ 

Nun beweisen wir den Hauptsatz dieses Abschnitts. 

Theorem IV.4.5 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) 

Es seien X und Y Banachräume, und T: X ^ Y sei linear und abgeschlossen. Dann ist T 
stetig. 

Beweis. Nach LemmalV.4.3 ist T stetig bezüglich der Graphennorm ||| . ||| auf X. Nach 
KorollarIV.3.5 sind || . || und ||| . ||| äquivalent, denn || . || < ||| . |||, und beide erzeugen 
Banachräume (nach Voraussetzung bzw. LemmaIV.4.3). Also ist T stetig bezüglich der 
Originalnorm. □ 

Kurz formuliert besagt der Satz vom abgeschlossenen Graphen, dass ein auf einem 
ganzen Banachraum definierter abgeschlossener Operator automatisch stetig ist. Dieser 
Satz und KorollarIV.2.5 illustrieren, warum es praktisch unmöglich ist, einen unstetigen 
linearen Operator auf einem Banachraum explizit anzugeben. 

Als Anwendung soll nun ein Satz von Toeplitz über Summierbarkeitsmethoden gezeigt 
werden. Gegeben sei eine unendliche Matrix (ay),'6NjeN- Einer Folge (j,),gN kann dann 
eine Folge (er,gemäß 


00 



(1V.9) 


zugeordnet werden, vorausgesetzt, die Reihen in (IV.9) konvergieren. Das bekannteste 
Beispiel ist die Cesäro-Methode, wo fl,y = 4 für j < i und = 0 für j > i. (Diese 
Summierbarkeitsmethode ist uns im Satz IV.2.11 bereits begegnet.) Toeplitz zeigte 1911 
folgenden Satz, für den Banach später einen funktionalanalytischen Beweis gab. 

Satz IV.4.6 Dafür, dass mittels (aij) konvergente Folgen (^,■) auf zum selben Limes 
konvergente Folgen (er,) abgebildet werden, sind folgende Bedingungen notwendig und 
hinreichend: 


(a) lim,'^oo fly = Ofür alle j, 

(b) sup,.^“j \aij\ < oo, 

(c) lim,-^oo fly = 1. 
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Beweis. Wir schreiben Ax = (ct,) für eine Folge x = (^,). 

Zuerst wird gezeigt, dass (a), (b) und (c) zusammen hinreichend sind. Aus (b) folgt 
nämlich unmittelbar, dass A eine stetige lineare Abbildung von in sich definiert. Ferner 
zeigen (a) und (b), dass A Nullfolgen auf Nullfolgen abbildet (für die Cesäro-Methode ist 
das eine klassische Übungsaufgabe der Analysis), und (c) liefert die Konvergenz von Al 
gegen 1, wo 1 = (1,1,1,...). Daraus ergibt sich die Hinlänglichkeit. 

Als nächstes wird die Notwendigkeit von (a) und (c) bewiesen. Das ist klar, da (a) 
äquivalent dazu ist, dass Aej e co für alle j e N ist {ej = j-ter Einheitsvektor), und da (c) 
äquivalent zu Al e c mit limAl = 1 ist. Kommen wir nun zur Notwendigkeit von (b), 
die der interessanteste Aspekt dieses Satzes ist. Nach Voraussetzung kann A als lineare 
Abbildung von cq nach co aufgefasst werden. Wegen der Isometrie Cq = £' ist (b) zur 
Stetigkeit von A äquivalent; diese ist also zu zeigen. Nach Theorem IV.4.5 genügt es, die 
Abgeschlossenheit von A zu zeigen, die ihrerseits folgt, sobald die Implikation 

Xn 0, Ax„ ^ y ^ y = 0 

bewiesen ist. Zum Beweis hierfür sei i fixiert. Für alle Nullfolgen x = (sj) konvergiert 
die Reihe flyi/ =: i(x) nach Voraussetzung. Das lineare Funktional f: co -» K ist 
punktweiser Limes der stetigen linearen Funktionale f„(x) := ^"=1 selbst stetig 

(KorollarIV.2. 5). Es folgt (OyOyeN e f', d. h. |fly| < 00 . Deshalb gilt für festes i e N 
und x„ = (sf^)jeN 0 


7=1 

Daher konvergiert {Axn) komponentenweise gegen 0. Ealls also {Axn) bezüglich || . || 
konvergiert, muss der Limes = 0 sein, was nur zu zeigen war. □ 


IV.5 Der Satz vom abgeschlossenen Bild 

In Korollar III.4.6 wurde ein Kriterium für die Lösbarkeit der Operatorgleichung Tx = y für 
stetige lineare Operatoren mit abgeschlossenem Bild angegeben. Das folgende Kriterium 
ist nützlich, um diese Voraussetzung zu überprüfen. 

Theorem IV.5.1 (Satz vom abgeschlossenen Bild) 

X und Y seien Banachräume, und es sei T e L{X, Y). Dann sind folgende Aussagen 
äquivalent. 

(i) ran(7’) ist abgeschlossen. 

(il) ran(r) = ker(7’')x 
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(iii) ran(7’') ist abgeschlossen. 

(iv) ran(r') = ker(r)-‘- 

Die Bezeichnungen und V± wurden in (1II.4) und (III.5) eingeführt. Zum Beweis 
werden zwei Lemmata benötigt, die von eigenem Interesse sind. 

Lemma IV.5.2 X und Y seien Banachräume, und T e L{X, Y) habe abgeschlossenes Bild. 
Dann existiert K > 0 mit: 

'iy e ran(r) 3xeX-.Tx = y und ||.t:|| < /i:||y|| 

Beweis. Betrachte die kanonische Faktorisierung 

X- - -^ ran(T) 


X/ ker(T) 

Hier ist T bijektiv und stetig zwischen den Banachräumen (!) X/ ker(7’) und ran(7’). Nach 
Korollar IV.3.4 ist 7 ' stetig; nach Definition der Quotientennorm gilt daher die Aussage 
für alle K mit K > || 7“' ||. □ 

Lemma IV.5.3 X und Y seien Banachräume, und es sei 7 € L{X, Y). Es existiere c > 0 mit 

cliyil < liryil vy e Y'. 

Dann ist 7 ojfen und insbesondere surjektiv. 

Beweis. Setze wie in Abschn. IV.3 

f/g = {x e X-. ||a:|| < e}, 

V, = {yeY-. Ilyll <£}. 


Es reicht nach Lemma IV.3.2, Vc C T(Ui) zu zeigen. Dazu genügt es, 14 C T{U\) =: D zu 
zeigen, wie der zweite Teil des Beweises von Theorem IV.3.3 klarmacht. 

Sei also yo e 14, d. h. ||}'o|| < c. Wäre yo ^ D, so existierten nach dem Trennungssatz 
von Hahn-Banach (Satz III.2. 5) y' e Y' und a e K mit 




Rey(3;) <a< Rey(jo) '^y e D. 
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Insbesondere gilt für alle jc e t/i 

Re(ry)(x) = Rey(ry < a < Rey(yo) 


und deshalb 


liryii = iiReryii = sup(ry)(y < Reyyo) 

x&Ui 

< b^o)! < iiyiiiboii <ciiyii 

im Widerspruch zur vorausgesetzten Ungleichung. Also muss yo e D sein, womit das 
Lemma bewiesen ist. □ 

Beachte, wie Lemma IV.5.3 die Aussage von SatzIIL4.5 

T hat dichtes Bild V ist injektiv 

verschärft. 

Beweis von Theorem IV.5.1 : 

(i) (ii): Das ist SatzIIL4.5 (=i>) bzw. trivial (<i=). 

(i) ^ (iv): Zunächst gilt (auch ohne Voraussetzung (i)) ran(7’') C ker(7’)-‘-, denn 
T'yix) = y'{Tx) = 0 für x e ker(7’). Sei nun V e ker(7’)-‘-. Betrachte die wohldefmierte 
lineare Abbildung 


z': ran(7’) K, y h» x'{x) falls Tx = y. 

z' ist stetig: Sei nämlich K wie in Lemma IV.5.2. Dann ist füry e ran(r) und geeignetes x 
mit Tx = y 


k'(y)l = y(x)|<||V|| iwi < ||V||/:||y||. 

Sei y' e Y' eine Hahn-Banach-Fortsetzung von z !; dann ist V = T'y', da 
x'{x) = z'(Tx) = y'(Tx) = (T'y')(x) Vx e X. 


Das zeigt ker(r)-‘- C ran(r'). 

(iv) ^ (iii): Klar, da Annihllatoren abgeschlossen sind. 

(iii) (i): Betrachte den abgeschlossenen Unterraum Z = ran(7’) von Y und S e 
L(X, Z), definiert durch Sx = Tx. Für y' e Y' und x G Z ist dann 


(ry)(x) = y'(Tx) = y'l^iSx) = [S'(yy)](x), 
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d. h. T'iy') = S'iy'l^y, folglich gilt ran(r') C ran(y). Ist umgekehrt 5'(z') e ran(S'), so 
gilt nach dem obigen Argument S'z' = T'y' für jede Hahn-Banach-Fortsetzung y' e Y' von 
z' e 7!, zusammen also ran(r') = ranCy). Insbesondere ist nach Voraussetzung ran(S') ab¬ 
geschlossen. Da S dichtes Bild hat, ist nach Satz III.4.5 S' injektiv; S' ist daher eine stetige 
Bijektion zwischen den Banachräumen Z' und ran(y). Zwischen diesen Räumen wirkt S' 
als Isomorphismus (Korollar IV.3.4), insbesondere gilt für ein c > 0 

cllz'll < ||5'z'|| Vz'eZ'. 

Nach LemmaIV.5.3 ist ran(5) = Z, also ran(7’) = Z, und T hat abgeschlossenes Bild. □ 

In Abschn. VIII.9 wird der Satz vom abgeschlossenen Bild erneut von einem allgemei¬ 
neren Standpunkt aus analysiert; außerdem sei auf Aufgabe VII.5.19 verwiesen. 


IV.6 Projektionen auf Banachräumen 

Eine Projektion auf einem Vektorraum ist eine Abbildung mit = P. In der linea¬ 
ren Algebra wird gezeigt, dass es zu jedem Untervektorraum U eines Vektorraums X 
einen Komplementärraum V derart gibt, dass X algebraisch isomorph zur direkten Summe 
U ® V ist. Die zugehörige Projektion von X auf U ist dann linear. (All das folgt aus dem 
Basisergänzungssatz.) 

Ist X zusätzlich normiert, ist man an der Existenz stetiger linearer Projektionen inter¬ 
essiert. Außerdem möchte man wissen, ob der normierte Raum X nicht nur algebraisch, 
sondern auch topologisch isomorph zu {/ 0 V, wie üblich versehen mit einer der Normen 
aus Satz 1.3.3, ist, mit anderen Worten, ob (m„ -i- v„) genau dann konvergiert, wenn es (m„) 
und (v„) tun. Man spricht dann von einer topologisch direkten Zerlegung. 

Zunächst eine einfache Beobachtung. 

Lemma IV.6.1 Sei P eine stetige lineare Projektion auf dem normierten Raum X. 

(a) Entweder ist P = 0 oder ||P|| > 1. 

(b) Der Kern ker(P) und das Bild ran(P) sind abgeschlossen. 

(c) Es gilt X ~ ker(P) © ran(P). 

Beweis, (a) Aus ||P|| = ||P^|| < ||P|p folgt sofort P = 0 oder ||P|| > 1. 

(b) Der Kern ker(P) = P“^ ({0}) ist abgeschlossen, da P stetig ist. Auch Id - P ist eine 
stetige Projektion, und ran(P) = ker(Id - P) ist ebenfalls abgeschlossen. 

(c) Es ist klar, dass X algebraisch mit der direkten Summe ker(P) © ran(P) identifiziert 

werden kann, denn jedes Element x lässt sich als x = (Id - P)(x) -t- P(x) schreiben. Dass die 
Summe topologisch direkt ist, folgt aus der Stetigkeit von P. □ 
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Beispiele 

(a) Auf l < p < oo, definiert/ X[ 0 ,ii/ eine stetige lineare Projektion mit 

||P|| = 1. Das Bild von P ist zu LP[Q, 1] isometrisch isomorph. 

(b) Die im Beweis von KorollarII.3.7 definierten Operatoren auf L'’[0,1] sind 
ebenfalls kontraktive lineare Projektionen. 

(c) In Satz IV.6.5 wird gezeigt, dass es keine stetige lineare Projektion von l°° auf co 
gibt. 

Satz IV.6.2 Ist U ein endlichdimensionaler Unterraum des normierten Raums X, so 
existiert eine stetige lineare Projektion P von X aufU mit ||P|| < dim U. 

Beweis. Sei {bi,... ,bn} eine Auerbachbasis von U, d.h., eine Basis wie in SatzII.2.6. 
Setze die Funktionale b'j aus diesem Satz normerhaltend zu Funktionalen / e X' fort; die 
Abbildung P{x) = Yl'Li x'j(x)bi leistet dann das Geforderte. □ 

Im nächsten Satz zeigen wir eine Umkehrung von Lemma IV.6.1 im Fall eines Banach- 
raums X. 

Satz IV.6.3 Sei X ein Banachraum und U ein abgeschlossener Unterraum. Es existiere ein 
abgeschlossener Komplementärraum V zu U; X ist also algebraisch isomorph zur direkten 
Summe U ®V. Dann gelten: 

(a) X ist topologisch (d. h., als Banachraum) isomorph zu U V. 

(b) Es existiert eine stetige lineare Projektion von X auf U. 

(c) Es giltV cztX/U. 


Beweis, (a) Da U und V abgeschlossen im Banachraum X sind, sind es selbst Banachräu- 
me, und deshalb ist die normierte Summe t/©i V ein Banachraum. Ferner ist die Abbildung 

U ®1 V ^ X, {u,v) u + v 

linear, bijektiv nach Voraussetzung und stetig wegen der Dreiecksungleichung. Nach 
Korollar IV.3.4 folgt die Behauptung. 

(b) Nach Teil (a) existiert M > 0 mit ||m|| + ||v|| < M\\u + v|| für alle u e U, v e V. Die 
wohldefmierte lineare Projektion m + v i-> «ist also stetig. 

(c) Die Abbildung V X/U, v i-> [v], ist linear, bijektiv und stetig. Da X/U ein 

Banachraum ist (Satz 1.3.2), folgt die Behauptung wieder aus Korollar IV.3.4. □ 

In Kap. V wird gezeigt, dass abgeschlossene Unterräume von ij oder stets ab¬ 
geschlossene Komplementärräume besitzen. Abschließend zeigen wir nun, dass das 
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im Fall eines beliebigen Banachraums nicht zu gelten braucht. Zur Formulierung des 
Gegenbeispiels führen wir eine neue Sprechweise ein. 

► Definition IV.6.4 Ein abgeschlossener Teilraum U eines Banachraums X heißt komple¬ 
mentiert, falls es eine stetige lineare Projektion von X auf U gibt. 

Satz IV.6.5 Der Unterraum cq von l°° ist nicht komplementiert. 

Zum Beweis benötigen wir ein kombinatorisches Lemma. 

Lemma IV.6.6 Es gibt überabzählbar viele unendliche Teilmengen Nj von N, so dass 
Ni n Njfür i ^ j endlich ist. 

Beweis. Sei {qi,q 2 ,...} eine Aufzählung von Q und / = K \ Q. Zu r e / wähle eine Folge 
rationaler Zahlen, die gegen i konvergiert. Setze dann N, = {n e N: q„ ist in dieser Folge}. 
Das System der A, hat die gewünschten Eigenschaften. □ 

Kommen wir nun zum Beweis von Satz IV.6.5. Wäre cq komplementiert, gäbe es einen 
abgeschlossenen Komplementärraum V zu co, und nach SatzIV.6.3 wäre V — l°° jcQ. 
Insbesondere wäre l°° jcQ isomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum von l°°. Wir 
werden zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch führt. 

Auf gibt es eine punktetrennende abzählbare Menge von Funktionalen, etwa die 
Auswertungen x xiri), also lässt auch V so eine Menge zu und der nach An¬ 
nahme dazu isomorphe Banachraum X := l°° jcQ ebenfalls. Es existiert also eine Eolge 
von Eunktionalen e X' mit 

x;,(x) = 0V«eN x = 0. (IV. 10) 

Wir wählen nun Teilmengen A, C N, wo i eine überabzählbare Indexmenge I durchläuft, 
gemäß Lemma IV.6.6 und betrachten die Äquivalenzklassen x, := [xw, ] e X. Hier bezeich¬ 
net xn die Eolge mit xvC«) = 1 für n e N und xwC«) = 0 sonst. Es sind dann alle x, ^ 0. 
Als erstes zeigen wir jetzt: 

• Für alle x'^ X'ist {i ^ T. x'{xi) ^ 0} abzählbar. (IV. 11) 

Seix' € X'. Zum Beweis von (IV.ll) ist nur zu zeigen, dass /q := {( e I: |x'(x,)| > e} 
für jedes e > 0 endlich ist. In der Tat: Seien q ,.. .,ir e Iq. Wähle at mit \ak\ = 1 
und x'iaicXi^) = |x'(x 4 )|. Nach Konstruktion derx,- ist || X!Li < 1, da die A,- „fast“ 

disjunkt sind. Also gilt 

£r < ^ |x'(x 4 )| =x'('^akXii\ < ||x'||, 

k=l ^k=l ’ 

daher enthält /o höchstens ||x^||/e Elemente. 
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Nach (IV. 11) gilt nun für die oben gewählte Folge 

• {i e I: ^ 0 für ein n e N} ist abzählbar. 

Folglich existiert ( 7 ^ 0!) mit = 0 für alle n e N im Widerspruch zu (IV. 10). □ 

Die Aussage von SatzIV.6.5 kann auch so interpretiert werden, dass es keine stetige 
Fortsetzung des identischen Operators Id: cq co zu einem stetigen Operator P\ l°° —> 
Co gibt; in der Tat wäre eine solche Fortsetzung eine stetige Projektion von auf cq. 
Daher ist im Allgemeinen kein Fortsetzungssatz vom Hahn-Banach-Typ für Operatoren 
statt Funktionale zu erwarten. 


IV.7 Fixpunktsätze 

Unter einem Fixpunktsatz versteht man eine Aussage, die für gewisse Klassen von Selbst¬ 
abbildungen F'.M^M auf gewissen (nicht leeren!) Mengen die Existenz von Fixpunkten 
garantiert, also von Punkten ^ e M mit F{^) = Viele Gleichungen der reinen und 
angewandten Mathematik können in ein äquivalentes Fixpunktproblem überführt werden 
(siehe z. B. Korollar IV.7. 19); daher sind Fixpunktmethoden zu einem universellen Mittel 
zum Beweis der Lösbarkeit solcher Gleichungen geworden. 

In den Analysisvorlesungen begegnet man dem Banachschen Fixpunktsatz und dem 
Brouwerschen Fixpunktsatz. In diesem Abschnitt wollen wir funktionalanalytische Ver¬ 
allgemeinerungen dieser Sätze kennenlernen; wir werden hier in der Regel auf konvexen 
Teilmengen von Banachräumen definierte nichtlineare Abbildungen studieren. Beginnen 
wir mit Ausdehnungen des Banachschen Fixpunktsatzes; doch zuerst soll an diesen Satz 
selbst erinnert werden. 

• (Banachscher Fixpunktsatz) 

Sei (M, d) ein nicht leerer vollständiger metrischer Raum, und sei F: M M eine 
strikte^ Kontraktion; d. h., es existiert eine Zahl q < \ mit 

d(F{x), F(y)) < q d{x, y) Vx, yeM. (IV. 12) 

Dann besitzt F genau einen Fixpunkt. Genauer gilt: Ist xo e M beliebig, so 
konvergiert die durch 

x„+i = F{x„), n > 0, (IV. 13) 

definierte Iterationsfolge gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt und zwar ist 


'In der Literatur spricht man häufig bloß von einer Kontraktion, was jedoch mit der Nomenklatur 
der linearen Funktionalanalysis nicht immer kompatibel ist, wo man lineare Operatoren mit Norm 
< 1 kontraktiv nennt. 





182 


IV Die Hauptsätze für Operatoren auf Banachräumen 


q 

< - - dixi,xo). 

l-q 

Die Grundidee des Beweises, der in praktisch allen Analysisbüchern zu finden ist, 
soll kurz in Erinnerung gerufen werden. Durch einen Teleskopsummentrick schätzt man 
d{xn+k,Xn) < d(x„+j+uXn+j) < J2j=o d{x\_,xo) ab. Das zeigt, dass (x„) eine Cauchy- 
folge ist; der Grenzwert § muss dann ein Fixpunkt sein. Durch Grenzübergang k oo 
folgt die behauptete a-priori-Abschätzung für r/(x„, |), und die Eindeutigkeit des Fixpunkts 
ist eine unmittelbare Konsequenz von (IV. 12). 

Als nächstes soll es darum gehen, Abbildungen, die (IV. 12) mit q = I erfüllen, auf 
Fixpunkte zu untersuchen. Solche Abbildungen tragen einen speziellen Namen. 

► Definition IV.7.1 Eine Abbildung F: M ^ M auf einem metrischen Raum (M, d) heißt 
nichtexpansiv, wenn 


d{F(x),F(y)) < d{x,y) 'ix,yeM. 

Mit anderen Worten ist eine solche Abbildung eine Lipschitzabbildung mit Lipschitz- 
konstante < 1; insbesondere ist sie stetig. 

Sehr einfache Beispiele zeigen, dass der Banachsche Fixpunktsatz nicht für nichtex¬ 
pansive Abbildungen zu gelten braucht: Weder die Existenz bleibt gewährleistet (z. B. 
F{x) = l - X auf M = {0,1}), noch die Eindeutigkeit (z. B. F{x) = x auf M = {0,1}), 
noch die Konvergenz der Iterationsfolge (z. B. F(x) = 1-x auf M = [0,1]; hier konvergiert 
die Iterationsfolge aus (IV. 13) genau dann, wenn der Startpunkt der Fixpunkt 1/2 ist). 

Der Vergleich des ersten Beispiels mit dem dritten legt die Vermutung nahe, dass die 
mangelnde Konvexität von (0,1} etwas mit der Nichtexistenz von Fixpunkten zu tun hat. 
In der Tat werden wir positive Resultate für nichtexpansive Abbildungen, die auf konvexen 
Teilmengen gewisser Banachräume wie U für 1 < /? < oo definiert sind, erzielen. Dass 
die Konvexität allein nicht weiterhilft, zeigt jedoch das folgende Beispiel. 

Seien C = {/ e C[0,1]: 0 < / < 1, /(l) = 1} und F: C ^ C, (F/)(t) = Versieht 
man C[0,1] mit der Supremumsnorm, so ist C abgeschlossen, beschränkt und konvex, und 
F ist nichtexpansiv. Der einzige Kandidat für einen Fixpunkt ist aber die Nullfunktion, und 
die gehört nicht zu C. Also ist F fixpunktfrei. 

Wir werden im nächsten Satz sehen, dass solche fixpunktfreien Abbildungen im Raum 
L? = L^{^, E, /r) nicht auftreten können. Zuerst formulieren wir ein Lemma, das stets die 
Existenz von „approximativen Fixpunkten“ garantiert. 

Lemma IV.7.2 Sei C eine nicht leere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines Banach- 
raums, und es sei F: C C nichtexpansiv sowie F(C) beschränkt. Dann existiert eine 
Folge (x„) in C mit ||F(x„) -x„|| ^ 0. 

Beweis. Sei p e C beliebig, und betrachte zu 0 < 1 < 1 die Abbildung 


Fx:C-^C, F;,(x) = Xp + (l- X)F(x); 
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da C konvex ist, bildet Fx die Menge C wirklich in sich ab. Offensichtlich ist Fx strikt 
kontraktiv mit der Konstanten q = 1-1; nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt 
Fx genau einen Fixpunkt ^x- Macht man diese Überlegung für X = l/n und setzt man 
Xn = h\/n, so erhält man 

||F(x„)-x„|| = ||F(x„)-fi/„(x„)|| = -\\p-F(xn)\\ 0, 

n 

da F{xn) in der beschränkten Menge F{C) hegt. □ 

Hieraus ergibt sich ein sehr einfacher Fixpunktsatz. 

Lemma IV.7.3 Sei C eine nicht leere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines Banach- 
raums, und sei F: C ^ C stetig. Existiert eine Folge mit ||F(x„) -x„|| —>■ 0 und ist 
F(C) relativkompakt, so besitzt F einen Fixpunkt. Insbesondere besitzt eine nichtexpansive 
Abbildung F: C C mit relativkompaktem Bild einen Fixpunkt. 

Beweis. Wähle eine Teilfolge von (x„), für die (F(x„i^)) konvergiert, etwa gegen Dann 
konvergiert auch (x„j) gegen und da C abgeschlossen ist, folgt ^ e C. Die Stetigkeit von 
F liefert F{x„i,) F(§), und das zeigt F(^) = f, da der Grenzwert eindeutig ist. 

Der Zusatz folgt aus Lemma IV.7.2. □ 

Eine tiefliegende Verallgemeinerung werden wir im Schauderschen Fixpunktsatz 
(Theorem IV.7.18) kennenlernen. 

Nun zu dem bereits angekündigten Satz über nichtexpansive Abbildungen in = 
E, ß). Im folgenden Beweis schreiben wir 

{f,g)= [ fgdß-. 

Jo. 

wer mit dem Begriff des Hilbertraums aus Kap. V bereits vertraut ist, wird erkennen, dass 
sich der nächste Satz samt Beweis wörtlich auf den Fall eines beliebigen Hilbertraums statt 
L? übertragen lässt. 

Satz IV.7.4 Sei 9) C <Z abgeschlossen, konvex und beschränkt, und sei F.C^C 
nichtexpansiv. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 

Beweis. Wähle mit Lemma IV.7.2 eine Folge (x„) in C mit ||F(x„) - XnWi 0. Da 
reflexiv und (x„) beschränkt ist, existiert nach TheoremIIL3.7 eine schwach konvergente 
Teilfolge; ohne Einschränkung nehmen wir an, dass {x„) selbst schwach konvergiert, etwa 
gegen Nach SatzIII.3.8 gilt § e C; wir werden | als Fixpunkt von F erkennen. 

Zunächst hat man 

\\x„-F{^)\\l = \\{Xn-^) + {^-F{ml 

= \\x„-^\\l + 2 Re{x„ - - Fm + III - Fm\l 
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Da {x„-^) eine schwache Nullfolge ist, strebt der mittlere Term gegen 0; also folgt 

\\Xn-Fml-\\Xn-H\\l-^ (IV.14) 

Andererseits gilt 

< \\Xn-F{Xn)\\2+ ||X„-^||2, 

da F nichtexpansiv ist. Weil der vorletzte Summand gegen 0 strebt, folgt 
limsup(||x„-F(^)|| 2 - Ikn-Ilb) < 0 

und deshalb auch 

limsup(||x„-F(§)||2- ||x„-^||2) < 0. (IV.15) 

Vergleicht man (IV.14) mit (IV.15), erkennt man F{^) = wie behauptet. □ 

Im Hinblick auf eine weitere Anwendung formulieren wir den Kern des vorstehenden 
Beweises separat als Lemma. 

Lemma IV.7.5 Sei ^ C d L? abgeschlossen, konvex und beschränkt, und sei F: C C 
nichtexpansiv. Ist (x„) eine schwach konvergente Folge in C mit F{x„) ^ 0, so ist ihr 

schwacher Grenzwert ein Fixpunkt von F. 

Da man diese Aussage auch durch die Implikation 

x„ ^ § schwach, (Id - F){x„) -»0 | e C, (Id - F){^) = 0 

ausdrücken kann, wird deutlich, dass es sich hier um eine Variante der Abgeschlossenheit 
eines Operators handelt; vergleiche mit Definition IV.4.1. Man nennt diese Eigenschaft die 
Demiabgeschlossenheit des nichtlinearen Operators Id - F. 

Wir haben bereits oben bemerkt, dass die Iterationsfolge Xn+i = F(xn) für nichtexpan¬ 
sives F nicht zu konvergieren braucht. Die Situation verbessert sich, wenn man statt F die 
ebenfalls nichtexpansive Abbildung G = j(Id -i- F) betrachtet, die ja dieselben Fixpunkte 
wie F besitzt. (Ist F: C C auf einer konvexen Menge definiert, so bildet auch G die 
Menge C in sich ab.) Wir wollen nun die durch 

x„ + F(x„) 

= G{x„) = (IV. 16) 


definierte Iteration auf L? studieren. 
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Satz IV.7.6 Sei 0 ^ C G abgeschlossen, konvex und beschränkt, und sei F: C ^ C 
nichtexpansiv sowie xo & C beliebig. Dann konvergiert die durch (IV. 16) definierte Folge 
(x„) schwach gegen einen Fixpunkt von F. 

Wieder kann ein erfahrener Leser statt L? einen beliebigen Hilbertraum einsetzen. Dem 
Beweis schicken wir ein Lemma voraus. 


Lemma IV.7.7 Unter den obigen Voraussetzungen gilt ||L’(x„) -x „\\2 —>• 0. 


Beweis. Wir benutzen die unmittelbar zu verifizierende „Parallelogrammgleichung“ (vgl. 
Satz V. 1.7) 

\\u + v\\ \ + \\u - v\\\ = 2\\u\\ \ + 2\\v\\\ 

für M, V e L^. Sei nun f ein beliebiger Fixpunkt von F, dessen Existenz nach Satz IV.7.4 
gesichert ist. Wir setzen 


M = F(X„)-F(§), V = Xn-^, 


SO dass 


U + V = 2{Xn+\ - §), U-V = F{Xn) - 


Die Parallelogrammgleichung liefert 


4||.V„+1 -§||2 + \\F{Xn)-Xn\\\ = 2 ||F’(x„) - f (|) || | + 2 ||.t:„ - § || j 

< 4h-tili 


Es folgt 

\\F{Xn)-Xn\\\ < ^(\\Xn-^\\l-\\Xn+l-^\\l). 

Durch Aufsummieren erhält man dann (Teleskopsumme) 

N 

mXn)-Xn 11^ < 4(||X0 - 111^ - llv^+i - t ll") < 411^0 - 111^ 

n=0 

Daher konvergiert die Summe -Xn\\\, und die Behauptung ist gezeigt. □ 

Wegen F{xn)-Xn = 2(x„+i-x„) = 2{G"'^^ixo)-G'‘(xo)) gilt also stets G'’'^'(vo)-G"(xo) ^ 
0; diese Eigenschaft von G wird asymptotische Regularität genannt. 

Beweis von Satz IV.7.6. Es sei <t> C C die Menge aller Fixpunkte von F. Dann ist O ^ 0 
nach Satz IV.7.4, <!> ist abgeschlossen, da F stetig ist, und <t> ist gemäß Aufgabe IV.8.33 
konvex, denn ist strikt konvex. Für alle y e O ist 

Ik«+i-3'll2 = ||G(x„)-GCy)||2 < ||x„-3^112, 

denn mit F ist auch G nichtexpansiv. Daher kann man eine Funktion <t> —M durch 
(p(y)= lim ||x „->'||2 =inf ||x „->'||2 



186 


IV Die Hauptsätze für Operatoren auf Banachräumen 


definieren. Die umgekehrte Dreiecksungleichung zeigt, dass (p stetig ist, und die Dreiecks¬ 
ungleichung impliziert, dass (p eine konvexe Funktion in dem Sinn ist, dass die Mengen 
<I>r = {j € ‘l’: (p(y) < r] konvex (und wegen der Stetigkeit abgeschlossen) sind. 

Wir wollen begründen, dass <p sein Infimum p auf O annimmt. Das folgt im Prinzip aus 
Satz III.5.8 und LemmaIII.5.9; wir wollen das Argument noch einmal ausführen: Wähle 
eine Folge (j„) in <t> mit (p{yn) P- Da L? reflexiv und <!> als Teilmenge von C beschränkt 
ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge iynt), etwa mit schwachem Grenzwert f. 
Da die <I>r für jedes r > p abgeschlossen und konvex sind und für große k in tt>r liegt, 
folgt mit SatzIII.3.8 § e <t>r und deshalb ^ e [^r>p ‘t’r = ‘l’p- Daher gilt (p{^) = p. 

Sei nun (x„(,) eine schwach konvergente Teilfolge von (x„) mit Grenzwert z. Da nach 
Lemma IV.7.7 ||F(x„) -x„ II 2 —^ 0 gilt, zeigt Lemma rV.7.5 z e <t>. Wir beweisen nun z = f. 
Es ist ja 


Unt-^wl = lk«;t-2|l2 + 2Re(x„j-z,z-§> + Ik-flli 

wo der mittlere Term gegen 0 strebt. Deshalb ist 

<p(^f = cp{zf+\\z-^f2><p(^f + \\z-^\\l 


und in der Tat z = ^. 

Das letzte Argument impliziert, dass jede Teilfolge von (x„) eine weitere Teilfolge hat, 
die schwach gegen § konvergiert; daraus erhält man aber (wie?) die schwache Konvergenz 
von (x„) gegen ^ □ 

Korollar IV.7.8 Hat zusätzlich zu den Voraussetzungen des letzten Satzes F relativkom¬ 
paktes Bild, so ist (x„) sogar normkonvergent. 

Beweis. Man muss im obigen Beweis nur schwach konvergente Teilfolgen durch norm¬ 
konvergente Teilfolgen ersetzen; beachte, dass <t> als abgeschlossene Teilmenge von F(C) 
kompakt ist. □ 

Argumentativ ist bei den letzten beiden Resultaten zu bemerken, dass hier ein konstruk¬ 
tives Verfahren zur Bestimmung eines Fixpunkts angegeben wird, der Konvergenzbeweis 
jedoch auf der zuvor bewiesenen Existenz von Fixpunkten basiert. Die Kenntnis der bloßen 
Existenz der Lösung eines Problems kann also bisweilen hilfreich sein, um die Konvergenz 
eines Lösungsverfahrens zu zeigen. 

Das nächste Ziel dieses Abschnitts wird es sein, einen SatzlV.7.4 entsprechenden Pix¬ 
punktsatz für eine größere Klasse von Banachräumen zu beweisen, zu der auch die U- 
und -Räume für 1 < p < 00 gehören, nämlich für die gleichmäßig konvexen Räume, 
die wie folgt definiert sind. 




IV.7 Fixpunktsätze 


187 


► Definition IV.7.9 Ein Banachraum (X, || 
jedem e > 0 ein 5 > 0 mit der Eigenschaft 

Ikll, Ibll < 1, Ik-yll > e 


. II) heißt gleichmäßig konvex, wenn es zu 




x + y 

~Y~ 


< 1-5 


gibt. Man nennt 


e i-> inf! 1 - 


x + y 


■ ll-^ll, 1 


< 1, ll-^-l'll > e} 


den Konvexitätsmodul von X. 


Beachte, dass diese Eigenschaft isometrischer Natur ist und sich auf die gegebene Norm 
von X bezieht; die gleichmäßige Konvexität bleibt beim Übergang zu einer äquivalenten 
Norm in der Regel nicht erhalten. 

Offensichtlich ist X genau dann gleichmäßig konvex, wenn für alle e > 0 auch 
^x(e) > 0 ist, und offensichtlich ist ein gleichmäßig konvexer Raum strikt konvex (vgl. 
Aufgabe 1.4. 13), d. h. 


Üll, lüll xfy 


x + y 


< 1 ; 


(IV. 17) 


die Umkehrung gilt jedoch nicht (Aufgabe IV.8. 36). Die strikte Konvexität eines Raums 
bedeutet, dass keine Strecken im Rand der Einheitskugel liegen (sie ist also „rund“); die 
gleichmäßige Konvexität bietet zudem eine quantitative Version dieser Idee: In der Nähe 
des Randes können nur kurze Strecken liegen. 

Ein Beispiel eines gleichmäßig konvexen Raums ist der Raum L? (oder allgemeiner ein 
Hilbertraum, siehe Kap. V), denn dort gilt nach der bereits erwähnten Parallelogrammglei¬ 
chung 


\x + y\\l+\\x-y\\l = 2\\x\\l + 2\\y\\l 


(IV. 18) 


und deshalb 


ÜII2, llylb < 1, Wx-yh > e 


x-\-y 

~Y~ 2 


< 



2 


sowie 

> 0 . 

Wir werden nun zeigen, dass die Räume reell- oder komplexwertiger Eunktionen LI’ = 
LP{Q,, E,/z) für 1 < p < 00 gleichmäßig konvex sind. Für 2 < p < 00 findet man ein 
Argument in Aufgabe 1.4.18; der Fall 1 < p < 2 ist aber nicht so einfach. Im Folgenden 
wird eine Beweismethode dargestellt, die für alle p e (1, 00 ) einheitlich funktioniert. Wir 
benötigen ein Lemma. 

























188 


IV Die Hauptsätze für Operatoren auf Banachräumen 


Lemma IV.7.10 Es sei \ < p < oo. Für jedes e > 0 existiert dann eine Zahl Xp(e) > 0 
mit 


w + z P 
2 


< (1 - Xpis)) 


|w|^ + |zP^ 
2 


(IV. 19) 


für alle tv, z G C mit \w\, |z| < 1 und Ivv-zl > e. 


Beweis. Es reicht, ein solches Xp{e) zu finden, so dass (IV. 19) für z = 1 und alle w G C mit 
Iwl < 1 und |w- 1| > e erfüllt ist. 

Für alle w G C gilt 

w+Ip /Iwl + lNf \w\‘’+1 
2 -Kl) - 2 ’ 

hier ist die zweite Ungleichung eine Folge der (strikten) Konvexität der Funktion t fP 
für 1 < /? < oo. Es gilt Gleichheit in der ersten Ungleichung genau dann, wenn w eine 
positive reelle Zahl ist, und wegen der strikten Konvexität gilt Gleichheit in der zweiten 
Ungleichung genau dann, wenn Iwl = 1 ist. Daher ist für |w| < 1 und w f l 


w + \ P / \w\'’ + 1 

- / - < 1 , 

2/2 

und da die linke Seite stetig von w abhängt, folgt auf der kompakten Menge {vr G C: 
|w| < 1, |w- 1| > e} eine Abschätzung 


was zu zeigen war. 


w + \ P j Ih'I'’ + 1 
2 / 2 


< \-Xp{e) < 1, 


□ 


Satz IV.7.11 Sei (^2, E,/x) ein beliebiger Maßraum und \ < p < oo. Dann ist LP = 
LP{Q., E, /r), versehen mit der üblichen LP-Norm, gleichmäßig konvex. 


Beweis. Seien f,geLP mit \\f\\p,\\g\\p < 1 und \\f - g\\p > s. Leider ergibt sich daraus 
keine punktweise Abschätzung für |/(a)) - g(a>) \; daher setze 

^2o = j« G ^2: \f(co)-g{a})\P > j{\f(oj)\P + |g(«)r)) 


und ^2i = f2 \ f2o. Da/ und g eigentlich Äquivalenzklassen von Funktionen sind, ist f2o nur 
bis auf eine Menge vom Maß 0 eindeutig bestimmt, was aber für das folgende Argument 
(wie üblich) unerheblich ist. Weil/(a))/(|/(tt))|^+|g(tti)|^)''^^ und g{ü))/{\fi(a)\’’+\g{cü)\Pß/P 
Zahlen vom Betrag < 1 sind (mit der Konvention 0/0 = 0), liefert Lemma IV.7.10 für alle 
U) G S2o 


/(tt>) + giw) 


< (l-rp(e/4'/0) 


\f{co)\P + \g{w)\P 


2 


2 


(IV.20) 
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Weiter gilt 

[ \f-gfdß< [ ^(i/r+ign^M 

Jüi Jqi ^ 

< f '-^iiff + igndß 
Jq 4 

= ^(ll/ll^ +Wp) < y- 

Wegen ||/-g||p > s folgt 

f eP 

/ If-gfdß^ 

Jqo ^ 

Diese Ungleichung kann auch als ||xt 2 o/- XiiogWp — geschrieben werden, und eine 

Anwendung der Dreiecksungleichung zeigt 

2max{||xt2/||p, llxno^llp} > llxn/llp + llx^ogllp > 


SO dass 


max 


f Iffdfi, f \g\PdfA > 

J f2o J J 


2-2P 


Diese Abschätzung sowie (1V.20) implizieren dann 


f + g 

”> fl 

^[ff + lgf 

f + g 

2 

p Jn' 

V 2 

2 


> f 

f\f\‘’ + \gf 

f + g 



\ 2 

2 


dß 

dß 


> f rp(s/4^h 

J 

> rye/4'/0- 




1 / 1 ' +Isl' 


dß 


f Iffdß, f \gfdß 

J f 2 o 


woraus 


f+g 


< l-S(e) 


für ein geeignetes i5(e) > 0 folgt. □ 

Dieser Satz schließt die -Folgenräume ein; wähle nämlich ß als zählendes Maß auf 
der Potenzmenge von N. 
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Dass L^(ß), L°°{ß) und C(K) in ihren natürlichen Normen nicht gleichmäßig konvex 
(nicht einmal strikt konvex) sind, wurde für das Lebesguemaß und das Einheitsintervall 
in Aufgabe 1.4.13 beobachtet. Der nächste Satz impliziert, dass diese Räume auch keine 
äquivalenten gleichmäßig konvexen Normen besitzen, wenn sie unendlichdimensional 
sind. 


Satz IV.7.12 Jeder gleichmäßig konvexe Raum ist reflexiv. 

Der Beweis dieses Satzes wird am einfachsten mit den Methoden aus Kap. VIll ge¬ 
führt und wird auf Seite 447 dargestellt. Einen Beweis, der auf den bislang entwickelten 
Hilfsmitteln beruht, findet man bei Yosida [1980], Seite 127. 

Jetzt können wir den bereits angekündigten Fixpunktsatz formulieren und beweisen; 
der Beweis benutzt übrigens nicht Satz IV.7.12. 

Theorem IV.7.13 (Fixpunktsatz von Browder-Göhde-Kirk) 

Seien X ein gleichmäßig konvexer Banachraum, 0 7 ^ C C V abgeschlossen, beschränkt 
und konvex sowie F: C ^ C nichtexpansiv. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 


Beweis. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir die Existenz einer Funktion (p mit 
cpie) —0 für e -» 0, so dass für x,y e C 


|x-F(.x)|| < e, ||>’-F(»|| < s 



< ‘Pis) 


(1V.21) 


gilt. Beachte, dass z := ix+y)/2 e C, da C konvex ist. (IV.21) besagt, dass sich F zwischen 
„Beinahe-Fixpunkten“ fast wie ein linearer Operator verhält. 

Zum Beweis beobachten wir als erstes, dass 


ll■P’(^)-.v|| < ||F’(z)-F(x)|| + ||F’(x)-x|| < ||z-x|| -He 
nach Voraussetzung über x, und weil F nichtexpansiv ist. Setzt man 

1 

p := pix,y,s) := -||x-y|| +s = ||z-x|| -He, 


so gilt also 


\\Fiz)-x\\<p, ||F(z)-y|| < p, 
letzteres aus Symmetriegründen. Setze 

F{z) - X Fiz) - y 

-, ji =-; 


Xl = 


p 


p 
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dann sind 

Ikill < 1, llyill<i, Iki-}'ill =-Ik-jll 

p 

und deshalb 




Xl +>>1 


< 1-5 


/Ik-ylK 

V p /■ 


Nach Definition ist Hx-yH = 2p - 2s, und es folgt 

l|/^(z)-z|| <p(l-5x(2-2-)). 


Ist p < yfe, so ist auch die rechte Seite in dieser Abschätzung < ^e; ist p > yfs, so ist 
die rechte Seite wegen der Monotonie von &x durch 

p(1 - 5z(2 - 2Vi)) < (\ diam(C) + e) (1 - 5;,(2 - 2^s)) 

abzuschätzen. Hier bezeichnet 


diam(C) = sup ||m-v 

M,V€C 


den Durchmesser von C. 

Damit ist gezeigt, dass (IV.21) mit 

(p{s) = -Je + (j diam(C) + e)(l -5x(2-2Ve)) 

gilt, und es bleibt zu begründen, dass limg^o vis) = 0. Dazu reicht es. 


lim &x{oi) = sup^xC«) = 1 

a^l a<l 


einzusehen. Wegen der Monotonie von &x ist klar, dass Grenzwert und Supremum über¬ 
einstimmen. Wäre Letzteres < 1, gäbe es ein ß > 0 mit 8x(oi) < 1 - /I für alle a < 2, und 
dann existierten zu jedem n e N Punkte Xn,yn e Bx mit 


11^« !V«II ^ 2 , 1 

n 


x„ +y„ 


< 1-ß. 


Setzt man y* = -y„, erhält man daraus 


1 - 


Xn+yl 

2 


< 


2n’ 


\\x„-y*\\>2ß. 
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Die zweite Ungleichung impliziert 1 - \\(x„ +y*^)/2\\ > Sx(2ß) > 0, und dann liefert die 
erste Ungleichung für große n einen Widerspruch. 

Damit ist der Beweis des ersten Schrittes abgeschlossen; kommen wir zum eigentlichen 
Beweis der Existenz eines Fixpunkts. Wir setzen 

r]{r) = mf{\\F{x)-x\\\X e C, ||x|| < r}, 

ÄQ = inf{r > 0: ri(r) = 0). 


Weil C beschränkt ist, ist für hinreichend großes r nach LemmaIV.7.2 ri{r) = 0; also ist 
So < oo. 

Wähle eine Folge (xn) in C mit ||a:„|| ^ so und \\F{xn) -x„\\ —> 0; wir werden zeigen, 
dass ixn) konvergiert. Dann folgt sofort, dass f := lim„x„ ein Fixpunkt von F ist, denn 
0 = \im„{Fixn) - Xn) = ) - §. 

Wäre ixn) nicht konvergent, wäre notwendig sq > 0, und es gäbe eine Teilfolge (y«) von 
(x„), für die mit einem geeigneten T > 0 stets Hyn+i-jnll > t gilt. Wähle nun sq < si < 2jo 
mit S 2 '■= si(l - 5 x(t/(2jo))) < ■so- Für hinreichend große n gilt ||j„ || < Ji und daher 


S\ 


< 1 , 


yn+l 


^1 


< 1 , 


y«+i 

S\ 


Si 


> 


T 

S\ ' 


Eine Anwendung der gleichmäßigen Konvexität liefert dann die Abschätzung 


yn + y«+i 
2 


< Sl(l -5x(t/si)) <S2<S0 


für große n. Aber IIEfj;,,) -y„|| 0 und (IV.21) implizieren 


„(yn +y«-n^, 

yn + y«-n 

^ V 2 J 

2 


so dass ri{s 2 ) = 0 im Widerspruch zur Minimalität von so folgt- 
Damit ist Theorem IV.7.13 vollständig bewiesen. 


□ 


In den „Bemerkungen und Ausblicken“ dieses Kapitels werden wir kurz auf die Frage 
eingehen, ob und wann Fixpunkte nichtexpansiver Abbildungen durch Iterationsverfahren 
gewonnen werden können. 

Der zweite allgemeine Fixpunktsatz, der häufig in den Anfängervorlesungen behandelt 
wird, ist der Brouwersche Fixpunktsatz. Er lautet: 

• (Brouwerscher Fixpunktsatz) 

Sei Bd = {x G ||x|| < 1} die Einheitskugel im für die euklidische Norm, und 
sei F: Bd stetig. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 
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Der Beweis dieses Satzes liegt ungleich tiefer als der des Banachschen Fixpunktsat¬ 
zes und kann aus Platzgründen hier nicht geführt werden. In den „Bemerkungen und 
Ausblicken“ sind jedoch ein paar Literaturhinweise gesammelt. 

Es ist nicht schwierig, den Brouwerschen Fixpunktsatz auf Funktionen, die auf kon¬ 
vexen Teilmengen des definiert sind, auszudehnen. Der erste Schritt dazu ist das 
folgende Lemma, das im nächsten Kapitel noch einmal in allgemeinerer Form behandelt 
wird (Satz V.3.2 und Aufgabe V.6. 15). 

Lemma IV.7.14 Sei C C eine kompakte konvexe Menge. Dann gibt es eine stetige 
Retraktion von R'^ auf C, d. h. eine stetige Abbildung R: R“' —>■ C mit R(x) = x für alle 
X e C. 

Beweis. Sei xq e R“^; dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element yo ^ C mit 

lko->’oll = d(xo,C) = inf |ko-y||- 

yeC 


Wähle nämlich eine Folge (yf) in C mit ||xo -y«|| d(xo, C). Da C kompakt ist, existiert 
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert (sagen wir) yo e C', also gilt ||xo-yo II = d{xo, C). 
Gäbe es ein von yo verschiedenes yQ mit derselben Eigenschaft, so erhielte man, da ^(yo + 
yg) ebenfalls in der konvexen Menge C liegt, den Widerspruch 


d{xo, C) < 


yo+yS 


(xo-yo) + (j^o-yS) 

^0 2 


2 


< 


1 

2 


(ll-ro-yoll + lko-3'Sll) 


dixQ, C); 


hier gilt die <-Beziehung wegen der strikten Konvexität der euklidischen Norm (siehe 
Aufgabe 1.4. 13). 

Daher definiert R\ xq i->- yo eine Abbildung von R“^ auf C, die auf C identisch ope¬ 
riert. Es ist nun noch die Stetigkeit von R zu zeigen. Träfe sie nicht zu, gäbe es eine 
konvergente Folge x„ Xoo, für die (/?(x„)) nicht gegen Rixoo) konvergiert. Da (R(x„)) in 
der kompakten Menge C liegt, dürfen wir nach Übergang zu einer Teilfolge annehmen, 
dass R(x,i) yoo f R{xoo)- Weil x i-> d{x, C) stetig ist (Aufgabe 1.4.21), ergibt sich nun 
einerseits 


lim ||x„ -/?(x„)|| = lim c/(x„, C) = d(xoo, C) 

rt—>oo «—>oo 


und andererseits ||x„ -/?(x„)|| -> ||xoo -Jooll; daraus folgt ||xoo -yooll = d{Xoo,C) und 
deshalb nach Definition von R doch R{xoo) = yoo- Widerspruch! □ 

Jetzt können wir den allgemeinen Brouwerschen Fixpunktsatz für endlichdimensionale 
Räume formulieren. 
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Satz IV.7.15 Sei C ^ 0 eine kompakte konvexe Teilmenge eines endlichdimensionalen 
normierten Raums X, und sei F: C C stetig. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 

Beweis. Da alle Normen auf einem endlichdimensionalen Raum äquivalent sind 
(Satz 1.2.5) und Stetigkeit und Kompaktheit nicht von der Wahl einer äquivalenten Norm 
abhängen, dürfen wir X = mit der euklidischen Norm annehmen. Die Menge C liegt 
dann in einer Kugel ß={xe]R'^:||x||<r}. Sei R:W^ ^ C eine stetige Retraktion wie im 
vorigen Lemma und Fq . B B, Fq = F o R. Nach der Originalversion des Brouwerschen 
Fixpunktsatzes^ hat Fq einen Fixpunkt der wegen § = F(R{^)) in C liegt. Da ja dann 
) = ^ gilt, ist § auch ein Fixpunkt von F. □ 


Diese Form des Brouwerschen Fixpunktsatzes überträgt sich auf unendlichdimensio¬ 
nale normierte Räume, und man erhält so die erste Version des Schauderschen Fixpunkt¬ 
satzes, der eines der wichtigsten Resultate der nichtlinearen Funktionalanalysis ist. 

Theorem IV.7.16 (Schauderscher Fixpunktsatz; 1. Version) 

Sei C 7^ 0 eine kompakte konvexe Teilmenge eines normierten Raums X, und sei F: C C 
stetig. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 


Beweis. Zu e > 0 wähle endlich viele Punkte .vi,..., in C, so dass C von den offenen 
e-Kugeln Usixj) um xj überdeckt wird, was die Kompaktheit von C ermöglicht: 

n 

Cc\J u,(xj). (IV.22) 

j=i 

Definiere stetige Funktionen C —> M durch 


und setze 


(Pj{x) = 



falls ||x-x/H < e 
falls ||x-Xj|| > s 


n 

<p(x) = ^ (Pjix). 
f=l 


Wegen (IV.22) ist (p{x) > 0 auf C, und deshalb sind kj := (fj/q),] = wohldefinierte 

stetige Funktionen auf C mit 0 < kj{x) < 1 und = 1 für alle x e C. 

Es sei E = lin{xi,... ,x„} und C = C C\E. Als endlichdimensionaler Unterraum ist E 
abgeschlossen und deshalb C eine nicht leere, kompakte, konvexe Teilmenge von E. Für 
jedes X G C liegt die Konvexkombination 

n 

<t>(x) = kj(x)Xj 
Al 


^Offensichtlich spielt es keine Rolle, dass die Kugel B den Radius r statt 1 hat. 
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in C', deshalb ist <t> o C C eine stetige Selbstabbildung, die nach SatzIV.7.15 
einen Fixpunkt fg besitzt. 

Da stets 


IltbCx) -.xll 


kj(x)Xj - kj{x)x < kj(x) \\Xj- 


j=i 


7=1 


< e 


7=1 


gilt (in der letzten Summe ist ja A.j(x) = 0, wenn ||7t/-7i:|| > e), folgt ||f(fe)-§g|| < e, wenn 
man insbesondere x = F(§g) einsetzt. Eine Anwendung von Lemma IV.7.3 zeigt, dass F 
einen Fixpunkt besitzt. □ 


Wie das folgende Beispiel zeigt, braucht der Schaudersche Fixpunktsatz nicht für bloß 
abgeschlossene und beschränkte statt kompakte Mengen C zu gelten. Dazu sei C die ab¬ 
geschlossene Einheitskugel von und F: C C sei durch 

F:x = (Sn)\-^ (^yl-||x|| 2 ,^l,^ 2 ,■■■) 

definiert; beachte, dass stets ||F(x )||2 = 1 - ||7r||2 + ki|^ + -F ■ ■ ■ = 1 ist und F daher 
tatsächlich C in sich abbildet und dass F stetig ist. Besäße F einen Fixpunkt f = (r„), so 
müsste notwendig t\ = t 2 = ■ ■ ■ sein; die einzige konstante Folge in £} ist aber 0, und 
F(0) ^ 0. Also ist F eine fixpunktfreie Abbildung. 

Man kann ohne große Mühe eine flexiblere Version des Schauderschen Fixpunktsatzes 
beweisen. Dazu benötigt man den folgenden Begriff. 


► Definition IV.7.17 Seien X und Y normierte Räume, M <Z X sowie F: M ^ Y eine 
Abbildung. Dann heißt F eine kompakte Abbildung, wenn F stetig ist und beschränkte 
Teilmengen von M auf relativkompakte Teilmengen von Y abbildet. 


Wie im linearen Fall betrachtet man in der Regel kompakte Abbildungen zwischen 
(Teilmengen von) Banachräumen. 


Beispiele 

(a) Sei k\ [0,1] x [0,1] x K eine stetige Funktion. Zu ^ e C[0,1] setze 
{Fq)){s) = f k(s, t, (p(t)) dt. 

Jo 

Wir zeigen, dass so eine kompakte Abbildung von C[0,1] in sich definiert ist. Zunächst 
beobachten wir, dass Fcp stetig ist: Da k auf der kompakten Menge [0,1] x [0,1] X 
[-R,R] gleichmäßig stetig ist, kann man zu e > 0 ein 3 = S(s,R) > 0 so wählen, dass 


max{\si - S 2 \,\ti - t 2 \,\ui - U 2 \} < S, \ui\,\u 2 \ <R =» 

\k{si, ti. Ul) - k(S 2 , t 2 , U 2 )\ < s 
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gilt. Ist nun ||(p||oo < R und |5i -Ä 2 I < S, so folgt sofort 



Jo 


In der Tat zeigt dieses Argument, dass F beschränkte Teilmengen von C[0,1] auf 
gleichgradig stetige Teilmengen abbildet. Da k auf [0,1] x [0,1] x [-R,R] beschränkt 
ist, folgt auch sofort, dass F beschränkte Mengen auf beschränkte Mengen abbildet. 
Daher impliziert der Satz von Arzelä-Ascoli (Satz II.3. 4), dass F beschränkte Mengen 
auf relativkompakte Mengen abbildet. 

Zum Beweis der Kompaktheit von F bleibt, die Stetigkeit dieser Abbildung nachzu¬ 
weisen. Dazu seien (p e C[0,1] und e > 0 vorgelegt. Wir wählen R > 0 so groß, 
dass ||(p||oo < Ä-1 ist. Ist dann 8 = S(s,R) wie oben und 8' = min{3,I) sowie 
\W - V''lloo < , so ergibt sich für jedes s e [0,1] 



- {Ft){s)\ < / |k(^, f, v{t))-k{s, t, Vr(r))| dt < s. 


da die dritten Argumente um weniger als 8 differieren und < R sind. Weil s beliebig 
war, folgt \\Fq) - Fifr ||oo < s, was die Stetigkeit von F zeigt. 

(b) Eine Abbildung der Gestalt 



v/ird Flammerstein-Operator genannt Sindk: [0, l]x[0,1] —>• Kund/: [0, l]xK ^ K 
stetig, handelt es sich um einen Spezialfall von Beispiel (a). In diesem Fall kann man 
jedoch auch folgendermaßen unter Rückgriff auf die lineare Theorie argumentieren, 
dass F kompakt ist. Es ist nicht schwer zu sehen, dass der durch 


(<I>^o)(r) =f(t,(p(t)) 


definierte Superpositionsoperator (auch Nemytskii-Operator genannt) stetig von C[0,1] 
in sich operiert und beschränkte Mengen auf beschränkte Mengen abbildet (Auf¬ 
gabe IV.8.41). Da F die Komposition Lo<i> von <t> mit dem kompakten linearen Operator 
(vgl. Beispiel II.3(d)) 



ist, erkennt man die Kompaktheit der Abbildung F. 


Jetzt können wir eine weitere Version des Schauderschen Fixpunktsatzes formulieren. 
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Theorem IV.7.18 (Schauderscher Fixpunktsatz; 2. Version) 

Sei C ^ 0 eine abgeschlossene, konvexe und beschränkte Teilmenge eines Banachraums, 
und sei F: C —>■ C eine kompakte Abbildung. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 

Beweis. Nach AufgabeIII.6.14 (siehe auch LemmaIV.7.21 unten) ist C := cöF(C) eine 
kompakte konvexe Menge, und es ist C' C C, da C konvex und abgeschlossen sowie 
F(C) C C ist. Ferner ist F(C') C F{C) C C'; nach Theorem IV.7.16 besitzt F|p, einen 
Fixpunkt und folglich auch F. □ 

Wir wollen den Schauderschen Fixpunktsatz auf ein Differentialgleichungsproblem an¬ 
wenden. Es seien/: ^ M eine stetige Funktion und >’o £ R- Gesucht ist eine auf einem 

Intervall {-T, T] definierte differenzierbare Funktion y, die dort das Anfangswertproblem 


y'(t)=f(t,y(t)), y{0)=yo 


(IV.23) 


erfüllt. Man kann dieses Problem lösen, indem man es in ein äquivalentes Fixpunktpro¬ 
blem überführt. Dazu bemerken wir, dass jede Lösung von (IV.23) automatisch stetig 
differenzierbar ist, da die rechte Seite stetig von t abhängt, und Integration liefert dann 



(IV.24) 


für alle t e [-T, T]. Umgekehrt impliziert der Hauptsatz der Differential- und Inte¬ 
gralrechnung für ein y e C[-T,T], das (IV.24) erfüllt, die Differenzierbarkeit und 
(IV.23). 

Die Gleichung (IV.24) ist nun ein Fixpunktproblem im Banachraum C[-T, T]. Bezeich¬ 
net man die rechte Seite von (IV.24) mit (Fy){t), so kann man wie in Beispiel (b) zeigen, 
dass F: C[-T,T] C[-T,T} eine kompakte Abbildung ist (vgl. Aufgabe II.5. 27). Um 

den Schauderschen Fixpunktsatz anwenden zu können, müssen wir eine abgeschlossene, 
beschränkte, konvexe, F-invariante Teilmenge C produzieren. Das gelingt aber nur, wenn 
man T klein genug wählt. Macht man nämlich den Ansatz 


C={ye C[-T, T\. |y(0 -^^ol < 1 für alle \t\ < T] 


und r < 1, so gilt |(F):)(t) - jol < T ■ M für y e C, wenn/ auf [-1,1] x [yo - Uyo + 1] 
durch M beschränkt ist und |t| < T < 1 ist. Daher gilt in der Tat F{y) e C, wenn T klein 
genug ist. 

Man sieht schnell, dass sich dieses Argument modifizieren lässt, wenn / nur in einer 
Umgebung von (0,}'o) definiert und stetig ist. Damit haben wir bewiesen: 


Korollar IV.7.19 (Existenzsatz von Peano) 

Unter den obigen Voraussetzungen besitzt das Anfangswertproblem (IV.23) auf einem 
hinreichend kleinen Intervall [-T, T] eine Lösung. 
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Das Beispiel y'(t) = yitf', >'(0) = 1 zeigt, dass man im Allgemeinen keine globale 
Lösbarkeit erwarten kann. 

Wie in jeder Vorlesung über gewöhnliche Differentialgleichungen bewiesen wird, 
kann man mit denselben Ideen wie oben für hinreichend kleines T den Banachschen 
Fixpunktsatz anwenden, falls / zusätzlich eine lokale Lipschitzbedingung bzgl. des zwei¬ 
ten Arguments erfüllt; in diesem Fall ist (IV.23) sogar lokal eindeutig lösbar {Satz von 
Picard-Lindelöf). Ferner übertragen sich diese Sätze unmittelbar auf endlichdimensionale 
Systeme, d. h./ und y nehmen Werte im R" an. Ersetzt man jedoch R" durch einen unend- 
lichdimensionalen Banachraum X, so wird der Satz von Peano für jedes solche X falsch 
(Godunov, Funct. Anal. Appl. 9 (1975) 53-55). 

Im letzten Teil dieses Abschnitts studieren wir Fixpunktsätze für nicht kompakte Ab¬ 
bildungen. Wir werden Abbildungen untersuchen, für die „das Bild kompakter als das 
Urbild“ ist. Um diese Idee zu präzisieren, müssen wir die Nichtkompaktheit einer Menge 
quantifizieren. Das geschieht in der nächsten Definition. 

► Definition IV.7.20 Das Kuratowskische Nichtkompaktheitsmaß a(A) einer Teilmenge 
A eines normierten Raumes ist erklärt als das Infimum der Zahlen e > 0, so dass A mit 
endlich vielen Mengen vom Durchmesser < e überdeckt werden kann. Gibt es kein solches 
e, setzt man a{A) = oo. 

Da jede Menge denselben Durchmesser wie ihr Abschluss hat, darf man bei Bedarf in 
dieser Definition annehmen, dass die überdeckenden Mengen abgeschlossen sind. 

Offensichtlich ist für eine kompakte Menge a{A) = 0, denn die offene Überdeckung 
U;c€A besitzt eine endliche Teilüberdeckung. Hinter Definition IV.7.20 steckt die 

Idee, dass eine Menge A um so weniger kompakt ist, je größer oi{A) ist. 

Beispielsweise ist für die abgeschlossene Einheitskugel Bx eines unendlichdimen- 
sionalen Banachraums a(Bx) = 2: Da stets oc{A) < diam(A) gilt (jede Menge überdeckt 
sich selbst), gilt trivialerweise a{Bx) < 2. Zum Beweis der Gleichheit benötigt man ein 
Resultat aus der algebraischen Topologie, den Satz von Lyusternik-Shnirelman-Borsuk. 
Wenn man nämlich annimmt, dass (x{Bx) < 2 ist, gibt es endlich viele abgeschlossene 
Mengen M\,... ,Mn vom Durchmesser < 2, so dass Bx C Mi U ■ • ■ U M„. Betrachte nun 
einen beliebigen n-dimensionalen Unterraum E des unendlichdimensionalen Raums X und 
setze Mj = Mj (T Se- Dann sind M\,... ,M' abgeschlossene Teilmengen der Sphäre Se von 
E, die Se überdecken. Der angesprochene Satz von Lyusternik-Shnirelman-BorsuU’ liefert 
jetzt aber, dass eine dieser Mengen, etwa M'j^, einen Punkt xq samt seiner „Antipode“ -xq 
enthält, und das liefert den Widerspruch 

2 = ||xo-(-xo)|| < diam{Mjß < diam(M,„) < 2. 

Es folgen einige Eigenschaften des Nichtkompaktheitsmaßes. 


^Beweise dieses Satzes findet man z.B. in Granas/Dugundji [2003], S. 91, oder Zeidler [1986], 
S. 708. 
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Lemma IV.7.21 Für Teilmengen eines Banachraums X gilt: 

(a) a(Ä) < a(B)fürA C B; 

(b) a{A) = a{Ä); 

(c) a{A Uß) = max{ü;(A), «(ß)}; 

(d) a{A + B) < a{A) + a{B), wobei A+ B = {a + b: a & A, e ß}; 

(e) a{cA) = \c\a{A) für c € K, wobei cA = [ca: a e A}; 

(f) «(A) = 0 genau dann, wenn A relativkompakt ist; 

(g) a(A) = «(coA) = «(cöA); 

(h) für eine absteigende Folge abgeschlossener Mengen A\ D A 2 D .. mit a(A„) —>■ 

0 ist PlJ^i kompakt und nicht leer. 

Beweis. Die Teile (a) bis (e) ergeben sich direkt aus der Definition; für (b) beachte die auf 
Definition IV.7.20 folgende Bemerkung. Weiter folgt (f) aus Satz B. 1.7. 

Wegen (a) und (b) ist für den Beweis von (g) nur a(coA) < a{A) zu zeigen. Sei dazu 
eo > ot{A)-, dann gibt es eine endliche Überdeckung A C UJ=i durch Mengen vom 
Durchmesser diam(Mü < eo. Weil die konvexe Hülle einer Menge M denselben Durch¬ 
messer wie M hat, denn für Konvexkombinationen x = Yfi=i und y = Yl'k=\ htkyk 
gilt 


lü-yll 


< 


h{xi -y) = XI X! 

i=l !=1 k=l 

p r P r 

^ ki ^ ßk w^i -ykW < ^ ^ l^k diam(M) = diam(M), 


i=l Ä:=l /=1 Ä:=l 

darf man Mi,...,Mn auch als konvex annehmen. Nun beachte 


coA C co(^Mi U C co(^Mi U co[J 

j=2 

co( Ml U co{m 2 U co M^ 


C 


1=3 


1=2 
C etc. 


Wenn für konvexe Mengen Ci und C 2 sowie deren konvexe Hülle C = co(Ci U C 2 ) 

a(C) < max{a(Ci),a(C 2 )} (IV.25) 


gezeigt ist, folgt aus der obigen Darstellung (von unten nach oben gelesen) «(coA) < sq 
und deshalb a(coA) < a(A). 

Zum Beweis von (IV.25) dürfen wir Ci und C 2 als beschränkt voraussetzen, etwa ||jic|| < 
ß für X e Ci U C 2 . Jedes x e C kann als 


X = kxi -F (1 - X.)X2 
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mit geeigneten xi e Ci, X 2 e C 2 und 0 < 1 < 1 dargestellt werden (Beweis?). Sei nun 
N e N beliebig und 2.^ = k/N; wähle zu X ein X/c mit 12.*: -< 1 /N. Dann kann x als 


X = X/,xi + (1 - X/i)x 2 + z 

mit einem Element z mit Ikll < 2R/N geschrieben werden. Das bedeutet, dass 

^ 2R 

Cc\J{XtCi+il-Xk)C2) + —Bx, 

k=0 

und eine Anwendung der Teile (a), (d), (c), (e) zusammen mit a(Bx) < 2 liefert 

a(C) < max (k*o!(Ci) + (1 - k*)o!(C 2 )) + ^ 

0<k<n ' N 

4-R 

< max{a!(Ci),ü;(C 2 )} + —. 

Da Af e N beliebig war, ist (1V.25) und damit auch (g) gezeigt. 

(h) Nach (a) und (f) ist klar, dass kompakt ist. Um zu zeigen, dass diese Menge 

nicht leer ist, wähle zu n e N Punkte x„ e A„. Wegen {x„: n > m} C gilt 

a({Xn- «>!}) = oi{{Xn- n > m]) < a{Am) 0, 

und deshalb ist {x„: n > 1} relativkompakt. Aber jeder Häufungspunkt der Folge (x„) liegt 
in Pin ; daher ist diese Menge nicht leer. □ 

Die bereits angesprochene Klasse von Abbildungen kann nun wie folgt definiert 
werden. 

► Definition IV.7.22 Seien X und Y Banachräume, M C X und F: M ^ Y eine stetige 
Abbildung. Dann heißt F kondensierend (oder verdichtend), wenn a{F{A)) < ot{A) für alle 
beschränkten A C M mit a{A) ^ 0. 


Beispiel 

(c) Offenbar sind jede kompakte Abbildung Fi und jede strikt kontrahierende Ab¬ 
bildung F 2 kondensierend; im ersten Fall ist ja a{F\{A)) = 0 für alle beschränkten 
Mengen A, und im zweiten gilt a(F 2 (A)) < qa(A), wenn q die Kontraktionskonstante 
bezeichnet (Beweis?). Aber auch F = F\ + F 2 ist kondensierend, denn 

ot{F{A)) < a(Fi(A)) + a(F 2 {A)) < qa(A) 

nach FemmalV.7.21(d). Solche Finearkombinationen zählen zu den wichtigsten Bei¬ 
spielen kondensierender Abbildungen. 


Für kondensierende Abbildungen gilt der folgende Fixpunktsatz. 
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Satz IV.7.23 (Fixpunktsatz von Darbo-Sadovskii) 

Sei X ein Banachraum, und sei C G X nicht leer, abgeschlossen, beschränkt und konvex 
sowie F: C ^ C kondensierend. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, eine kompakte konvexe Teilmenge C von C zu 
finden, auf die der Schaudersche Fixpunktsatz angewandt werden kann. Zu diesem Zweck 
fixieren wir einen Punkt p e C und betrachten das System aller abgeschlossenen 
konvexen Teilmengen K von C, die p enthalten und F-invariant sind (d. h. F{K) C K)\ 
z. B. ist C e Es sei C der Durchschnitt aller K e JF. Als Schnitt abgeschlossener und 
konvexer Mengen ist C natürlich auch abgeschlossen und konvex, und C ist nicht leer, 
denn p e C'. Da für alle K e aus C G K auch F(C') C F{K) G K folgt, schließen wir 
F(C') C C'; mithin ist C das kleinste Element von JiF. 

Um den Schauderschen Fixpunktsatz auf die Einschränkung F\^, anwenden zu können, 
müssen wir jetzt noch die Kompaktheit von C zeigen. Dazu beobachten wir, dass 


C" ;=cö(F(C')U {pD = C 


ist; hier folgt C" G C aus den obigen Eigenschaften von C, und andererseits ist C" e JF 
(die F-Invarianz von C" ergibt sich wegen C" C C aus F{C") G F{C) G C") und deshalb 
C' C C". Aus LemmaIV.7.21 erhält man jetzt 


a(C') = a(C") = a(F(C') U {p}) = a(F(C% 


und da F kondensierend ist, muss a(C') = 0 und deswegen C' kompakt sein. 

Der Schaudersche Eixpunktsatz liefert daher einen Fixpunkt für und deshalb erst 
recht einen Fixpunkt für F. □ 

Formal schließt der Darbo-Sadovskiische Fixpunktsatz sowohl den Banachschen als 
auch den Schauderschen als Spezialfälle ein (ersteren modulo der Voraussetzung über den 
Definitionsbereich), aber letzterer ging ja im Beweis ein. Das nächste Korollar kann man 
unter demselben Vorbehalt als Kombination dieser beiden Sätze verstehen. 

Korollar IV.7.24 (Fixpunktsatz von Krasnoselskii) 

Seien X ein Banachraum und C G X abgeschlossen, konvex, beschränkt und nicht leer. 
Ferner seien Fp.C^X kompakt und F 2 : C —>• V eine strikte Kontraktion, und F := Fy +F 2 
bilde C in C ab. Dann besitzt F einen Fixpunkt. 


Beweis. In Beispiel (c) wurde gezeigt, dass F kondensierend ist. 


□ 
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IV.8 Aufgaben 

Aufgabe IV.8.1 (Das Banach-Mazur- oder Choquet-Spiel) 

Sei T ein topologischer Raum, der, um unliebsame Überraschungen zu vermeiden, hier 
wie im Folgenden stillschweigend als nicht leer angenommen wird. Zwei Spieler, A und 
B, spielen folgendes Spiel: Abwechselnd wird eine nichtleere offene Menge gewählt, die 
in der soeben vom Kontrahenten gewählten Menge liegen muss; den ersten Zug macht A 
und hat dabei die freie Wahl. Bei einem Spieldurchgang entsteht so eine absteigende Folge 
offener nichtleerer Teilmengen von T: Fi D V 2 D V 3 D .... Falls H üi 7 ^ 0^ gewinnt B, 
andernfalls A. Wir sagen, dass B eine Gewinnstrategie hat, wenn eine Abbildung <!>: r ^ 
r auf der Familie r aller nichtleeren offenen Mengen existiert, so dass stets <t>(F) C V gilt 
und für jede Folge Vi, F 3 , V5, ... € r mit Vi D V2 = ‘I’(Fi) D V 3 D V4 = < 1 >(F 3 ) D ... der 
Schnitt n^i nicht leer ist. 

(a) Ist T ein vollständiger metrischer Raum, so hat B eine Gewinnstrategie. 

(b) Auch in lokalkompakten Hausdorffräumen hat B eine Gewinnstrategie. 

(c) Ist T ein topologischer Raum, in dem B eine Gewinnstrategie hat, so gilt in T der Satz 
von Baire. 

Aufgabe IV.8.2 Sei der Vektorraum aller Polynome auf K und || . || eine Norm auf 
Dann ist {3^, || . ||) kein Banachraum. 

(Tipp: Bairescher Kategoriensatz!) 

Aufgabe IV.8.3 Es sei /: [0, 00 ) M eine stetige Funktion, so dass für alle t > 0 die 
Bedingung lim„^oo/(«0 = 0 gilt. Dann gilt auch lim,^oo/(f) = 0. 

Aufgabe IV.8.4 Eine Teilmenge M eines metrischen (oder auch topologischen) Raums 
heißt Gä-Menge (bzw. fcr-Menge), wenn M als abzahlbarer Schnitt offener Mengen (bzw. 
als abzählbare Vereinigung abgeschlossener Mengen) geschrieben werden kann. 

(a) Q ist keine G 3 -Menge in M. 

(Tipp: Benutzen Sie den Satz von Baire!) 

(b) Sei/: R —> M eine Eunktion. Dann ist {f e K: / ist stetig bei t}, die Menge der 
Stetigkeitspunkte, eine G 3 -Menge. 

(c) Es gibt keine Eunktion/: M ^ R, die bei allen rationalen Zahlen stetig, aber bei allen 
irrationalen Zahlen unstetig ist. Wohl aber gibt es eine Eunktion /: R ^ R, die bei 
allen irrationalen Zahlen stetig, jedoch bei allen rationalen Zahlen unstetig ist. 

Aufgabe IV.8.5 (Eunktionen der 1. Baireschen Klasse) 

Sei (/„) eine Eolge von stetigen Eunktionen von R nach R, so dass lim„^oo/n(Ü =: /(O 
für alle f e R existiert. (Man sagt, eine Funktion gehöre zur 1. Baireschen Klasse, wenn 
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sie punktweiser Limes einer Folge stetiger Funktionen ist.) Zeigen Sie, dass / mindestens 
einen Stetigkeitspunkt besitzt. Anleitung: 

(a) Seien ü){t, 5) = sup{ |/(5i) -/(s 2 )|: k; -t\ < ^}, co{t) = infä>o cü(t, S) und Ag = {t e K: 
oj{t) < e}. Für alle e > 0 ist dann Ag offen. 

(b) Ag ist auch stets dicht. Um das zu zeigen, nehmen Sie an, dass Z?g := K\Ag ein 
abgeschlossenes Intervall J positiver Länge enthält. Betrachten Sie dann 

£„= |/(r)-/(0l <e/5.} 

ij>n 

Schließen Sie, dass für ein rio die Menge ein nichttriviales Intervall I enthält. Nun 
folgern Sie, dass |/no(0-/(f)l < e/5 für alle re/ gilt, und leiten Sie den Widerspruch 
/ n Ag / 0 ab. 

(c) Zum Schluss wende man den Satz von Baire an. 

Geben Sie mit der Aussage dieser Aufgabe einen neuen Beweis von Korollar IV.2.5. 

Aufgabe IV.8.6 Sei N eine Teilmenge eines Banachraums X, deren Komplement von 
1. Kategorie ist. Zeigen Sie N + N = X. Schließen Sie, dass jede stetige Funktion auf [0,1] 
als Summe von zwei stetigen, nirgends differenzierbaren Funktionen dargestellt werden 
kann. 

Aufgabe IV.8.7 

(a) Für 1 < p < ^ < oo ist von 1. Kategorie in 

(b) Ui<p<^ echte Teilmenge von 

Aufgabe IV.8.8 Für eine reelle Folge (sn) sind äquivalent: 

(i) konvergiert absolut. 

(ii) Für alle Nullfolgen (t„) konvergiert s„tn. 

(Tipp: Verwenden Sie Korollar IV.2.5 und Satz 11.2.3. ) 

Geben Sie auch eine „elementare“ Lösung, die mit Mitteln der Analysis I auskommt! 

Aufgabe IV.8.9 

(a) Sei T eine lineare Abbildung zwischen den normierten Räumen X und Y. T genüge 
der Bedingung 


—> 0 schwach ^ Tx„ —>■ 0 schwach. 


Dann ist T stetig. 
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(Zusammen mit Aufgabe III.6.17(a) liefert diese Aussage, dass Stetigkeit zur „schwa¬ 
chen Stetigkeit“ äquivalent ist. Der Begriff der schwachen Stetigkeit wird in Kap. VIII 
präzisiert.) 

(b) Finden Sie Gegenbeispiele, die zeigen, dass die Vollständigkeit von X in den Korol¬ 
laren IV.2.4 undIV.2.5 wesentlich ist. 

Aufgabe IV.8.10 Gehen Sie notwendige und hinreichende Bedingungen für die schwache 
Konvergenz einer Folge in 1 < /? < oo, oder cq. 

Aufgabe IV.8.11 

(a) Sei l < p < oo. Für eine Folge (x„) in L!’[0, 1] sind äquivalent: 

(i) ^ 0 schwach. 

(ii) sup„ \\xn IIlp < oo und x„(t) dt ^ 0 für alle Borelmengen A. 

(b) Gilt diese Äquivalenz auch für p = ool 
(Hinweis: Betrachten Sie x„(t) = f.) 


Aufgabe IV.8.12 Eine Folge (x„) in einem normierten Raum X heißt schwache Cauchy- 
folge, falls für alle V e Z' die skalare Folge (V(x„)) eine Cauchyfolge ist. 

(a) Geben Sie in co und C[0,1] Beispiele für schwache Cauchyfolgen, die nicht schwach 
konvergieren! (Man kann übrigens beweisen, dass jede schwache Cauchyfolge in 
L'[0, 1] schwach konvergiert; siehe Satz VIII. 6 . 10.) 

(b) Eine schwache Cauchyfolge ist beschränkt. 

(c) In einem reflexiven Banachraum ist eine schwache Cauchyfolge schwach konvergent. 

Aufgabe IV.8.13 Seien X und Y Banachräume und ß: Z x F ^ K bilinear. B sei partiell 
stetig, d. h., für alle x € Z ist y B{x,y) stetig, und für alle y e F ist x i-^ B(x,y) stetig. 
Dann ist B stetig. 

(Tipp: Satz von Banach-Steinhaus!) 

Aufgabe IV.8.14 Seien Z und F Banachräume. Ist F: Z D dom(r) ^ F abgeschlossen, 
so ist sein Kern, d. h. {x e dom(r): Fx = 0}, ein abgeschlossener Unterraum von Z. 

Aufgabe IV.8.15 

(a) SeiZ = Y = Betrachten Sie T: X D D ^ F, definiert durch F((i’„)) = {ns„), wo 

(i) D = {(ä„) e (ns„) e f^}, 

(ii) D = d. 

Untersuchen Sie, ob F abgeschlossen ist. 
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(b) Seien X und Y normierte Räume, D C X ein Untervektorraum, und sei T: X D D ^ Y 
durch Tx = 0 definiert. Ist T abgeschlossen? 

Aufgabe IV.8.16 

(a) Seien U, V, W Banachräume, D C V ein Untervektorraum, und sei T: V D D W 
linear. Zeigen Sie: 

• Wenn T injektiv und abgeschlossen ist, dann ist T“': W D ran(r) ^ V 
abgeschlossen. Ferner ist ran(7’) abgeschlossen, falls F“' stetig ist. 

• Ist T abgeschlossen, S e L{U, V) mit ran(5') c D, so gilt TS e L{U, W). 

• Ist T abgeschlossen, S e L{V, W), so ist S + T: V D D —>■ W abgeschlossen. 

(b) Seien X, Y, Z Banachräume, seien K e K{X, Z) und T e L(Y, Z) mit ran(r) C ran(A). 
Dann ist T kompakt. 

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe II.5.19(c) und Teil (a).) 

Aufgabe IV.8.17 Seien X, Y und Z Banachräume, T: X ^ F sei linear, J: Y ^ Z linear, 
injektiv und stetig und JT: X Z stetig. Zeigen Sie, dass auch T stetig ist. 

Aufgabe IV.8.18 Ein kompakter Operator zwischen Banachräumen hat genau dann abge¬ 
schlossenes Bild, wenn sein Wertebereich endlichdimensional ist. 

Aufgabe IV.8.19 Sei C offen und beschränkt. Betrachten Sie den Banachraum (!) 

/ und alle partiellen Ableitungen | 

Dif = ^ sind beschränkt j 

unter der Norm ||/|| = ||/||oo + Yl’iLi W^fWoo- Sei nun N > 3 und g: ^2 x ^2 —> K eine 
Funktion, so dass |g(x,y)| < const. falls x y und f^gi- ,y)f(y) dy für alle 

/ e C^{Q) existiert und in C'’*(f2) ist. Dann existiert eine Konstante A, derart dass für 




C'(^2): 


3 

dxi 


/ 

Jn 


g(x,y)f(y) dy 


<A - ll/lloo 


V/ e C'’(^2), xeQ 


gilt. 

(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe IV.8. 17.) 

Aufgabe IV.8.20 Eine Folge (£>„) in einem Banachraum X heißt Schauderbasis, falls jedes 
X e A eindeutig als konvergente Reihe x = ^nbn, e K, dargestellt werden kann. 

(a) Die Einheitsvektoren (e„) bilden eine Schauderbasis in (1 < p < oo) bzw. co, nicht 
jedoch in l°°. 
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(b) Wenn X eine Schauderbasis besitzt, ist X separabel. 

(Die Umkehrung gilt nicht, wie P. Enflo 1973 gezeigt hat, denn Banachräume 
mit einer Schauderbasis besitzen die Approximationseigenschaft, vgl. S. 99 und 
Aufgabe IV.8.21(a).) 

(c) Die Abbildungen b*:x\-^ (die sog. Koeffizientenfunktionale) sind wohldefiniert 
und linear. 

(d) Es ist stets b* e X'. Beweisen Sie diesen Satz von Banach nach folgender Anleitung: 

Man setze |||x||| = sup^ || fe*(jt)f 7 „||. Das ist eine Norm. Zeigen Sie ö* e (X, ||| . |||)' 

und dass ||| . ||| zu || . || äquivalent ist. Dazu beweisen Sie die Vollständigkeit von 
(X, III . III) und benutzen Sie den Satz von der offenen Abbildung. 

Aufgabe IV.8.21 

(a) Sei X ein Banachraum mit einer Schauderbasis (b„) und Koeffizientenfunktionalen 
(7>*) (vgl. AufgabeIV. 8 . 20). Betrachten Sie die Operatoren Pn(x) = ^^=1 

Dann gelten: 

(1) e L{X) und dimranP,, = n für alle n, 

(2) PnPm = PmPn = Pmm{m,n] für alle m Und M (insbesondere sind die P„ Projektionen), 

(3) Pn{x) X für alle x G A. 

(b) Ist umgekehrt (P„) eine Folge von Projektionen mit den Eigenschaften (l)-(3), so 
existiert eine Schauderbasis, zu der die P„ wie unter (a) assoziiert sind. 

(c) Sei (tn) die Folge 0,1, 5 , g, g,... in [0,1]. Man definiere Projektionen P„: 
C[0,1] ^ C[0,1] wie folgt: {P\f){t) = /(O) für alle t, und für « > 2 sei Pffi die 
stückweise lineare stetige Funktion mit Knoten bei für die (Pffi)(tj) = f{tj) gilt 
(/' = !,...,«). Zeigen Sie, dass die P„ die Bedingungen (l)-(3) erfüllen, und skizzie¬ 
ren Sie die ersten Funktionen einer so erzeugten Schauderbasis von C[0,1]. (Hierbei 
handelt es sich um „die“ Schauderbasis, die von Schauder selbst konstruiert wurde.) 

(d) Hingegen bilden die Funktionen t„: 11 -^ f, n > 0, keine Schauderbasis von C[0,1]. 
(Tipp: Ist Y!k=o 1 -^ «i stetig?) 

(e) Es gibt auch keine Umordnung (t;r(„)), n eine Bijektion von {0,1,2,... } auf sich, die 
eine Schauderbasis bildet. 


Aufgabe IV.8.22 (Das Prinzip der Verdichtung der Singularitäten) 

(a) Sei X ein Banachraum und seien Ti, Yz,- - normierte Räume. Für jedes n e N sei 
G„ C L(X, Y„) eine unbeschränkte Teilmenge. Zeigen Sie, dass es ein x e X mit 

sup ||7x|| =00 Vn e N 
T€G„ 


gibt. In der Tat bilden diese x das Komplement einer Menge 1. Kategorie. 
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(b) Als Anwendung zeige man, dass es eine stetige 27r-periodische Funktion gibt, deren 
Fourierreihe an überabzählbar vielen Stellen divergiert. 

(Anleitung: Wir wissen bereits, dass es zu jeder Stelle t e [0,2jr] eine Funktion x e 
C 2 n gibt, deren Fourierreihe bei t divergiert, vgl. den Beweis von Satz IV.2.10. Sei nun 
■ ■} dicht in [0,2?!]. Wenden Sie (a) auf G„ = m > 0} C an 

{sm{x, t) = m-te Partialsumme der Fourierreihe von x bei f), um für das laut (a) existente 
X zu erhalten, dass = {t: \sm{x, t)\ < k Vm > 0) für jedes A: e N abgeschlossen und 
von 1. Kategorie ist. Schließen Sie daraus die Behauptung.) 

Aufgabe IV.8.23 

(a) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass der Satz vom abgeschlossenen Graphen 
nicht mehr zu gelten braucht, wenn nur Y als vollständig vorausgesetzt ist. 

(b) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass der Satz vom abgeschlossenen Graphen 
nicht mehr zu gelten braucht, wenn nur X als vollständig voransgesetzt ist. 

(Anleitung: Sei X = und (h,),g/ eine algebraische Basis des Vektorraums mit 
||h,j| = 1 für alle i. Jedes x ^ X kann also eindeutig in eine Summe x = '^ajbi 
entwickelt werden, wobei nur endlich viele Summanden nicht verschwinden. Setze 
llklll = l“il (endliche Summe!). Y bezeichne den mit der Norm ||| . ||| versehenen 
Vektorraum £^. Betrachten Sie nun den identischen Operator Id: X Y.) 

Aufgabe IV.8.24 Sei l < p < oo und/ G U[Q,2n'\. Sei (t„(/) das arithmetische Mittel 
der Partialsummen der Fourierreihe von/. Zeigen Sie, dass {(!„(/)) in G’[0,2jr] gegen/ 
konvergiert. 

(Tipp: Vgl. Satz IV.2.11. Übrigens kann man im Fall 1 < p < oo zeigen, dass die Partial¬ 
summen selbst gegen / konvergieren; für p = 1 ist das jedoch falsch. Der Fall p = 2 wird 
in Kap. V abgehandelt.) 

Aufgabe IV.8.25 Seien V und W abgeschlossene Unterräume eines Banachraums X. 
Zeigen Sie durch folgendes Gegenbeispiel, dass V+W nicht abgeschlossen zn sein braucht: 
A = f' © £/ V = © {0}, W = gr(r), wo T: ^ f-, Tx = x. 

Aufgabe IV.8.26 Sei X ein separabler Banachraum. Konstruieren Sie eine Quotienten¬ 
abbildung von auf X. Konstruieren Sie anschließend eine Quotientenabbildung von 
L/M) auf A. 

(Tipp: Imitieren Sie den 2. Teil des Beweises des Satzes von der offenen Abbildung.) 

Aufgabe IV.8.27 Sei A ein Banachraum und U ein zu isomorpher Unterraum. 
Schließen Sie mit Hilfe von Aufgabe III.6.23(a), dass U komplementiert ist. 

Aufgabe IV.8.28 Zeigen Sie, dass C[0,1] einen zu cq isometrischen komplementierten 
Unterraum und LP[Q, 1] einen zu U’ isometrischen komplementierten Unterraum besitzt. 
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Aufgabe IV.8.29 (Strikt singuläre Operatoren) 

Ein stetiger linearer Operator T: X ^ Y zwischen Banachräumen heißt strikt singulär, 

wenn inf{||7ä:||: x e U, ||x|| = 1} = 0 auf jedem unendlichdimensionalen Unterraum 

U CX gilt. 

(a) T ist genau dann strikt singulär, wenn die einzigen abgeschlossenen Unterräume U C 
X, für die die Restriktion T\^. U ^ T(U) ein Isomorphismus ist, endlichdimensional 
sind. 

(b) Ein kompakter Operator ist strikt singulär. 

(c) Der identische Inklusionsoperator von nach cq ist strikt singulär, aber nicht 
kompakt. 

(d) Ein Operator ist strikt singulär, wenn zu jedem unendlichdimensionalen abgeschlos¬ 
senen Unterraum U <Z X ein weiterer unendlichdimensionaler abgeschlossener 
Unterraum V C U existiert, so dass T\y kompakt ist. [Es gilt auch die Umkehrung; 
vgl. Pietsch [1980], Theorem 1.9.3.] 

Aufgabe IV.8.30 (Lemma von Zabreiko) 

Sei p eine Halbnorm auf einem Banachraum X mit 



für alle konvergenten Reihen Xk- Dann existiert M > 0 mit 

p(x) < M\\x\\ Vx e X. 


(a) Beweisen Sie dieses Lemma. 

(Tipp; Betrachten Sie [x: p{x) < n} und imitieren Sie den Beweis des Satzes von der 
offenen Abbildung.) 

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Zabreiko den Satz von Banach-Steinhaus. 
(Tipp:p(x) = sup; ||r,x||.) 

(c) Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Zabreiko den Satz vom inversen Operator (Ko¬ 
rollar IV.3.4). 


(Tipp:pCv) = IIT i>'||.) 


(d) Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Zabreiko den Satz vom abgeschlossenen Gra¬ 
phen. 

(Tipp:p(x) = ||7x||.) 

Aufgabe IV.8.31 Sei (M, d) ein (nicht leerer) vollständiger metrischer Raum, und sei F: 
M ^ M eine Abbildung, für die es eine strikt kontraktive Potenz F" = F o ■ ■ ■ o F gibt. 
(Man beachte, dass eine solche Abbildung nicht stetig zu sein braucht.) Zeigen Sie, dass 
F einen Fixpunkt besitzt. 
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Aufgabe IV.8.32 Es gibt unvollständige metrische Räume, in denen der Banachsche Fix¬ 
punktsatz gilt. 

(Tipp: Der Graph von sin(l/x) mit der Metrik des K^.) 

Aufgabe IV.8.33 Sei C eine abgeschlossene, beschränkte, konvexe Teilmenge eines strikt 
konvexen Banachraums; ferner sei F: C ^ C nichtexpansiv. Zeigen Sie, dass die Menge 
der Fixpunkte von F konvex ist, und geben Sie ein Gegenbeispiel zu dieser Aussage in 
einem nicht strikt konvexen Raum. 


Aufgabe IV.8.34 Ein Banachraum (A, || . ||) ist genau dann gleichmäßig konvex, wenn 


1, Ib« 


1 , 


Xn +yn 


\\X„ -yn 


gilt. 

Aufgabe rV.8.35 In einem gleichmäßig konvexen Raum folgt aus ||x„|| ^ ||x|| und der 
schwachen Konvergenz x die Normkonvergenz ^ x. 

Aufgabe rV.8.36 Der Raum versehen mit der Norm |||v:||| = ||x||^i + \\x\\ii, ist strikt 
konvex, aber nicht gleichmäßig konvex. 

Aufgabe IV.8.37 Es sei X = (oder allgemeiner ein Hilbertraum (siehe Kap. V)), und es 
sei F: Bx X nichtexpansiv. 

(a) Sei R: X ^ Bx die radiale Retraktion 

R(x) = X für ||x|| < 1, R(x) = x/\\x\\ für ||x|| > 1. 

Dann ist R nichtexpansiv. (Aufgabe V.6.15 enthält eine allgemeinere Aussage.) Zeigen 
Sie auch, dass die radiale Retraktion auf anderen normierten Räumen nicht nichtex¬ 
pansiv zu sein braucht. 

(b) Entweder hat F einen Fixpunkt, oder es existieren ein x e Sx und ein k > 1 mit 
F(x) = Xx. 

(c) Falls F{Sx) C Bx, hat F einen Fixpunkt. 

Aufgabe IV.8.38 Finden Sie eine stetige Abbildung F: R, die auf der Einheitskugel 

unbeschränkt ist. 

(Hinweis: ||e„-emll > T) 

Aufgabe IV.8.39 Sei X ein Banachraum, K (Z X kompakt sowie F: Bx X eine 
kompakte Abbildung. Dann ist auch (Id - F)“' (K) kompakt. 
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Aufgabe IV.8.40 Seien X und Y Banachräume und F.Bx Y eine kompakte Abbildung. 
Dann gibt es eine Folge (F„) von kompakten Abbildungen mit endlichdimensionalem Bild 
(d. h. dimlinf„(Bx) < oo für alle n), die auf Bx gleichmäßig gegen F konvergiert. 

Aufgabe IV.8.41 Sei/: [0,1] x K K stetig und <!>: C[0,1] —>• C[0,1] der durch 
{^<p){t) = f{t, (p{t)) definierte Superpositionsoperator. Zeigen Sie, dass <t> stetig ist und 
beschränkte Mengen auf beschränkte Mengen abbildet. Unter welchen Bedingungen an/ 
ist <t> kompakt? 

Aufgabe IV.8.42 (Leray-Schauder-Prinzip) 

Sei F: X ^ X eine kompakte Abbildung auf einem Banachraum. Es existiere eine Zahl 
r > 0 mit folgender Eigenschaft: Falls 0 < f < 1 und xq = tF{xo)für ein xq e A, dann ist 
notwendig ||xo|| < r. (Beachten Sie, dass nicht vorausgesetzt ist, dass x = tF(x) wirklich 
eine Lösung besitzt.) Dann hat F einen Eixpunkt. 

(Anleitung: Betrachten Sie die durch G(x) = F(x) für ||F(x)|| < 2r und G(x) = 
2rF{x)/\\F{x)\\ sonst definierte Abbildung.) 

Aufgabe IV.8.43 Sei X ein Banachraum, und sei F: Bx X eine kompakte Abbil¬ 
dung. 

(a) Dann hat F einen Fixpunkt, oder es existieren ein x e Sx und ein k > 1 mit F(x) = Xx. 

(b) Falls F{Sx) C Bx, hat F einen Fixpunkt. 

Aufgabe IV.8.44 Sei C eine nicht leere, abgeschlossene, konvexe, beschränkte Teilmenge 
eines Banachraums, und sei (p\ [0, oo) [0, oo) eine stetige Funktion mit q)(r) < r für 
alle r > 0. Es sei F. C C eine Abbildung, die 

ll^’(^)--F(>’)ll <^(lk-}'ll) Vx,yeC 
erfüllt. Zeigen Sie, dass F einen Fixpunkt besitzt. 


IV.9 Bemerkungen und Ausblicke 

Die Resultate dieses Kapitels gehören zu den wichtigsten und nützlichsten Sätzen der 
Funktionalanalysis; ebenso zählt die Beweismethode des Kategorienarguments zu den 
elegantesten Hilfsmitteln der abstrakten Analysis. (Übrigens bilden die kompakten topo¬ 
logischen Hausdorffräume eine weitere Raumklasse, für die der Bairesche Kategoriensatz 
gilt.) In gewisser Weise können Mengen 1. Kategorie als das topologische Äquivalent 
zu Mengen vom Maß Null angesehen werden. Über Gemeinsamkeiten und Unterschiede 
dieser Konzepte gibt Oxtoby [1980] Auskunft. 

Die Existenz stetiger, aber nirgends differenzierbarer Funktionen kann auch wahr¬ 
scheinlichkeitstheoretisch begründet werden, weil ein Pfad der Brownschen Bewegung 




IV.9 Bemerkungen und Ausblicke 


211 


mit Wahrscheinlichkeit 1 diese Eigenschaften besitzt (siehe Bauer [1991], S. 424). Natür¬ 
lich kann man solche Funktionen auch konkret hinschreiben; das einfachste Beispiel einer 
stetigen nirgends differenzierbaren Funktion auf M scheint durch f{t) = 2“"^(2"f) 

gegeben zu sein, wo (p zunächst auf [-1,1] durch t \t\ definiert ist und dann periodisch 
mit der Periode 2 auf R fortgesetzt wird. Die abstrakten Existenzbeweise liefern jedoch, 
dass „so gut wie jede“ stetige Funktion an keiner einzigen Stelle differenzierbar ist - eine 
sicherlich überraschende Konsequenz! 

Theorem IV.2.1 - in diesem und vielen anderen Texten Satz von Banach-Steinhaus 
genannt - wurde zuerst von Hahn {Monatshefte f. Math. u. Physik 32 (1922) 3-88) für 
Funktionale und von Banach {Fund. Math. 3 (1922) 133-181) für Operatoren bewiesen, 
und zwar mit der Methode des gleitenden Buckels. 1927 zeigten Banach und Steinhaus 
{Fund. Math. 9 (1927) 50-61) eine Verschärfung, das Prinzip der Verdichtung der Singu¬ 
laritäten, siehe Aufgabe IV.8.22. Offenbar hat Saks vorgeschlagen, den Beweis statt mit der 
Buckelmethode mit einem Kategorienargument zu führen (vgl. Dleudonne [1981], S. 141), 
und so hielt die Bairesche Technik in die Funktionalanalysis Einzug. Korollar IV.2.5 fin¬ 
det sich mit dem heutigen Beweis ebenfalls in dieser Arbeit. Ein sehr elementarer, kurzer 
Beweis von TheoremIV.2.1 wurde kürzlich von Sokal {Amer. Math. Monthly 118 (2011) 
450^57) veröffentlicht. 

Auch der Satz von der offenen Abbildung wurde von Banach zunächst ohne einen Ka¬ 
tegorienschluss gezeigt {Studia Math. 1 (1929) 223-239) - in der Tat beweist er das dazu 
äquivalente Korollar IV.3.4 -, indem er den Satz von Hahn-Banach und KorollarIV.2.3 
benutzt und en passant den Satz vom abgeschlossenen Bild zeigt. Der heute übliche Kate¬ 
gorienbeweis wurde von Schauder {Studia Math. 2 (1930) 1-6) entdeckt. Der Satz vom 
abgeschlossenen Graphen stammt ebenfalls von Banach und findet sich erstmals in seinen 
Operations Lineaires, S. 41. Der Begriff des abgeschlossenen Operators geht hingegen auf 
von Neumann {Math. Ann. 102 (1929) 49-131) zurück. Für die Stetigkeit eines Operators 
zwischen Banachräumen reicht es sogar, dass der Graph eine Borelmenge des Produkts 
ist; das wurde von L. Schwartz (sogar für weitaus allgemeinere Räume) bewiesen (C. R. 
Acad. Sc. Paris A 263 (1966) 602-605). 

Es ist schon im Text bemerkt worden, dass die Hauptsätze dieses Kapitels deutlich 
machen, warum es so schwierig ist, auf Banachräumen definierte, aber unstetige Funk¬ 
tionale und Operatoren zu konstruieren. In den Aufgaben II.5.2 und IV.8.23(b) etwa wurde 
eine Basis des zugrundeliegenden Vektorraums benutzt und damit implizit das Zornsche 
Lemma verwendet. Es stellt sich die Frage, ob dieses Hilfsmittel wirklich notwendig ist. 

J. D. M. Wright diskutiert in seinem Artikel „Functional analysis for the practical man“ (in: 

K. D. Bierstedt, B. Fuchssteiner (Hg.), Functional Analysis, North Holland 1977, S. 283- 
290) Modelle der Mengenlehre, in denen das Zornsche Lemma nicht mehr gilt, aber die 
(in unserem Standardmodell der Mengenlehre falsche) Aussage „Jede lineare Abbildung 
zwischen Banachräumen ist stetig“ ein beweisbarer Satz wird. 

Auch die Anwendungen auf die Theorie der Fourierreihen waren Banach und seiner 
Schule bereits bekannt. Fejer bewies seinen Satz (Satz IV.2. 11) im Jahre 1900, freilich 
ohne die Korovkinschen Sätze zu benutzen, die erst 1953 bewiesen wurden. Der Beweis 
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dafür im Text folgt H. Bauer, Amer. Math. Monthly 85 (1978) 632-647; siehe auch Uchi- 
yamas Note in Amer. Math. Monthly 110 (2003) 334-336. Die elementare Theorie der 
Fourierreihen ist glänzend bei Körner [1988] beschrieben; der Klassiker der Theorie der 
trigonometrischen Reihen ist Zygmunds gleichnamige Monographie (Zygmund [1959]). 
Der im Text erwähnte Satz von Carleson erschien in Acta Math. 116 (1966) 135-157. 
Kurze Zeit darauf übertrug Hunt den Beweis auf -Funktionen für p > 1 und zeigte, 
dass auch für solche Funktionen die Fourierreihe fast überall konvergiert; siehe dazu 
Jprsboe/Mejlbro [1982] oder Arias de Reyna [2002]. Für p = \ gilt diese Aussage 
jedoch nicht, denn Kolmogorov hat 1926 das bemerkenswerte Gegenbeispiel einer inte¬ 
grierbaren Funktion konstruiert, deren Fourierreihe an keinem einzigen Punkt konvergiert 
(Zygmund [1959], vol. I, S. 310). 

In SatzIV.6.2 wurde festgestellt, dass endlichdimensionale Unterräume komplemen¬ 
tiert sind. Hier ist es von Interesse, Projektionen von minimaler Norm zu finden. Z.B. 
existiert eine Projektion mit ll^’«ll < clogn von C 271 auf den Unterraum aller trigo¬ 
nometrischen Polynome vom Grad < n, wo c eine Konstante ist (Wojtaszczyk [1991], 
S. 124). Schärfer als SatzIV.6.2 ist die Aussage des Satzes von Kadets/Snobar aus dem 
Jahr 1971, wonach für einen beliebigen n-dimensionalen Unterraum stets eine Projektion P 
mit ||P|| < existiert; zum Beweis siehe wieder Wojtaszczyk [1991], S. 116. Diese Ab¬ 
schätzung kann noch weiter zu ||P|| < .Jn-cjc eine universelle Konstante, verbessert 
werden (König/Tomczak-Jaegermann, Trans. Amer Math. Soc. 320 (1990) 799-823). 

SatzIV.6.5 stammt von Phillips (Trans. Amer Math. Soc. 48 (1940) 516-541), der 
dargestellte Beweis jedoch von Whitley (Amer Math. Monthly 73 (1966) 285-286). 
LemmaIV.6.6 geht auf Sierpihski zurück (Monatshefte f. Math. u. Physik 35 (1928) 
239-242). In Aufgabe IV.8.27 war zu zeigen, dass ein zu l°° isomorpher Unterraum 
stets komplementiert ist. Im separablen Fall gilt folgendes Analogon (siehe Linden- 
strauss/Tzafriri [1977], S. 106, oder den Übersichtsartikel von Cabello Sänchez, Castillo 
und Yost in Extracta Math. 15 (2000) 391-420): 

• (Satz von Sobczyk) 

Ein zu Co isomorpher Unterraum eines separablen Banachraums ist komplemen¬ 
tiert. 

Beispiele unkomplementierter Teilräume in V und U’[0, \], \ < p < 00 , p f2, werden 
in Köthe [1966], S. 431ff., vorgestellt. Darüber hinaus weiß man heute, dass jeder unend¬ 
lichdimensionale komplementierte Teilraum von 1^ zu isomorph ist. Dies hat Pelczyhski 
1960 für /? < 00 gezeigt, und Lindenstrauss hat 1967 den Fall p = 00 hinzugefügt, siehe 
Lindenstrauss/Tzafriri [1977], S. 53-57. Im Allgemeinen braucht ein Banachraum keine 
nichttrivialen komplementierten Unterräume zu besitzen, denn Gowers und Maurey haben 
kürzlich (J. Amer Math. Soc. 6 (1993) 851-874) ein spektakuläres Beispiel eines Banach¬ 
raums X produziert, bei dem bei jeder Zerlegung X = U ®V ’m abgeschlossene Unterräume 
entweder U oder V endlichdimensional ist. In der anderen Richtung ist der auf S. 275 zi¬ 
tierte Satz von Lindenstrauss und Tzafriri zu beachten, auf den bereits an dieser Stelle 
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hingewiesen sei. Über komplementierte Unterräume sind Übersichtsartikel von Mascioni 
in Expositiones Math. 7(1989) 3-47 und von Plichko und Yost in Extracta Math. 15 (2000) 
335-371 erschienen. 

Es gibt wohl nur wenige mathematische Sätze mit einem derart günstigen Preis- 
Leistungs-Verhältnis wie beim Banachschen Fixpunktsatz^; bei fast trivialem Beweis ist er 
praktisch universell anwendbar, vom Newtonverfahren bis zu den Fraktalen. Ursprünglich 
stammt der Satz aus Banachs Dissertation {Eund. Math. 3 (1922) 133-181), wo er unter 
der Annahme formuliert ist, dass M eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums 
ist. Mit diesem Satz hat Banach der im 19. Jahrhundert von Cauchy, Fiouville, Picard und 
anderen entwickelten Methode der sukzessiven Approximationen einen systematischen 
Rahmen gegeben. Etwas später hat Caccioppoli beobachtet, dass der Banachsche Satz 
bei gleichem Beweis auch auf abstrakten vollständigen metrischen Räumen funktioniert 
{Atti Accad. Naz. Lincei Rend., Ser. 6, 11 (1930) 794-799), weswegen manche Autoren 
vom Satz von Banach-Caccioppoli sprechen. [Tatsächlich ist diese Version gar nicht all¬ 
gemeiner: Ist (M, d) ein vollständiger metrischer Raum und C^(M) der Banachraum der 
stetigen beschränkten Funktionen auf M mit der Supremumsnorm sowie ü die Funktion 
y h-» d{x, y) auf M, so ist bei festem xq e M die Abbildung x\-^ fx-fxo eine Isometrie von 
M auf eine abgeschlossene Teilmenge von C‘’(M).] 

Es ist kein Wunder, dass es zu einem solchen Satz Hunderte von Variationen gibt, wo¬ 
von aber nur wenige tatsächlich von Bedeutung sind. Dazu zählt sicher der Eixpunktsatz 
von Weissinger, der unter der Voraussetzung, dass die Iterierten F' Abschätzungen der 
Form d(E"(x), E’'(y)) < a„d{x,y) mit ^„oin < oo genügen, dieselbe Aussage wie der 
Banachsche Fixpunktsatz macht; er wird auch genauso bewiesen. Eine weitere, auf den 
ersten Blick wenig naheliegende Variante setzt die Existenz einer positiven Funktion (p mit 

d(x, Eix)) < (fix) - (p(E{x)) WxeM (1V.26) 

voraus. (Für eine strikte Kontraktion kann man (p(x) = d{x,E(x))/{l - q) wählen.) 
Der Eixpunktsatz von Caristi besagt dann, dass eine beliebige Selbstabbildung F eines 
vollständigen metrischen Raums, ob stetig oder nicht, die (1V.26) mit einer positiven 
stetigen Funktion <p erfüllt, einen Fixpunkt besitzt. Dieser Satz hat einige überraschende 
Anwendungen gefunden. 

Der Fixpunktsatz von Browder, Göhde und Kirk wurde von diesen Autoren unabhängig 
voneinander im Jahre 1965 gefunden; Browder hat mit diesem Satz die Existenz peri¬ 
odischer Fösungen gewisser Differentialgleichungen bewiesen. Kirks Version ist sogar 


''Aus Anlass des 120. Geburtstags von Banach hat die polnische Staatsbank 2012 drei Sondermünzen 
herausgegeben: die mit dem Nennwert 2 zl. zeigt die Formel ||7’(x)|| < IITH ■ ||x||, die mit dem 
Nennwert 10 zl. zeigt die Formel ||S o r|| < ||S|| ■ ||r|| und versucht, den Satz von Hahn-Banach 
abzubilden, und die mit dem Nennwert 200 zl. dokumentiert den Banachschen Fixpunktsatz. (Die 
Münzen sind auf der in Kap. 1 erwähnten Seite http://kielich.amu.edu.pl/Stefan_Banach zu sehen.) 
Wie zum Beweis des konstatierten Preis-Leistungs-Verhältnisses ist der Sammlerwert der 200 zl.- 
Münze inzwischen das 20-fache des Nominalwerts! 
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noch etwas allgemeiner als die im Text. Er behandelt abgeschlossene beschränkte kon¬ 
vexe Mengen C mit normaler Struktur. Das bedeutet Folgendes: In jeder konvexen 
Teilmenge C' von C, die mindestens zwei Elemente besitzt, gibt es einen Punkt xq mit 
sup^g(-, ||xo -)'|| < diam(C'). In einem gleichmäßig konvexen Raum haben alle solche 
Mengen C normale Struktur, aber in cq hat {(s„) e cq: 0 < s„ < 1 für alle n } keine normale 
Struktur. Der Satz von Kirk besagt, dass jede nichtexpansive Abbildung F. C C einen 
Fixpunkt hat, wenn die abgeschlossene beschränkte konvexe Menge C normale Struk¬ 
tur hat und jede Folge in C eine schwach konvergente Teilfolge besitzt („C ist schwach 
kompakt“). 

Unser Beweis von Theorem IV.7.13 folgt Ideen von Goebel {Michigan Math. J. 16 
(1969) 381-383). Eines der größten offenen Probleme in der Theorie der nichtexpansiven 
Abbildungen ist, ob der Satz von Browder-Göhde-Kirk tatsächlich in jedem reflexiven Ba- 
nachraum gilt. Maurey hat gezeigt, dass das für reflexive Unterräume von Ü [0,1] stimmt. 
Die umgekehrte Frage, ob ein Raum, in dem der Satz von Browder-Göhde-Kirk gilt, not¬ 
wendig reflexiv ist, wurde kürzlich von Ein {Nonlinear Anal. 68 (2008) 2303-2308) durch 
eine raffinierte Umnormierung von negativ beantwortet, wenngleich die Antwort für 
Unterräume von Ü [0,1] (in der kanonischen Norm) positiv ist (Dowling und Lennart). 

Die Idee, statt der nichtexpansiven Abbildung F die Abbildung G = j(Id -i- F) zu ite- 
rieren, stammt von Krasnoselskii {Uspekhi Mat. Nauk 10(1) (1955) 123-127), der gezeigt 
hat, dass auf einem gleichmäßig konvexen Raum X für eine kompakte nichtexpansive Ab¬ 
bildung F bei beliebigem Startwert die durch x„+i = G{x„) definierte Folge gegen einen 
Fixpunkt von F konvergiert; unser Korollar IV.7.8 ist der Spezialfall, dass X ein Hilbert¬ 
raum ist. Später hat Ishikawa {Proc. Amer. Math. Soc. 59 (1976) 65-71) diese Aussage 
für einen beliebigen Banachraum bewiesen; aber auf die Kompaktheit von F kann man 
nicht verzichten, selbst nicht in wie Genei und Lindenstrauss mittels eines raffinier¬ 
ten Gegenbeispiels gezeigt haben {Israel J. Math. 22 (1975) 81-86). Satz IV.7.6 über 
die schwache Konvergenz dieser Folge stammt von Opial {Bull. Amer. Math. Soc. 73 
(1967) 591-597); er bleibt auch in gewissen gleichmäßig konvexen Räumen wie D’(a)> 
1 < p < oo, gültig. Der Beweis im Text lässt sich von Reinermanns Argumenten leiten 
{Arch. Math. 20 (1969) 59-64), der auch allgemeinere Iterationsverfahren betrachtet. 

Ein anderes konstruktives Verfahren besteht in der Berechnung der Mittelwerte = 
« hier kann man die schwache Konvergenz der Folge (z„) gegen einen 

Fixpunkt der nichtexpansiven Abbildung F z. B. auf L'’-Räumen, 1 < p < oo, zeigen. 

Der Begriff der gleichmäßigen Konvexität wurde von Clarkson eingeführt {Trans. Amer. 
Math. Soc. 40 (1936) 396^14), der auch die gleichmäßige Konvexität der D’-Räume 
gezeigt hat. Sein Argument fußt auf den Clarksonschen Ungleichungen {1/p + 1/q = l) 
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q 

f-g 
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p 
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f + 8 
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f-g 
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die für p = ^ = 2 in die „Parallelogrammgleichung“ (IV. 18) übergehen. Ein einfacher 
Beweis der gleichmäßigen Konvexität von Ll\ der auch die korrekte Größenordnung von 
&iP wiedergibt, nämlich 


„ s^+o{e^) 

O 

für 1 < p < 2, 

1 

^z£(e)= — e^ + o(£0 
pzP 

für 2 < p < oo. 


stammt von Meir {Illinois J. Math. 28 (1984) 420-424); der Beweis im Text geht auf 
McShane zurück. Ein weiterer Beweis der gleichmäßigen Konvexität der -Räume 
wurde kürzlich von Hanche-Olsen veröffentlicht (Proc. Amer. Math. Soc. 134 (2006) 
2359-2362). Die Reflexivität gleichmäßig konvexer Räume wurde 1938 unabhängig 
voneinander von Milman und Pettis gefunden, unser Beweis in Kap. VIII stammt von 
N. Kal ton. 

Brouwer^ veröffentlichte seinen Pixpunktsatz im fahre 1912; jedoch hatten Poincare 
(1886) und der lettische Mathematiker Bohl (1904) bereits vorher Resultate bewiesen, die 
sich a posteriori als äquivalent zum Brouwerschen Fixpunktsatz erwiesen haben. Der Be¬ 
weis des Brouwerschen Satzes ist alles andere als offensichtlich, und es gibt verschiedene 
Zugänge. Analytische Beweise findet man z. B. in Dunford/Schwartz [1958], S. 467-470, 
Ruzicka [2004], S. 11-17, und Heusers Lehrbuch der Analysis, Teil 2 (Teubner 1981), 
§ 228, siehe auch Werner [2009], S. 273-276®. Königsberger bringt in der 4. Auflage 
seiner Analysis 2 (Springer 2002) in Abschn. 13.9 den Beweis, der auf dem Differenti¬ 
alformenkalkül basiert, und Bollobäs [1990] in Kap. 15 den kombinatorischen Beweis, 
dessen Grundlage das Spernersche Lemma ist. Schließlich findet man in Büchern über 
algebraische Topologie wie z. B. Rotmans An Introduction To Algebraic Topology (Sprin¬ 
ger 1988) eine Herleitung, die die Maschinerie der Homologietheorie verwendet; in der 
Tat ist in diesem Buch der Brouwersche Fixpunktsatz eine wesentliche Motivation, die 
Homologietheorie zu entwickeln. 

All diesen Beweisen ist gemein, dass sie nicht konstruktiv sind. Der erste konstruktive 
Beweis stammt von Scarf {SIAM J. Appl. Math. 15 (1967) 1328-1343), der mit einem 
kombinatorischen Algorithmus zu jedem £ > 0 Punkte Xg mit ||F(x8 )-Xb|| < s, also 
approximative Fixpunkte, findet. Dieser Algorithmus wurde von Eaves mittels Homoto- 
piemethoden verbessert {Math. Programming 3 (1972) 1-22); ein anderer Algorithmus, 
der auf analytischen Methoden beruht, wurde von Kellogg, Li und Yorke {SIAM J. Num. 
Anal. 13 (1976) 473^83) vorgeschlagen. 


^Die Mathematiker L.E.J. Brouwer und F. Browder sind zu unterscheiden! 

^Dieser Beweis erscheint auch in der 1. Auflage von Heuser [1992] aus dem Jahre 1975 sowie in 
Noten von Milnor {Amer. Math. Monthly 85 (1978) 521-524), Rogers {Amer. Math. Monthly 87 
(1980) 525-527) und Gröger {Math. Nachr. 102 (1981) 293-295). 
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Der Schaudersche Fixpunktsatz stammt aus seiner Arbeit in Studia Math. 2 (1930) 171- 
180. Fast gleichzeitig hatte Caccioppoli (loc. cit.) einen Spezialfall entdeckt und damit den 
Existenzsatz von Peano neu bewiesen. Wenige Jahre später dehnte Tikhonov den Schau¬ 
derschen Satz (in der Version von Theorem IV.7.16) auf lokalkonvexe Flausdorffräume 
(siehe Kap. VIII) aus; aber erst vor Kurzem konnte Cauty zeigen, dass der Satz sogar in 
allen hausdorffschen topologischen Vektorräumen gilt, was bereits von Schauder vermutet 
worden war (siehe Problem 54 im Schottischen Buch). Seine Arbeit in Fund. Math. 170 
(2001) 231-246, die in der 6. Auflage an dieser Stelle zitiert worden war, hat jedoch eine 
entscheidende Lücke. Inzwischen hat Cauty den Satz mit einem ganz anderen Ansatz be¬ 
wiesen {Serdica Math. /. 31 (2005) 308-354), gegen den noch kein Protest angemeldet 
wurde. Einen Übersichtsartikel von Cauty findet man in arxiv: 1010.2401. 

Im Unterschied zum Banachschen Fixpunktsatz folgt beim Schauderschen natürlich 
nicht die Eindeutigkeit des Fixpunkts. Browder hat jedoch 1970 die Eindeutigkeit unter 
der Voraussetzung bewiesen, dass C der Abschluss einer offenen konvexen beschränk¬ 
ten Menge in einem komplexen Banachraum und die kompakte Abbildung F: C ^ C 
analytisch ist und keinen Eixpunkt auf 9C besitzt. Wie in der Eunktionentheorie kann man 
analytisch hier als im komplexen Sinn Erechet-differenzierbar (Definition III.5. 1) erklären. 

Man kann die Brouwerschen und Schauderschen Sätze auch als Nebenprodukt der 
Theorie des Abbildungsgrads erhalten, die von Brouwer im endlichdimensionalen und von 
Leray und Schauder (Ann. Sei. Ecole Norm. Sup. 51 (1934) 45-78) im unendlichdimen¬ 
sionalen Eall entwickelt worden ist. Es sei X ein Banachraum, O <ZX offen und beschränkt 
sowie y e X; ferner sei F: O X eine kompakte Abbildung und G ;= Id - F (im endlich¬ 
dimensionalen Fall ist G also einfach eine stetige Abbildung auf O). Leray und Schauder 
haben gezeigt, dass man jedem solchen Tripel mit y ^ G(dO) auf genau eine Weise eine 
ganze Zahl d{G, O, y), den Abbildungsgrad, zuordnen kann, so dass gelten: 

(1) d(ld,0,y) = 1 füry e O. 

(2) d(G, 0,y) = d(G, Oi,y)+d{G, 02,y), falls Oi und O 2 disjunkte offene Teilmengen von 
O sind und y ^ G{0 \ (Oi U O 2 )) ist. 

(3) Ist Ä: [0,1] X O X kompakt und Gt{x) = x-h{t,x), so gilt t/(Go, 0,y) = d{G\, 0,y), 
falls y ^ UrGrOO). 

Dann folgt, dass die Gleichung G{x) = y in 0 lösbar ist, wenn d{G, 0,y) d ist; im Fall 
y = 0 geht es also um die Fixpunkte von F. Die Abbildungsgradtheorie ist, insbeson¬ 
dere dank der Homotopieinvarianz (3), ein mächtiges Werkzeug zur Lösung nichtlinearer 
Gleichungen. 

Theorem IV.7.23 wurde 1955 von Darbo für Abbildungen mit a(F(A)) < qa{A) für 
ein q < I bewiesen; der allgemeine Eall kondensierender Abbildungen stammt aus Sa- 
dovskiis Arbeit in Russian Math. Surveys 27(1) (1972) 85-155, die viele Beispiele und 
Anwendungen enthält. Der Beweis im Text folgt Väths Überblicksartikel in Jahresber. 
DMV 106 (2004) 129-147. Sadovskii hat in seiner Arbeit auch eine Abbildungsgradtheo¬ 
rie für kondensierende Abbildungen entworfen. Viele singuläre Integraloperatoren führen 
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übrigens auf kondensierende Operatoren, die weder kompakt noch strikt kontraktiv sind. 
Dann ist weder der Schaudersche noch der Banachsche Fixpunktsatz anwendbar, und der 
Satz von Darbo-Sadovskii ist das einzige Mittel, das weiterhilft. Konkrete Beispiele sol¬ 
cher Operatoren werden von Appell, de Pascale und Zahreiko (Z. Anal. Anwend. 6 (1987) 
193-208) diskutiert. 

Außer dem Kuratowskischen Nichtkompaktheitsmaß ist das Hausdorjfsche Nichtkom¬ 
paktheitsmaß ß von Bedeutung; man definiert ß(A), indem man in Definition IV.7.20 
„Mengen vom Durchmesser < s“ durch „Kugeln vom Radius < s“ ersetzt. Es ist also stets 
ß{A) < a{Ä) < 2ß(A). In diesem Kontext gilt der Satz von Darbo-Sadovskii entsprechend. 

Die Monographien von Aksoy/Khamsi [1990], Goebel/Kirk [1990], 
Granas/Dugundji [2003] und Zeidler [1986] informieren umfassend aus sehr 
unterschiedlichen Blickwinkeln über fast alle Aspekte der Fixpunkttheorie. 



Hilberträume 


V 


V.1 Definitionen und Beispiele 

Hilberträume sind Banachräume, die - wie der K" - als zusätzliche Struktur ein Skalar¬ 
produkt zulassen. Sie gehören zu den wichtigsten Räumen der Analysis. 

► Definition V.1.1 Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung A x A -» K heißt 

Skalarprodukt (oder inneres Produkt), falls 

(a) {xi + X 2 ,y) = {xi,y) + {X 2 ,y) 'ixx,x 2 ,yeX, 

(b) {Xx,y) = X(x,y) 'ix,y G A, 1 e K, 

(c) (x, y) = {y, x) Vx, y e X, 

(d) (x, x) > 0 Vx e A, 

(e) (x, x> = 0 X = 0. 

Eine unmittelbare Konsequenz von (a), (b) und (c) ist 

(a') {x,yi +y 2 ) = {x,yi) + {x,y 2 ) Wx,yi,y 2 eX, 

(b') (x,Xy) = X{x,y) Vx, y e A, k e K. 

Eür K = K ist (.,.) also bilinear, für K = C müssen Skalare aus dem zweiten 
Faktor konjugiert komplex herausgezogen werden; man nennt (.,. > sesquilinear (ses- 
qui = Ij). Die Eigenschaften (d) und (e) zusammen nennt man positive Definitheit des 
Skalarproduktes, nach (c) ist stets (x, x) e K. 

Wie in der linearen Algebra (oder Analysis) zeigt man die folgende wichtige Unglei¬ 
chung. 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 
D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55407-4_5 
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Satz V.1.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) 

Ist X ein Vektorraum mit Skalarprodukt so gilt 

I y) 1^ < {x, x) • (y, y) Vx, y e Z. 

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhängig sind. 


Beweis. Sei 1 e K beliebig. Dann gilt 


0 < (x + ly,x + ly> (V.l) 

= (x, x) + {ky, x) + (x, ky) + {ky, ky) 

= {x,x) + A.{x,y) + 2.{x,y) + |l|^(y,y). 


Setze nun k = falls y ^ 0 ist. Man erhält 


0 < 



{x,y) 

{y,y) 


■y, X- 


{x,y) \ 
{y,y)l 


\{x,y)\^ \{x,y)\^ ^ |(x,y)|" 

(y>y> (zy> (zy) 


und daraus die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, die im übrigen für y = 0 trivial ist. 
Gleichheit gilt genau dann, wenn Gleichheit in (V.l) gilt, was den Zusatz zeigt. □ 


Setzt man zur Abkürzung 


|x|| = (x,x}*^^. 


so lautet Satz V.1.2 


l(■«,y)l < Ikll • llyll- 

Dass die Bezeichnung ||x|| gerechtfertigt ist, zeigt das nächste Lemma. 

Lemma V.1.3 x i—||x|| := {x,x)^^^ definiert eine Norm. 

Beweis. ||A.x|| = |A| ||x|| folgt aus (b) und (b'), und ||x|| =0 x = 0 folgt aus (d) und (e). 
Die Dreiecksungleichung ergibt sich so; 

lk + y||^ = {^ + y^^ + y) 

= {x,x) H- (x,y> H- (y,x> -H (y,y) 

= ||x||H2Re{x,y) H- ||y|p 
(^) 

< ||x||2 + 2||x|| llyll + llyll 

= (lkll +llyll)"; 


2 
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bei (*) gehen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die elementare Ungleichung Rez < 
|z| ein. □ 

► Definition V.1. 4 Ein normierter Raum (X, || . ||) heißt Prähilbertraum, wenn es ein 
Skalarprodukt (.,.) auf X x X mit = ||x|| für alle x e X gibt. Ein vollständiger 

Prähilbertraum heißt Hilbertraum. 

Wir werden das Skalarprodukt, das die Norm des Prähilbertraums X erzeugt, stets 
mit {.,. > bezeichnen. || . || wird stets die in Lemma V.1.3 beschriebene Norm sein. (Ist 
(X, II . II) ein Prähilbertraum und ||| . ||| eine äquivalente Norm auf X, so braucht (X, ||| . |||) 
kein Prähilbertraum zu sein!) 

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert, dass auf einem Prähilbertraum die Ab¬ 
bildungen X {x, y) und y (x, y) stetig sind. Als weitere Konsequenz halten wir ein 
Lemma fest, das später (Korollar V.3.5) noch verallgemeinert wird. 

Lemma V.1.5 Ist X ein Prähilbertraum, U G X ein dichter Unterraum und x e A mit 
(x, u) = Q für alle u & U, so ist x = 0. 

Beweis. Die Menge Y = {y e X: (x,y) =0} ist wegen der Stetigkeit von y (x,y) abge¬ 
schlossen und enthält den dichten Unterraum U, also muss Y = X sein. Speziell ist x e Y, 
und das liefert ||x||^ = {x,x) = 0 sowie x = 0. □ 

In einem Prähilbertraum kann nicht nur die Norm durch das Skalarprodukt ausgedrückt 
werden, sondern auch das Skalarprodukt durch die Norm; eine einfache Rechnung zeigt 
nämlich für K = K 


{x,y) = 


1 

4 


(||x + y||2-||x-y||2) 


(V.2) 


und für K = C 


{x,y) = ^(\\x + yf-\\x-yf + i\\x + iyf-i\\x-iyf). (V.3) 

Lemma V.1.6 Das Skalarprodukt eines Prähilbertraums X ist eine stetige Abbildung von 
X X X nach K. 

Beweis. Die Behauptung folgt aus 

|(xi,yi> - (X2,y2)l = \{x\-X 2 ,y\) + (x 2 ,yi -y2)l 

< Iki--«2II • llyill + Ikzil • llyi-yzll- □ 
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Satz V.1.7 (Parallelogrammgleichung) 

Ein normierter Raum X ist genau dann ein Prähilbertraum, wenn 

||x + y||2+||x-yf = 2||^||2 + 2||y||2 Vx,y e X (V.4) 


gilt. 

Beweis. In einem Prähilbertraum gilt (V.4), wie man sofort sieht. (Der Name Parallelo¬ 
grammgleichung erklärt sich aus dem Spezialfall X = versehen mit der euklidischen 
Norm.) 

Gelte nun (V.4). Wir behandeln K = R. Setze wie in (V.2) 

{x,y) =^-{\\x + yf -\\x-yf). 

Auf jeden Fall ist ||x|| = {x,x)^/^. Wir werden (V.4) benutzen, um die Skalarprodukteigen¬ 
schaften von {.,.) zu zeigen: 

(a) Für x\,X 2 ,y e Z gilt gemäß (V.4) 

\\xi+X2+yt = 2 \\xi+yf+ 2\\x2t-\\xi-X2+yf -■ 

||xi H-X2 H-yll^ = 2 ||x 2 H-ylP h-2||xi||^ - ll-xi-I-X2-Hyll^ =: ß. 


Folglich ist 

, a + ß 
||xi H-X2 H-yll =—^ 

= ||xi+y||^ + ||xi||2 + ||x2-Hy||"+||x2||2 

- -(Iki -X2+yf + ll-xi H-x2H-y||^). 

Analog erhält man 

||xi H-X2-y||^ = \\xi-yf + \\xif+ \\x2-yf+\\x2f 

- ■tji.Wxx -X2-yf + \\-xi +X2-y||^). 


(xi -i-X2,y> = -(||xi H-X2 +y||^- ||xi H-X2-y||^) 

= ^(Iki +yf+ \\x 2 + yf -\\xi-yf-\\x 2 -yf) 

= {xuy) + {x2,y)- 


Es folgt 
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(b) Nach (a) gilt (b) für 2. e N; und nach Konstruktion gilt (h) für k = 0 und A = -1, 
also auch für 2. e Z. Deshalb gilt (b) auch für X = ^ e Q: 



Die (wegen der Stetigkeit von || . ||) stetigen Funktionen (von M nach K) 


X {Xx,y), X X{x,y) 



(d) und (e) folgen aus {x,x) = ||x|r. 

Für K = C argumentiere ähnlich mit Hilfe der in (V.3) definierten Abbildung! □ 


Satz V.1.8 


(a) Ein normierter Raum ist genau dann ein Prähilbertraum, wenn alle zweidimensiona¬ 
len Unterräume Prähilberträume (d. h. = 1^(2)) sind. 

(b) Unterräume von Prähilberträumen sind Prähilberträume. 

(c) Die Vervollständigung eines Prähilbertraums ist ein Hilbertraum. 

Beweis, (a) ist eine Konsequenz aus Satz V. 1.7. 

(b) ist trivial (schränke das Skalarprodukt ein!). 

(c) X sei die Vervollständigung des Prähilhertraums X (siehe Korollar III.3. 2). Die 

Parallelogrammgleichung gilt in X und überträgt sich aus Stetigkeitsgründen auf den 
Abschluss, d. h. auf X. Nach Satz V. 1.7 ist X ein Hilhertraum. □ 


Beispiele 

(a) Aus der linearen Algebra sind die Hilberträume C" mit dem Skalarprodukt 


n 


{(Si), (td) = X! 


bekannt. 


(b) ist ein Hilbertraum, dessen Norm vom Skalarprodukt 


00 


{(Si), (ti)) = ^ Siti 


i=\ 
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induziert wird. (Die Konvergenz der Reihe folgt aus der Hölderschen Ungleichung.) 

(c) Ist C M ein Intervall oder ^2 C K" offen (oder allgemeiner messbar), so ist 
L^(f2) ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt durch 

{f,g}= f fgdk 
Ja 

definiert ist; hier bezeichnet k das Lebesguemaß. (Dass/g integrierbar ist, folgt wieder 
aus der Hölderschen Ungleichung.) Allgemeiner sind alle Räume L?(ß) Hilberträume. 

(d) In der numerischen Mathematik treten häufig Maße der Form fx = w ■ k auf. 
Hier ist w > 0 eine messbare Funktion auf einem Intervall I und k wie oben das 
Lebesguemaß. 

(/■>?) = j^fgwdk 

definiert das Skalarprodukt auf L^ipC). 


(e) Einen weiteren Spezialfall erhält man für das zählende Maß auf einer beliebigen 
Indexmenge I. Den entsprechenden L^-Raum bezeichnet man mit (Für / = N 

erhält man Eine äquivalente Beschreibung lautet 

f(s) ^ 0 für höchstens abzählbar viele s 
und !/(■*) 1^ < 

Dabei ist die Summe ■ ■ ■“ ini folgenden Sinn zu verstehen. Sei etwa {si,S 2 , • ■ •} 

eine Aufzählung von {s:f(s) ^0}. Man setzt 

OO 

s€l i=l 

beachte, dass wegen der absoluten Konvergenz die Summationsreihenfolge keine Rolle 
spielt. Für/, g e £^(I) ist 

{f,8) = 

sei 

ein wohldefiniertes Skalarprodukt, die induzierte Norm 

/ X 1/2 

ii./ii = (Ei/^^)n 

sei ' 

macht £?(P) zu einem vollständigen Raum. (Diese Aussagen können auf dieselbe Weise 
gezeigt werden wie für £?£) 
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(f) Zu X e K betrachte die FunktionR ^ C, fx(s) = e'^^. Setze X = linl/;^: 
1 e M}. Durch den Ansatz 



(V.5) 


wird ein Skalarprodukt auf X definiert (Aufgabe V.6. 4). Die Vervollständigung von X 
unter der Norm ||x|| = ist ein Hilbertraum, den wir mit AP^(M) bezeichnen. Da 

(Aufgabe V.6. 4) 


IIA-A'II=V2 VI 


gilt, ist AP^(]R) nicht separabel (vgl. den Beweis der Inseparabilität von f“, S.31); 
darin liegt die Bedeutung dieses Beispiels. Aus den Resultaten des Abschn. V.4 wird 
AP^(R) = £^(M) folgen. (AP steht für almost periodic, siehe die Bemerkungen und 
Ausblicke.) 

(g) Sehr wichtige Beispiele von Hilberträumen sind die Sobolevräume, die jetzt 
definiert werden sollen. 

► Definition V.1.9 Sei C R" offen. Dann sei 

^(f2) = {(^ e C“(f2): supp(^) := {x: (pix) ^ 0} C ist kompakt}. 

(Hier ist C“(f2) = HmeN C"'{Q.).) supp((p) heißt der Träger von (p; Elemente von ^(f2) 
heißen C“-Funktionen mit kompaktem Träger oder Testfunktionen. Warum Testfunk¬ 
tionen so genannt werden, wird auf S. 460 erklärt. 


Beispiel 

I . I sei die euklidische Norm auf R", c € R und 


c ■ exp((|x|^ - 1) ') für |x| < 1 


(fix) = 


0 


für |x| > 1. 


Dann ist tp e ^(R") (vgl. Aufgabe II.5. 6). (In der Regel wählt man c so, dass 
/ q){x) dx= \ ist.) 

Lemma V.1.10 3l{Q,) liegt dicht in ü\Q,)für \ < p < oo. 


Beweis. Der Beweis dieser Aussage ist im Fall n = 1, = R in Aufgabe II.5.6 skizziert 

worden, und für ^2 = R" argumentiert man genauso; man muss jetzt q)e{x) = ^^(x/e) 
setzen. Wir betrachten nun den Fall einer beliebigen offenen Menge C R". Sei 






226 


V Hilberträume 


/ e LP(Q) und Km = {x e |x| < m, d{x,dQ.) > Dann sind die Km kompakt, 
es gilt [Jm^m - ^ Ik |/(x)|^dx nach dem Satz von Beppo Levi 

(Satz A.3.1). Setzt man 



(V.6) 


so ist (vgl. Aufgabe II.5.6)/;« e ^(Q), und es gilt ||/-/,„||z/(f 2 ) -> 0. 

Um das einzusehen, setze gm(x) = f^f(y)(Pi/m(x - y) dy für x e K". Indem man xaf 
kanonisch als Funktion auf M" auffasst (xn ist die Indikatorfunktion der Menge ^2), kann 
man aus dem bereits bewiesenen Fall ||g„, -/||LP(f 2 ) < \\gm -/IIz.p(R") 0 schließen. 

Ferner gilt (vgl. AufgabeII.5.6(b)) \\gm -fniWifin) < \\Xi 2 \Kj\\u’{n) 0, also in der Tat 

Il/m -/IIlp(Q) ^ 0. 

Man beachte, dass diese Konstruktion eine simultane Approximation in allen U- 
Räumen liefert: Ist/ e LP{Q,) fl Lß{^), so gilt ||/-/m||Lf’ —^ 0 und ||/-/m||w 0. □ 

Als nächstes soll das Konzept der schwachen Ableitungen behandelt werden. Sei 
zunächst C M ein offenes Intervall. Für/ e C'(f2) und (p e S!{Q,) gilt dann 



nach der Regel der partiellen Integration. (Die Randterme verschwinden, weil der Träger 
von q) eine kompakte Teilmenge von ist.) Diese Gleichung schreiben wir mit Hilfe des 
L^(f2)-Skalarproduktes als 


{f',<p)=-{f,<p'). 


Nun sei ^2 = (-1,1),/(x) = |x| und g{x) = x/\x\ für x / 0 sowie g(0) = 0. Obwohl 
/ ^ C'(f2) ist, gilt eine ähnliche Gleichung, nämlich 


{g,(p)=-{f,(p') 


Wir fassen g als „schwache“ oder „verallgemeinerte“ Ableitung von/ auf. Analog gilt für 
offenes f2 c K" und/ e C*(f2), q e ^(Q) 



als Folge des Gaußschen Integralsatzes (siehe auch Aufgabe V.6. 6); hier ist If, cp) = f^ftp- 
Entsprechend erhält man für m-mal stetig differenzierbares / und Multiindizes a, |a| < m 


{DJ, cp) = (-1)I“I(/,D» Scp e m^). 


(Die Multiindexschreibweise wurde in Beispiel I.l(d) eingeführt.) 
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► Definition V.1.11 Sei ^2 c M" offen, a ein Multiindex und/ e g e L^(Q.) heißt 

schwache oder verallgemeinerte a-te Ableitung von/, falls 

(g,cp) = (-lt'{f,Dy) V<pem^) 


gilt. 

Ein solches g ist eindeutig bestimmt: Ist nämlich h ebenfalls schwache Ableitung von 
/, so ist {g-h,(p) =0 für alle q) e ®(^2), und mit Lemma V. 1.5 sowie Lemma V. 1.10 folgt 
g = h. 

Wir bezeichnen die in Definition V. 1.11 eindeutig erklärte Funktion g mit . Es gilt 
also 


= (-l)l“l(/',D“^> 'iq e 

► Definition V.1 .12 Sei C K" offen. 

(a) W^iQ.) = {/ e e L\Q.) existiert V|ü;| < m} 

(b) {f,g)w'^ = 

(c) = C'"(f2) n der Abschluss bezieht sich auf die von (.,. induzierte 

Norm. 

(d) H’siQ.) = mm 

Diese Räume werden Sobolevräume genannt. Es ist klar, dass es sich dabei um Vek¬ 
torräume handelt, und es ist klar, dass , .)-^m ein Skalarprodukt ist. Für beschränkte 
Gebiete mit genügend glattem Rand ist übrigens W'”(f2) = H"'{Q.) (Adams [1975], S. 54). 
Hingegen liegt C^{Q.) n für alle dicht in (Adams [1975], S. 52). 

Satz V.1.13 IL'"(f2), i/™(f2) und Hq{Q.) sind Hilberträume. 

Beweis. Es ist nur die Vollständigkeit von VL'”(f2) zu zeigen. Sei (/„) eine || . ||,ym- 
Cauchyfolge. Wegen 


\\f\m = E iiö'“’/iid e 

\a\<m 

sind alle || . ||^ 2 -Cauchyfolgen. Es existieren also/c e L^{Q.) mit 
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Wir bezeichnen jetzt/(o,...,o) einfach mit/o und zeigen =fa', dann folgt/o e W'" und 
fn fo bzgl. II . Iliym nach Definition dieser Norm. In der Tat ist für (p e ^(Q) 

{fa, v)l^ = (lim <p) (lim bzgl. || . ||^ 2 ) 

\«—>-00 I [2 

= lim (p)i 2 (Stetigkeit von (., (p}) 

n^oo 

= lim (-1)'“'(Definition von 

n—*-oo 

= (-1)'“' (lim f„,D“(p] (Stetigkeit von {. ,D“‘(p)) 

\n-^oo I [2 

= (-l)l“l(/o,D»r 2 . 

Daher folgt 

fa = □ 

Es ist klar, dass VT'"(f2) C VT'”“^(f2) gilt und der identische Operator VT'”(f2) —>■ VT'”“^(f2) 
stetig ist. 

Mit Hilfe der Sobolevtheorie können Existenzprobleme für Lösungen (insbesondere 
elliptischer) partieller Differentialgleichungen behandelt werden. Eolgende Resultate sind 
häufig von Nutzen: 

• Lemma von Sobolev: Fürf € W^iQ) und m > k + ^ existiert g € C*^(f2) mitf = g 
fast überall. 

• Satz von Rellich: Für eine beschränkte offene Menge C K" ist die Einbettung 

//™(f2) ^ kompakt. 

Diese Sätze werden im nächsten Abschnitt bewiesen. 


V.2 Fouriertransformation und Sobolevräume 


Das Ziel dieses Abschnitts ist es, in einem Exkurs die soeben genannten Sätze von 
Sobolev und Rellich zu beweisen. Als technisches Hilfsmittel werden wir dazu die Eou- 
riertransformation benötigen, die auch im Folgenden noch eine wesentliche Rolle spielen 
wird. 

Wir werden folgende Bezeichnungen verwenden. Sind x,^ e M", so setzen wir 


1=1 




In diesem Abschnitt werden wir stets komplexwertige Funktionen betrachten. 
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► Definition V.2.1 Für/e L*(]R") setze 


I dx e M". 


(V.7) 


Die Funktion heißt Fouriertransformierte von / und die Abbildung Fouriertrans¬ 
formation. 

Offensichtlich ist ßf wohldefiniert und messbar, und die Abbildung ß ist linear. 
Wir halten nun einfache Eigenschaften von ß fest; der gleich auftauchende Raum 
(Co(K"), II . Iloo) wurde in Beispiel I.l(c) definiert. 

Satz V.2.2 Fürf e Z./R") ist ßf e CoCK"). Ferner ist ß: i/M") ^ Co(K") ein stetiger 
linearer Operator mit ||.^|| < (27r)'"^^. 

Beweis. Da die Abschätzung \\ßf\\oo < (2rr/"'^^||/||£i klar ist und ßf messbar ist, ist ß 
ein stetiger Operator von L/R") nach Z.“(]R") mit der gewünschten Norm. Es bleibt zu 
zeigen, dass die ßf stetig sind und im Unendlichen verschwinden. 

Sei also eine Folge in R" mit ^ Dann gilt für jedes x 



und deshalb nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz A.3.2 


\(ßm^^^) - mm\ < -rYßß f i/wi I ^ 0, 

(2: r )«/2 


da die Integranden durch die L*-Funktion 2|/| majorisiert werden. Also ist ßf stetig. 

Um nun ran ß C Co(R") zu zeigen, reicht es wegen der Dichtheit von ^(R") in L' (R") 
(Lemma V. 1.10), 


lim \{ßm)\=0 V/e^CR«) 

ItKoo 


zu beweisen. Seien also/ e .^(R"), R > 0 und |^| > R. Dann existiert eine Koordinate 
mit 11/ > Rl-^n. Es folgt durch partielle Integration (beachte, dass die Randterme 
verschwinden) 




v« 


R 


0 mitR 


oo. 


was zu zeigen war. 


□ 
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Aus funktionalanalytischer Sicht ist es günstig, ^ auf einen geeigneten Teilraum von 
L'(]R"), der aus glatten Funktionen besteht, einzuschränken. Optimal ist dabei die Wahl 
des als nächstes definierten Schwartzraums o5^(]R"). 

► Definition V.2.3 Eine Funktion/: K" ^ C heißt schnell fallend, falls 

lim x“/W = 0 Va e NS; (V.8) 

|x|—>-oo 

hier ist x“ durch x“' • • • xJJ" erklärt. Der Raum 

= {/ e C“(M"): D^/ schnell fallend V/ e N^} 

heißt Schwartzraum, seine Elemente Schwartzfunktionen. 

Ein Beispiel einer Schwartzfunktion ist y(x) = e ^ . Statt (V.8) kann man auch 
äquivalenterweise 

lim P{x)f(x) = 0 VPolynome P: M" ^ C (V.9) 

Ia'I^oo 

oder 


lim |xr/(x) = 0 VmeNo (V.lO) 

|a|—>- oo 

fordern. (Offensichtlich impliziert (V.8) die Bedingung (V.9), und (V.9) liefert (V.lO), da 
man sich auf gerade m beschränken kann und dann das Polynom Pix) = ix\ + ■ ■ ■ + x^)”'^^ 
betrachtet. Schließlich zeigt |x"| < die noch fehlende Implikation.) 

Nach Definition verschwinden Schwartzfunktionen und ihre sämtlichen Ableitungen 
im Unendlichen schneller als das Reziproke jeden Polynoms. Daher ist J^(K") C //(M") 
für alle p> 1, da für m/r - (n - 1) > 1 und/ e c5^(M") 



wo a)„_i die Oberfläche der Sphäre [x e K”: |x| = 1} und c eine geeignete Konstante 
bezeichnet. Offensichtlich ist SP(ß!') ein Vektorraum, der ^(K") umfasst; also liegt 
dicht in D’(M") für 1 < /? < oo. 

Eine C“-Funktion/ ist genau dann eine Schwartzfunktion, wenn 
supd + |xr)|D^/(x)| 


< OO 


Vm € No, jö € Nq. 


(V.ll) 
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Zum Beweis beachte, dass (V.ll) 


\xr\D^f(x)\ < 


(\xr + \xr^)\Di^f{x)\ 

l + \x\ 


< 


c 


0 


impliziert. Man verwendet hier 1 + \x\'" statt des Vorfaktors \x\"', da man dann stets durch 
diesen Faktor dividieren kann, was sich häufig als nützlich herausstellt. 

Die Bedeutung des Schwartzraums liegt darin, dass die Fouriertransformation eine 
Bijektion von oZ’(K") auf o5^(K") vermittelt (Satz V.2. 8), was für L^(K") nicht der Fall ist. 
Um diesen Satz zu beweisen, sind einige Vorbereitungen notwendig. Im Folgenden wird 
die Funktion x h» V* ebenfalls mit dem Symbol x“ bezeichnet; das ist zwar nicht ganz 
präzise, gestattet aber, einige Aussagen leichter zu formulieren. 

Ist/ e c5^(]R"), so ergibt sich unmittelbar aus der Definition 


x7 e DJ e Va e N;;. 


Im nächsten Lemma studieren wir die Wirkung von Differentiation und 
Fouriertransformation. 

Lemma V.2.4 Seif G und a ein Multiindex. Dann gelten: 

(a) e C“(M") undD’^i^f) = (-0'“'^(x7). 

(b) ,^(D7) = 

Beweis, (a) Die formale Rechnung lautet: 







Es ist noch zu begründen, warum in (*) die Differentiation unter dem Integral erlaubt ist. 
Da x“/ G C L*(K") ist, folgt das aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue; siehe 

Korollar A.3.3. 
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(b) Durch partielle Integration erhält man (beachte, dass wegen x^f e ,5^(]R") alle 
Randterme verschwinden) 


= 


1 

(2: r )"/2 

(-l)l“l 

( 2 : r )"/2 



(D7)(x)e-“^ dx 
9" 

fix)-—dx 




was zu zeigen war. □ 

Lemma V.2.4 drückt die wichtige Eigenschaft der Fouriertransformation aus, Ablei¬ 
tungen in Multiplikationen zu verwandeln, also analytische Operationen zu algebraischen 
zu machen. 

Lemma V.2.5 Wenn/ e ist, ist auch e ß’iM.”). 

Beweis, ln Lemma V.2.4(a) wurde ßf e C“(K") festgestellt. Es ist zu zeigen, dass 
{ß'f)(^) —> 0 für 1^1 oo strebt. Nach Lemma V.2.4 ist 

und da D“{x^f) e ß’iM.”), also integrierbar, ist, folgt die Behauptung aus Satz V.2.2. □ 

Wir berechnen nun die Fouriertransformierte der Funktion 

y(x) = e~^^^ Vx e M". 

Dies ist (bis auf einen Faktor) die Dichte der Standardnormalverteilung der Wahrschein¬ 
lichkeitstheorie. Wir setzen noch Yaix) = y{ax) für a > 0. Bekanntlich gilt 


Lemma V.2.6 Es gilt 


(,^K)(^) = i^Yali^) = \i^Y)(-)- 

a" \a/ 

Beweis. Die zweite Behauptung ist klar. Wir berechnen jetzt ß^y für den Fall n = 1. Dann 
erfüllt y die gewöhnliche Differentialgleichung 


y' +xy = 0 


(V.12) 
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mit dem Anfangswert y(0) = 1. Nun gilt nach Lemma V.2.4 



d. h. erfüllt ebenfalls (V.12) mit demselben Anfangswert 


*■) 

(,^y)(0)= e-^l^dx=\. 



Da Anfangswertprobleme für lineare gewöhnliche Differentialgleichungen eindeutig lös¬ 
bar sind, folgt y = ^y. 

Der Fall n > 1 wird auf n = 1 zurückgeführt, nämlich 


1 ^OO ^OO _ _ 


■n 




□ 


Lemma V.2.7 Fürf e gilt 


=fi-x) V;t e R". 


Beweis. Es gilt ß'f e (Lemma V.2.5), so dass die linke Seite wohldefmiert ist. 

Versucht man, das Doppelintegral (ß’ß^fXx) mittels des Satzes von Fubini direkt auszu¬ 
werten, stößt man auf Schwierigkeiten, da ein nicht konvergentes Integral entsteht. Daher 
arbeitet man mit den ,J{;onvergenzerzeugenden“ Funktionen 7 ^. 

Wir beobachten zunächst als unmittelbare Konsequenz des Satzes von Fubini 




(V.13) 


hier ist die Integral Vertauschung wirklich erlaubt, da (x, f) 1 -^ f{^)g(x)e integrierbar 
ist. Das impliziert für g{x) = wo ^0 e R" und a > 0 fest sind, wegen 



und Lemma V.2 .6 mit der Variablensubstitution u = 

a 
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Lässt man a ^ 0 streben, so zeigt der Lebesguesche Konvergenzsatz, dass der erste Term 
gegen und der letzte gegen/(-§o) konvergiert. (Im ersten Term ist \ß^f\ und 

im letzten ||/||ooK eine integrierbare Majorante.) 

Damit ist das Lemma bewiesen. □ 

Satz V.2.8 Die Fouriertransformation ist eine Bijektion von o5^(K") auf der 

inverse Operator ist durch 

i^~^f)(x) = —4h f Vx e M" (V.14) 

(inyy^ jm « 


gegeben. Ferner gilt 


m, = {f, 8 )l2 V/, g e ^(K"). 

Beweis. Nach LemmaV.2.7 gilt = Id^(Rn). Daraus folgt, dass ß bijektiv und 
ist, und das liefert sofort 

iß~^f)ix) = {ß\.^f)){x) = fßf){-x), 

was (V.14) zeigt. Ferner gilt nach (V.13) 

I (ßm)WM)d^ = I f{x){.^Wg)){x)dx. 

Jw Jw 

Setzt man abkürzend h = so erhält man 

= (ß~^h){x) = g(x) 


und daraus 


(ß^f,ß^g}i 2 = f f(x)g{x)dx= {f,g)L 2 . 
Jw 


□ 


Insbesondere gilt 


m\\L2 = \\f\\L2 yfes^m. 

Der Operator ß' ist also auf dem Teilraum J^(K") von L^(]R") wohldefiniert, bijektiv und 
bzgl. II . 11^2 isometrisch. Da ß’iR") nach Lemma V. 1.10 dicht in L?{W) liegt, kann ß zu 
einem isometrischen Operator auf L^(K") fortgesetzt werden; diese Fortsetzung, genannt 
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Fourier-Plancherel-Transformation, soll einstweilen mit ß ^2 bezeichnet werden. Wegen 
Satz V.2 .8 ist ß^ 2 - L^(]R") ein isometrischer Isomorphismus, und es gilt die 

Plancherel-Gleichung 


^ig)L^ = {/, g)L 2 V/, g e (V.15) 

Es ist wichtig zu bemerken, dass ß^ 2 f für / e nicht durch (V.7) gegeben 

ist; ist / e so braucht das Integral in (V.7) nicht zu existieren. Ferner ist ,‘^ 2 ! 

nach Konstruktion eine Äquivalenzklasse von Funktionen, während (V.7) wirklich eine 
Funktion definiert. 

Hier ist der Zusammenhang zwischen ß' und ß' 2 . Wir setzen ß« = {x G K": \x\ < R] 
und für/ e 

Satz V.2.9 

(a) Fm/-/ e L/K") n l 2 (K”) giVf 

= ,,, \„/2 f dx fast überall. 

(b) Fürf e gilt 


.^2f = lim gR, 

R-^oo 

wo die Konvergenz im Sinn von || . 11^2 vorliegt. 


Beweis, (a) Der Beweis von Lemma V. 1.10 zeigt, dass es eine Folge {f^) in ^(K”) mit 
II/*“/IIli ^ Ound W/k-fWi^ Ogibt. Satz V.2.2 impliziert die gleichmäßige Konvergenz 
von (ß^fk) gegen ß'f, und diese liefert 

f mki^) - W)l" d^^O Vß > 0 . 

Jbr 

Andererseits gilt nach der Plancherel-Gleichung (V.15) 

mk-^ 2 f\\L 2 = w^iifk-my = \\fk-f\\L 2 ^ 0 , 


also 



mk{^)-^2fm'^d^ 


0 


Vß > 0. 


Daraus folgt ß^2f(^) = f^st überall. 
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(b) Nach Definition und (a) ist g« = ^{xbr/) = fast überall (beachte, dass 

XBjif wegen L^(Br) C L^(Br) integrierbar ist). Weil (xBnf) nach dem Konvergenzsatz von 
Lebesgue in L^(]R") gegen/ konvergiert, liefert die Stetigkeit von dass gR in 

l 2 (M«) gilt. □ 

Die Aussage von (b) drückt man auch durch die Formel 

= l-i-m. ^ „ f f{x)e-'’‘^ dx 

R^oo (2jr)"/2 Jb^ 

aus; hierbei ist nicht die punktweise Konvergenz, sondern die Konvergenz im quadrati¬ 
schen Mittel gemeint, l.i.m. steht für „Limes im Mittel“. 

Wie in Theorem II.4.2 werden wir ab jetzt und ^2 als „dieselben“ Operatoren an- 
sehen; das ist durch Satz V.2.9(a) gerechtfertigt. Wir schreiben daher ß' statt ß^ 2 , und die 
Plancherel-Gleichung lautet nun 

m, ^g)L^ = {/. g)L^ V/, g e (V. 16) 

Nun untersuchen wir die Fouriertransformation auf L'’(M") für l<p<2. 

Satz V.2.10 (Hausdorff-Young-Ungleichung) 

Seien l < p <2 und f H- f = 1. Fürf e o5^(R") ist ß^f e UiM"), und es gilt 

mh^< (V.17) 


Die Fouriertransfonnation ^ hat eine Ausdehnung zu einem stetigen Operator 
L^(K”) ^ L«(M"), der durch 

(ßm) = 1 i.m. f f(x)e^‘^^ dx 

R^oo (2 jt)"F Jg^ 

beschrieben wird; l.i.m. steht hierfür die Konvergenz in L^(K"). 

Beweis. Die Aussage ist richtig fürp = 1, ^ = oo (Satz V.2.2) und für p = 2, ^ = 2 (V.16): 

\\ß-.Ü ^ L“|| < {2ny'^^, 

\\ß-.L} -> Ü-\\ < 1. 

Für 1 < p < 2 folgt sie aus dem Satz von Riesz-Thorin (Theorem II.4. 2). Wählt man dort 
nämlich 0 mit f = H-1, d. h. 0 = 2 - so ist f = H- f, und (11.19) liefert (V.17). 
Dass die Ausdehnung die beschriebene Gestalt hat, beweist man wie Satz V.2.9(b). □ 
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Für/ e mit p > 2 kann nicht mehr als Funktion dargestellt werden, sondern 

nur noch als Distribution; siehe dazu Abschn. VIIL5. 

Als nächstes beweisen wir das Analogon zu Lemma V.2.4 für schwache Ableitungen 
(Definition V. 1.11 ). 

Lemma V.2.11 Seif e 1F™(]R"). Dann gilt für \a\ <m 


Beweis. Sei^ e ,5^(K").Dann gilt nach der Plancherel-Gleichung(V.16) und Lemma V.2.4 

= (-l)l“l(/,D» 

= ßD'^ip) 

Jr" 

im zweiten Schritt muss man sich klarmachen, dass die partielle Integration auch mit 
Schwartzfunktionen klappt (Aufgabe V.6.7). Da die Fouriertransformation den Schwartz- 
raum auf sich abbildet, gilt für die Funktion h = ■ ßf daher 

insbesondere 



h(mi^)d^=0 


Vl/r G ^(K"). 


(V.18) 


Die Crux ist nun, dass nicht a priori klar ist, dass h in L^(R") liegt. Gewiss ist aber die 
Einschränkung von h auf jede Kugel ^2^ = {x: |x| < R} quadratisch integrierbar, und 
(V.18) liefert 


{h, =0 V/ e ^{Qr). 

Da ^(f^s) dicht in I}{D,r) liegt, folgt nach Lemma V. 1.5 h = 0 fast überall auf ^r und 
deshalb h = 0 fast überall. Das war zu zeigen. □ 

Jetzt stehen alle Flilfsmittel bereit, um die Sätze von Sobolev und Rellich zu beweisen. 
Wir erinnern daran, dass C*(f2) den Vektorraum aller k-mal stetig differenzierbaren 
Funktionen von nach C bezeichnet. 

Satz V.2.12 (Lemma von Sobolev) 

Sei ^2 C K" offen, und seien m, k G No mit m > k+1. Istf G VF'"(f2), so existiert eine k-mal 
stetig differenzierbare Funktion aufD., die mit f fast überall übereinstimmt. Mit anderen 
Worten, die Äquivalenzklasse f G lL™(f2) hat einen Repräsentanten in C^{Q.). 
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall ^2 = R". Im Beweis von Lemma V.2.4(a) wurde 
folgende Aussage mitbewiesen: 

• Falls g e L*(R") und x^g e L^(]R”) für |a| < k, so ist ß^g A:-mal stetig 
differenzierbar. 


Die Idee ist hier, dieses Kriterium für g = ßf zu benutzen. Wir werden also zeigen: 

• Falls/ e m > A:+ | und |a!| < k, so ist e L\W). 

Dazu beobachten wir zunächst, dass Lemma V.2. II ^“ßf e L^(]R") für lal < m 
impliziert. Insbesondere gelten 


f < OQ V; =!,...,« 

Jm» 


und 


Wegen 


/ 




l+^^= ||(l,tf,...,Öll£h-l) 

< ||(i,...,i)||ö,(„+i) 

= (n+ i)‘/^(i + 


wo ^ ^ = 1 (Höldersche Ungleichung 1.1.4), folgt 


/ 

JM« 


(i+yrmm'd^ <oo. 


Ferner gilt trivialerweise |^"| < Diese Abschätzungen und die Cauchy-Schwarz- 

Ungleichung implizieren nun für |a| < k 


[ irw)i^f < f (i+y''^yßm)\d^ 

Jw Jw 

Jm 




< oo, 


{i+y”\ßm)fd^ 


1/2 


X" (1+^2)-^ 


d^ 


1/2 


denn mit = Oberfläche der Einheitssphäre in K" gilt 




V.2 Fouriertransformation und Sobolevräume 


239 


/ 

Jr 


1 


oo 







für 2(m - k)-(n- l) > l, d.h. m > k + 

Daher ist e L'(R") und deshalb ßß'f e C*^(R"). Andererseits gilt mit (cjg)(x) = 

g(-x) die Gleichung ag = ß^ßg für g e ß'(R") (Lemma V.2. 7); da a und ß^ stetig sind 
und ß’(W') dicht liegt, gilt diese Gleichung auch für g e L^(R"). Es folgt, dass/ mit der 
C^-Funktion a(ß^ßf) fast überall übereinstimmt. Das zeigt die Behauptung des Satzes 
im Fall = K". 

Sei nun C K" eine beliebige offene Teilmenge und/ e lT'"(f2). Seien e f2, r > 0 
und B(y,r) = {x e K": \x-y\ < r}. Es sei r so klein, dass K := B(y,r) C gilt. Wähle 
jetzt (f e mit = 1. (Setzt man (p^, wie im Beweis von Lemma V.l.10, so ist für 
hinreichend kleines e 



solch eine Funktion.) Nach Aufgabe V.6.8 ist (pf e VF"’(^2), und da diese Funktion in 
einer Umgebung von dQ verschwindet, können wir sie durch 0 zu einer Funktion in 
VF"'(]R") fortsetzen. Der erste Teil des Beweises zeigt die Existenz einer A:-mal stetig 
differenzierbaren Funktion gy^r mit gy,r = vf f^st überall, insbesondere ist 


gyA^) =/W für fäst alle x e Biy, r). 


Ist für zwei solche Parameterpaare (y, r) bzw. (z, s) die Menge B := B(y, r) (T B{z, i') / 0, so 
folgt insbesondere gy^r = gz,s fast überall auf B. Da es sich um stetige Funktionen handelt, 
ist {x e B'. gyAA / gz,s(x) } eine offene Nullmenge, also leer. Das zeigt gy^r = gz,s überall 
auf B. Daher ist durch 


g(.x) = gyAx) falls X e B(y, r) 


eine wohldefinierte -Funktion auf erklärt, die fast überall mit/ übereinstimmt. □ 

Grob gesagt impliziert das Sobolevlemma, dass m-mal schwach differenzierbare 
Funktionen pro halber Raumdimension eine Differenzierbarkeitsordnung gegenüber klas¬ 
sisch differenzierbaren Funktionen verlieren. Das Sobolevlemma gilt nicht mehr für den 
Grenzexponenten m = k+’^ \ siehe Aufgabe V.6.9. 

Satz V.2.13 (Rellichscher Einbettungssatz) 

Ist ^2 C K" beschränkt und offen, so ist der identische Operator von Hq(Q.) nach 
kompakt. 

Beweis. Es reicht, sich auf den Fall m = 1 zu beschränken. Ist dieser Fall nämlich bewiesen 
und (fj) eine beschränkte Folge in i/™(f2), so sind alle 0 — lal < m-1, beschränkt 
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in Hq(Q) und besitzen daher || . 11^2-Cauchyteilfolgen. Durch sukzessive Anwendung 
dieses Schlusses auf alle solche Multiindizes erhält man eine in i/™ '(^2) konvergente 
Teilfolge von (fj), davollständig ist. 

Daher genügt es zu zeigen, dass die identische Einbettung von Hq(Q.) nach L^(f2) kom¬ 
pakt ist. Wir geben zwei Beweise dieser Tatsache. Der erste Beweis benutzt Techniken der 
schwachen Konvergenz und die Fouiertransformation, um zu zeigen, dass eine beschränkte 
Folge {fj) in eine || . ||^ 2 -konvergente Teilfolge hat. Weil ^(Q.) nach Definition dicht 

in Hq(^) liegt, darf man^ e ^(^2) annehmen; diese Funktionen dürfen wir dann auch als 
Elemente von ^(M”) ansehen. Wegen TheoremIII.3.7 (beachte, dass die Folge (fj) tri¬ 
vialerweise auch in beschränkt ist) besitzt {fj) eine in L^{Q.) schwach konvergente 

Teilfolge. Ohne Einschränkung nehmen wir an, dass (fj) selbst schwach konvergiert, und 
zeigen nun, dass (fj) eine || . ||^ 2 -Cauchyfolge ist. 

Nach der Plancherel-Gleichung gilt 

wfk-fjWii = = f mk{H)-^m)\^d^. 

Jw 

Dieses Integral zerlegen wir in 

f \^fk{H)-^m)\'dH+1 mk{H)-^m)\^dH. 


Nun ist nach Femma V.2.11 für / = !,...,« und/ e W'(M") 






< 

L2(Rn) 


Il/Il W'i(K") 


(die Ableitungen sind hier im verallgemeinerten Sinn zu verstehen), also ist die Folge 
beschränkt in L^(K"). Zu gegebenem e > 0 wähle jetzt> 0 mit 


f mk{^)-^fj{^)fd^ <^ [ \^\^mk{^)-^fji^)\^d^ 

< s y/, A: e N. 


(V.19) 


Mit e^{x) = ist, da Q, beschränkt ist, e l}{Q,). Folglich definiert 

/ 1 -^ {f,e^) = f dx 

Jn 

eine nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung stetige Finearform auf L?{Q). Weil (/) in 
L^(^2) schwach konvergiert, ist daher [{^fj)(f)) für alle f e K" konvergent. Wir möchten 
daraus 
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oo 


(V.20) 




schließen. 

Nun ist (Jj) beschränkt in L^(ß), daher auch in da beschränkt ist. Satz V.2.2 

zeigt, dass i^fj) in der Supremumsnorm beschränkt ist; deshalb folgt (V.20) aus dem 
Lebesgueschen Konvergenzsatz. 

Mit (V.19) und (V.20) ist dieser Beweis des Satzes vollständig. 

Der zweite Beweis der Kompaktheit der Einbettung von in L^(f2) basiert auf dem 

Kolmogorovschen Kompaktheitskriterium, SatzII.3.5, dessen wortgleiche «-dimensionale 
Version wir jetzt anwenden wollen. Da defmitionsgemäß dicht in Hq{Q) liegt, ist die 

relative Kompaktheit der in L^(f2) beschränkten Menge M = [f e ^(^2): ||/|| 1 ^ 1 ( 52 ) < 1} 
in L^(f2) zu zeigen. Weil beschränkt ist, ist also nur Bedingung (c) dieses Satzes zu 
überprüfen, d. h. 


lim / \f(x - h) -f{x)\^ dx = 0 gleichmäßig in/ e M. (V.21) 

Dafür schreiben wir mit Hilfe des Hauptsatzes, angewandt auf t f{x - th), 

fix-h)-fix) = [ {igTa.df)(x-th),-h) dt. 

Jo 

also erhält man aus der Hölderschen Ungleichung 

Ifix - h) -fix)\^ < f I {(grad/)(x - th), -h) \^ dt 
Jo 

< f ll(grad/)(x-r/!)||^||/t||^t/f 
Jo 

sowie, indem man alle f e M als Funktionen auf K" auffasst und den Satz von Fubini 
benutzt, 


/ 


\f(x-h)-f(x)\^dx: 


If 
-fl 

Jo Jr" 

-fj 

Jo Je" 


\\igtadf)ix-th)f\\hfdtdx 


II(grad/)(x - th)\f dxdt ■ 


\\igtadf)ix)fdxdt- 


< ll/llwi(£2)l|/*ir < l|/*ll ■ 


Daraus folgt (V.21), und auch der zweite Beweis ist abgeschlossen. 


□ 
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Der Einbettungssatz von Rellich braucht für die Räume W^iQ) nicht zu gelten; ein 
Gegenbeispiel findet man bei Courant/Hilbert [1968], Band 2, S. 522. Wenn es jedoch 
einen stetigen linearen Fortsetzungsoperator von nach W'"(]R") gibt, folgt aus 

Satz V.2.13 leicht, dass auch W'"(^2) kompakt in eingebettet ist. Ein solcher Fort¬ 

setzungsoperator existiert, wenn ^2 glatt berandet ist oder allgemeiner die „gleichmäßige 
Kegelbedingung“ erfüllt (Adams [1975], S. 91). 

Zum Schluss dieses Abschnitts sollen die Sobolevräume VE'”(K") mittels der Fourier¬ 
transformation beschrieben werden. 

Satz V.2.14 Es gilt 

= {fe (1 h- e L^(]R")]. (V.22) 

Beweis. Die Inklusion „c“ folgt unmittelbar aus FemmaV.2.11, und „D“ praktisch auch: 
Der Beweis des Femmas zeigt nämlich für/ e L^(]R”), (p e ^(K") und |a| < m 

(-i)|“|{/,D» = = {g,<p), 

wo g := e l2 (K”), falls (1 h- e □ 

Satz V.2.14 eröffnet die Möglichkeit, die Sobolevräume für beliebige Exponen¬ 

ten m > 0 zu erklären; (V.22) dient dann als Definition.' Traditionell bezeichnet man reelle 
Exponenten mit s statt mit m. 


V.3 Orthogonalität 

Wir kehren nun zur Untersuchung allgemeiner Hilberträume zurück. Mit Hilfe des Begriffs 
des Skalarprodukts kann das elementargeometrische Konzept der Orthogonalität abstrakt 
gefasst werden. 

► Definition V.3.1 Sei X ein Prähilbertraum. Zwei Vektoren x,y e X heißen orthogonal, 
in Zeichen x E y, falls {x, y) = 0 gilt. Zwei Teilmengen A,B(ZX heißen orthogonal, in 
Zeichen A _L ß, falls x E y für alle x e A, y e B gilt. Die Menge 

A"'- := (y e A: a: _L y V.V e A] 

heißt orthogonales Komplement von A. 


'Auch im Fall negativer Exponenten kann man VV""(R") mittels (V.22) definieren, wenn man als 
Grundmenge der betrachteten / statt des Raums den Raum der temperierten Distributionen 
(Abschn. VIII.5) nimmt. 
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Die folgenden Eigenschaften ergeben sich direkt aus den Definitionen: 
• (Satz des Pythagoras) 


x_Ly ^ ||x||2 + ||y||2= ||x + y||2. (V.23) 

• ist stets ein abgeschlossener Unterraum von X. 

• A C 

• A-L = (nnA)-L 

Es wird aus Theorem V.3.6 folgen, dass die Bezeichnung A-^ aus Definition V.3.1 mit 
der aus (III.4) konsistent ist. 

Der nächste Satz ist zentral für die Hilbertraumtheorie; dabei ist die Vollständigkeit 
wesentlich. 

Satz V.3.2 (Projektionssatz) 

Sei H ein Hilbertraum, K G H sei abgeschlossen und konvex, und es sei xo e H. Dann 
existiert genau ein x & K mit 


|.t:-xo|| = inf ||y-xo 

y&K 


Beweis. Die Aussage ist trivial, falls xq e K; dann wähle einfach x = xq. Also dürfen wir 
Xo ^ K annehmen, und es ist keine Einschränkung, xq = 0 anzunehmen (sonst verschiebe 
alles um -xq). 

Zur Existenz: Setze d = infyg/j- ||y||. Dann existiert eine Eolge (y„) in K mit ||y„|| —>• d. 
Wir zeigen, dass (y„) eine Cauchyfolge ist. In der Tat folgt aus der Parallelogrammglei¬ 
chung (Satz V. 1 .7) 


yn " 1 " ym 

2 

yn -ym 

2 


2 


(lb«ll^+ hmt) d^fürn, m oo, 


und wegen \iyn+ym) ^ K ist \\\iyn+ ym)\\^ > Daraus ergibt sich die Cauchy- 
Eigenschaft von (y„). Da H vollständig ist, existiert x := lirny,,, und da K abgeschlossen 
ist, istx e K. Wegen ||y„|| —d folgt ||.r|| = d. 

Zur Eindeutigkeit: Erfüllen x und x 


||x|| = ||x|| = inf I 

yeK 


und gilt X ^ i, so folgt aus der Parallelogrammgleichung 


X H-x 


= -{d^+d^)=d^ 


im Widerspruch zur Definition von d, denn \(x + x) e K. 


□ 
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Durch SatzV.3.2 wird eine (im Allgemeinen nichtlineare) Ahhildung P: H ^ K, 
P(xo) = X, heschriehen. Sie lässt sich so charakterisieren: 

Lemma V.3.3 Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge des Hilbertraums H, und sei 
xo e H. Dann sind für x e K äquivalent: 

(i) ||xo-x|| = infyg^f ||xo-y|| 

(ii) Re{xo-x,y-x) <0 'iy e K. 

Anschaulich besagt (ii), dass der Winkel zwischen xq-x und y-;r stets stumpf ist (siehe 
Ahh. V.l; Kosinussatz!): 

Beweis, (ii) ^ (i) folgt aus 

Iko-yll^ = ll(-«o-.t:) + (.t:-y)ll^ 

= 11^0 -x\\^ + 2Re(xo -x,x~y) + ||A:-y||^ 

> \\xo-xf. 

(i) ^ (ii): Zu t e [0,1] setze yt = (l - t)x + ty e K, falls y e K. Dann gilt wegen (i) 

11 -^ 0 --^ 11 ^ < \\xo-ytf 

= {xo-x + t(x -y),xo-x + t(x - y)) 

= ||xo -x||^ + 2Re{xo t{x-y)) + f'\\x-y\\^. 

Folglich 

t , 

Re{xo-x,y-x) <-||x-y|| Vt e (0,1]. 

Daraus folgt (ii). 

Abb.V.1 Zu Lemma V.3.3 


□ 
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Der Fall eines abgeschlossenen Unterraums für K ist von allergrößter Bedeutung. Eine 
Projektion ist, wie in Abschn. IV.6 erklärt, eine Abbildung P mit = P. 

Theorem V.3.4 (von der Orthogonalprojektion) 

Sei U ^ {0} ein abgeschlossener Unterraum des Pliibertraums H. Dann existiert eine 
lineare Projektion Pu vonHaufU mit ||/’(/|| = 1 und\&r{Pu) = t/"*". Id-P[/ ist Projektion 
von H aufU'^ mit ||Id-P(/|| = 1 (es sei denn, U = H), und es ist H = £/ ©2 U'^. (Pu wird 
Orthogonalprojektion aufU genannt.) 

Beweis. Zu xq e H bezeichne mit Puixo) e U denjenigen gemäß Satz V.3.2 eindeutig 
bestimmten Punkt x in U, der die Bedingungen (i) bzw. (ii) in Lemma V.3.3 erfüllt. Dann 
ist natürlich Pu eine Projektion auf U. Nach Lemma V.3.3 gilt also 

Re{ 2 Co - Puixo), y - Puixo)) <0 Vy e U. 


Da mit y auch y - Puixo) den Unterraum U durchläuft, ist 

Re{xo-Puixo),y) <0 Wy eU 


und schließlich (betrachte -y sowie iy) 


{xo - Puixo),y) =0 Wy eU. (V.24) 

Umgekehrt folgt aus (V.24) Bedingung (ii) aus Lemma V.3.3 für einen Unterraum U. Also 
ist Puixo) der eindeutig bestimmte Punkt x e U, für den 

xo-xeU-^ (V.25) 


gilt. Da U-^ ein Unterraum ist, folgt 


-kiPj7(vi)) + ( 1 . 2 X 2 - X2PuiX2)) e 


für xi,x 2 e H, 2-1 ,12 e K. Also 


PuiPiXi + 1.2X2) = kiPuixi) + k 2 PuiX 2 ), 


und Pu ist linear. Nach Konstruktion ist ran(P[/) = U, und es ist ker(Pf/) = U^, denn nach 
(V.25) gilt 


Pc/(2co) = 0 4» xoeU^. 
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Daher ist Id - Pu eine Projektion mit ran(Id - Pu) = U-^, ker(Id - Pu) = U. Aus dem Satz 
des Pythagoras (V.23) folgt schließlich 

Ikoll^ = II+ (-^0 = llf’£/-*olP + ll(Id-P£/)xo||^, 

da P(/Xo e U und xq - P[/Xo e JJ-^. Das zeigt 

H=U®2U^ 

und IlPüll < 1, l|Id-P(/|| < 1, nach LemmaIV.6.1(a) also = 1 (fällst/^ {0} bzw. t/^ 
Damit ist Theorem V.3.4 bewiesen. □ 

Korollar V.3.5 Für einen Unterraum U eines Pliibertraums H ist 

V = iU^)^ 

Beweis. Aus Theorem V.3.4 folgt \d-Py = Py± für abgeschlossene Unterräume V. Speziell 
gilt für V = U 

!/■*■ = sowie Id - Py± = Py±±. 

Es folgt Py = PyXX, d. h. t/ = U-^^. □ 

Der folgende wichtige Satz wird mit Hilfe des Satzes von der Orthogonalprojektion 
bewiesen. 

Theorem V.3.6 (Darstellungssatz von Frechet-Riesz) 

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist die Abbildung <t>; H', y {■ ,y) bijektiv, iso¬ 

metrisch und konjugiert linear (d. h.: 't>(2.y) = 2.<I>(y)j. Mit anderen Worten, zu x' G H' 
existiert genau ein y e H mit x'(x) = {x,y)fürxeH, und es gilt ||x'|| = ||y||. 

Beweis. Offensichtlich ist <t> konjugiert linear. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 
folgt ||<I>(y)|| < llyll, und fürx = (y = 0 ist trivial) ist 



Deshalb ist <I> isometrisch und folglich injektiv. 

Sei nun x' e H' gegeben, ohne Einschränkung sei \\x' || = 1. Sei U der Kern von x'. Dann 
gilt nach Theorem V.3.4 //= t/02l7'*‘, wo {/"*■ eindimensional^ ist. Es existiert daher y G H 
mit x'(y) = 1 und = lin{y). Eür x = m + Xy G U ©2 ist x'(x) = A.x'(y) = X sowie 


^Die Begründung dafür fußt auf bekannten Aussagen der linearen Algebra: Einerseits existiert 
ein Vektorraumisomorphismus zwischen H/U und U^, andererseits sind P/kerx' und ranx' als 
Vektorräume isomorph; also ist U-^ zum eindimensionalen Raum ranx' isomorph. 
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{x,y) = A||>'||^. Daher gilt <l>(j/||y|p) = x', und <!> ist auch surjektiv. Übrigens liefert die 
Isometrie von <t> sogar ||y|| = 1, so dass man tatsächlich <l>(y) = x' erhält. 

Damit ist das Theorem bewiesen. □ 

Schwach konvergente Folgen und reflexive Banachräume wurden in DefinitionIII.3.6 
bzw. Definition III.3.3 eingeführt. 

Korollar V.3.7 Sei H ein Hilbertraum. 

(a) Eine Folge (x„) in H konvergiert genau dann schwach gegen x & H, wenn 

(xn-x,y)^0 WyeH. 


(b) H ist reflexiv. 

(c) Jede beschränkte Folge in H enthält eine schwach konvergente Teilfolge. 


Beweis, (a) folgt aus Theorem V.3.6 und (c) aus (b) und Theorem III.3. 7. Um (b) einzuse¬ 
hen, betrachte die Abbildung <!>://—)• H' aus Theorem V.3. 6, die bijektiv ist. Man bestätigt 
sofort, dass auch H', versehen mit dem Skalarprodukt 


ein Hilbertraum ist. Wende nun Theorem V.3.6 auf H' an und bezeichne die kanonische 
Abbildung von H' auf H" mit iT. Es ist dann leicht zu verifizieren, dass die kanonische 
Einbettung in'. H —>• H" als ;'// = 'F o O darstellbar und folglich surjektiv ist. □ 


Schärfer als (c) ist der folgende Satz. 


Satz V.3.8 (Satz von Banach-Saks) 

Ist H ein Hilbertraum und (x„) eine beschränkte Folge in H, so existiert eine schwach 
konvergente Teilfolge (yfl derart, dass die Folge der arithmetischen Mittel 



bzgl. der Norm konvergiert. 

Beweis. Man darf erstens annehmen, dass (x„) selbst schwach konvergiert (Korol¬ 
lar V.3. 7(c)), und zweitens, dass der schwache Limes = 0 ist (warum?). Wähle M mit 
lÜnll < M für alle n e N, und setze yi = xi. Da (x„)„>i schwach gegen 0 konvergiert, 
existiert «2 > 1 mit 


\{xn2,yi)\ < 1; 
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setze y 2 = x„ 2 . Als nächstes wähle «3 > «2 mit 

1 1 

|{■*« 3 ,yl>l < - und |{x„ 3 ,j 2 )I <-; 

setze dann = x„^. Auf diese Weise wird induktiv eine Teilfolge {y„) mit 

1 


l(>'A:+i,>'/>l < 7 V( = 1,... ,A:, k e N 
k 


definiert. Daraus folgt 


sowie 


Folglich 


< 1 VkeN 

/=1 

n k-\ 

VneN. 

k=2 i=\ 

2 

■t n . n n 

k=l i=l 

= i(E ii3'iii'+2EEi<>'^’^'> 

2 u 

0 , 


i5:=l 


^ k=l k=2 i=l 

n ■ + 2n-2 


wie gewünscht. 


□ 


Als Anwendung wird jetzt gezeigt, wie Hilbertraummethoden bei der Lösung partieller 
Differentialgleichungen verwandt werden können; dabei treten die Sobolevräume aus De¬ 
finition V. 1.12 auf. Sei C K" ein beschränktes Gebiet und/: ^ K stetig. Betrachte 
folgendes Randwertproblem: 


• Finde u e C^(f2) (T C(f2) mit 

-Am = / in 

M = 0 in 9^2 


(V.26) 


Durch partielle Integration folgt für eine Lösung u der Differentialgleichung aus 


V(7e^(f2) 

/=1 
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die Gleichung 


n 


'Y^{DiU,Di(p)L2 = e ^(^2). 


Zur Abkürzung führen wir nun auf Hq{Q) die Sesquilinearform 


n 


[u,v] := y^ jDjU, Av)l^ 


(mit Dj = schwache Ableitung) ein, und statt des ursprünglichen Randwertproblems 
betrachte folgende Abschwächung: 

• Finde u e H^i^) mit 


[m, (p] = {f, (p)ji 'i(p e ^(Q). 


(V.27) 


Die Randbedingung = 0“ wird hierbei durch die Forderung u e Hq(^) (= ^(^2) 
bzgl. II . Iliyi) ausgedrückt. 

Das Problem (V.27) hat eine Lösung nach dem Satz von Frechet-Riesz. Um das zu 
zeigen, beachte zunächst, dass für/ e L^(f2) wegen 


l(f,^)ul < ll/llull^llu < ll/llull^llw> 


das lineare Funktional q) \-^ {<p,f) stetig auf || . || ) ist und daher eine Fortsetzung 

auf den Abschluss zulässt. Um den Zusammenhang von [., . ] mit dem Sobolev- 

Skalarprodukt (.,. zu klären, benötigen wir die wichtige Ungleichung von Poincare- 
Friedrichs: 

• Ist Q C K” beschränkt, etwa ß C (-s, s)", so gilt 


u\\[2 < 2 s[u,uY^^ Vm e Hq{Q). 


Beweis hierfür. Da die rechte und die linke Seite der Ungleichung stetig bzgl. der || . ||,yi- 
Norm von u abhängen, reicht es, diese für u e ^(f2) zu zeigen. Indem man solch ein 
M außerhalb von ^2 durch 0 fortsetzt, erhält man eine ebenfalls u genannte Funktion in 
^{f-s, s)"), und es gilt für x = (xi,..., x„) e i-s, s)" 


u{x) = 


du 

— (t,X 2 , ...,x„ 

■s OXl 


)dt= j 
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Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert 


|m(x)|' 


n 2 r\du 
< y (l(-s,xi](0) dt J 


dt. 


und da das erste Integral durch 2s abgeschätzt werden kann, folgt 


I \u{x)\^ dx = I dx\ ■ ■ ■ I dx„ 
J Q J-S J -S 


|mWI 


r 

r r 9« 


1 dx\ . . 

/ dx„ \—(t,X 2 ,.. 

■ ,X„) 

J-s 

J-s J-s dxi 



dt 


r , r , 

du 

/ dx„ 1 dt 

— (t,X2, . . . ,Xn) 

J-s J-s 

OXi 


= 4s- 


/ 

Jq 


du 2 

-(x) dx < 4s [u,u]. 

dxi I 


Eine Konsequenz dieser Ungleichung ist, dass auf Hq{Q) die Sesquilinearform [. , . ] 
ein Skalarprodukt ist, dessen abgeleitete Norm |||m||| = zur VE'-Norm äquivalent 

ist, denn 

II|m||| < I|m|Iw‘ — (4'S^ + ^ Hq{Q). 

Nach dem Satz von Frechet-Riesz lässt sich das stetige Funktional q) \-^ (f, (p )[2 auf 
dem Hilbertraum [.,.]) gemäß (V.27) durch ein eindeutig bestimmtes u e Hq(Q) 

darstellen. Zusammengefasst ergibt sich: 

• Für alle f e L^(S2) existiert genau eine „schwache Lösung“ u e Hq des 
Randwertproblems (V.26), d. h. des Problems (V.27). 


Man kann zeigen, dass für/ e C“(^2) auch u e C°°(Li) ist (Weylsches Lemma)', dazu 
kann man das Lemma von Sobolev (Satz V.2.12) verwenden. 


V.4 Orthonormalbasen 

In diesem Abschnitt ist H stets ein Hilbertraum. (Einige der folgenden Aussagen - in der 
Regel die weniger wichtigen - gelten auch für Prähilberträume.) 

► Definition V.4.1 Eine Teilmenge S C H heißt Orthonormalsystem, falls ||e|| = 1 und 
(e,/) = 0 für e,f e S, e ^ f, gelten. Ein Orthonormalsystem S heißt Orthonormalbasis, 
falls 


S C T, T Orthonormalsystem T = S 


gilt. Eine Orthonormalbasis wird auch vollständiges Orthonormalsystem genannt. 
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Warum eine Orthonormalbasis Basis heißt, erklärt Satz V.4.9. (Es sei bereits jetzt 
betont, dass eine Orthonormalbasis keine Vektorraumbasis ist.) 


Beispiele 

(a) InH = ist die Menge 5 = {e„: n e N} der Einheitsvektoren ein Orthonormal- 
system. 


(b) Sei// = L2[0,2jr]und 


5 = 




1 u 


cos n ■ : n e N > U 




sinn ■ : n 


Dann ist S ein Orthonormalsystem, wie unschwer durch partielle 
werden kann. 


e Nj. 

Integration gezeigt 


(c) In // = EmO, 2jt] ist 


1 


e'" -. n e Z 


ein Orthonormalsystem. 

(d) In // = AP^(]R) (Beispiel V.l(f)) ist S = {fx: k e K} ein Orthonormalsystem. 


All diese Orthonormalsysteme sind sogar Orthonormalbasen, wie gleich gezeigt wer¬ 
den wird. 

Satz V.4.2 (Gram-Schmidt-Verfahren) 

Sei {x„: n G N} eine linear unabhängige Teilmenge von H. Dann existiert ein Orthonor¬ 
malsystem S mit linS = lin{x„: n G N}. 

Beweis. Setze ei = -jj^. Betrachte /2 = ^ 1:2 - (x 2 ,ei)ei und ex = (Es ist /2 / 0, da 
{xi,X 2 } linear unabhängig ist.) Dann ist ei _L ex- Durch die Vorschrift 

k 

fk+\ — t^k+X ~ ^ ^ {.^k +1 ? 


ll/i+lll 

(beachte/t+i / 0) wird so eine Folge {et) definiert. Nach Konstruktion ist 5 ;= {euex, ■ ■ ■} 
ein Orthonormalsystem mit 


Xn e lin5, G lin{xr: r g N} Vn g N. 
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(Letzteres folgt durch Induktion.) Daher ist auch 

lin5 = lin{x„: n e N}. □ 


Beispiel 

(e) Wendet man das Gram-Schmidt-Verfahren auf H = iJ und mit x„(t) = 

t", n > 0, an, erhält man (vgl. Aufgabe V.6. 2) 

e„(t) = ^Jn+\ P„{t), 


WO 


PM = 


1 

2"n! 



- 1 )". 


Die Pn heißen Legendrepolynome. Auch dieses Orthonormalsystem ist eine Orthonor- 
malhasis. 


Satz V.4.3 (Besselsche Ungleichung) 

/yf {e„: n G N} ein Orthonormalsystem undx e PI, so ist 


E 

n=l 


\(x,e„)f < ||x|p. 


Beweis. Sei A G N heliehig. Setze x^v = x-Y^i (x, en)e„, so dass xn -L ek für k= 1,.. 
gilt. Es folgt aus dem Satz von Pythagoras (V.23) 


\\xf = \\xNt+ ^{x,e„)e 
«=1 
N 

= \\XNf + Y^\{x,en)\^ 

n=\ 

N 

> ^ |{x,e„)|^ 


.,N 


Da N beliebig war, folgt die Behauptung. □ 

Wir werden die folgenden unmittelbaren Konsequenzen benötigen. 

Lemma V.4.4 Sei {e„: n g N) ein Orthonormalsystem, und seien x,y & H. Dann gilt 

OO 

^ |{x,e„>(e„,y)| 

n=l 


< OO. 
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Beweis. Das folgt aus der Hölderschen Ungleichung (p = q = 2 m Satz 1.1.4) und 


□ 


SatzV.4.3. 


Lemma V.4.5 Sei S G H ein Orthonormalsystem, und sei x € //. Dann ist Sj: := {e e 5: 
{x,e) ^ 0} höchstens abzählbar. 

Beweis. Nach der Besselschen Ungleichung ist jede der Mengen 



endlich und daher Sx = U«eN abzahlbar (oder endlich). 


□ 


Um auch nichtseparable Hilberträume behandeln zu können, ist es notwendig, das 
Konzept der unbedingten Konvergenz einer Familie von Vektoren einzuführen. 

► Definition V.4.6 Sei X ein normierter Raum und I eine unendliche Indexmenge. Seien 
Xi e X für i e I. Man sagt, die Reihe x, konvergiere unbedingt gegen x e X, falls 

(a) Iq = {i: Xi ^ 0} höchstens abzahlbar ist, 

(b) für jede Aufzählung /q = {ii,i 2 ,...} die Gleichung x,^ = x gilt. 

Der Wert der Reihe j x,^ hängt also nicht von der Reihenfolge der x,„ ab. Schreibweise: 



(vgl. Beispiel V.l(e)). 

Selbst für / = N sind die Symbole und in diesem Abschnitt zu 

unterscheiden. 

Für Z = K (bzw. K") gilt bekanntlich die Äquivalenz von absoluter und unbeding¬ 
ter Konvergenz. Im Unendlichdimensionalen fallen diese Begriffe hingegen auseinander, 
denn der Satz von Dvoretzky-Rogers besagt: 

• In jedem unendlichdimensionalen Banachraum existiert eine unbedingt konver¬ 
gente Reihe, die nicht absolut konvergiert. 

Aus Lemma V.4.5 und Satz V.4.3 folgt nun: 


Korollar V.4.7 (allgemeine Besselsche Ungleichung für Orthonormalsysteme) 
Ist S G H ein Orthonormalsystem und x & H, so ist 
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Satz V.4.8 Sei S G H ein Orthonormalsystem. 


(a) Für alle x & Fl konvergiert e)e unbedingt. 

(b) P: x\-^ Orthogonalprojektion auf linS. 


Beweis, (a) Sei {ei,e 2 , ■ ■ ■} eine Aufzählung von {e € S\ {x,e) f 0}. Wir zeigen zuerst, 
dass (x, e„)e„ eine Cauchyreihe ist. Es gilt nämlich nach dem Satz von Pythagoras 
und nach Satz V.4.3 


e„)e„ 

n=N 


M 

^ |(x,e„)|^ ^ 0 

n=N 


für N,M ^ oo. Damit existiert y := {x, e„)e„ in H und analog für eine Permutation 

TT: N ^ N die umgeordnete Reihe 


OO 

yiT ^ ^7r(«))^7r(«)- 

n=\ 


Es ist y = yjj zu zeigen. Sei dazu z ^ H heliehig. Wegen 

oo oo 

{y,z) = ^(x,e„>(e„,z) = 'yy^{x,ej,(n)){e^{n),z) = {yji,z) 

n=l n=\ 

gilt y-yn e = {0}; für den mittleren Schritt haben wir die absolute und ergo unbedingte 
Konvergenz dieser Reihe (Lemma V.4.4) ausgenutzt. 

(b) Nach Theorem V.3.4 (insbesondere (V.25)) ist x - Px e (lin5')"‘" = 5'‘" zu zeigen, 
d. h., dass 

lx-y^{x,e„)e„,e] = 0 Ve e S 

' n=l ' 

gilt. Das ist jedoch klar für {x, e) = 0, d. h. (e, e„) =0 für alle n, sowie für e = e„„. □ 


Wir behandeln jetzt Orthonormalbasen. 


Satz V.4.9 Sei S G H ein Orthonormalsystem. 


(a) Es existiert eine Orthonormalbasis S' mit S G S'. 

(b) Die folgenden Aussagen sind äquivalent: 

(i) S ist eine Orthonormalbasis. 

(ii) Ist X e // und x _L 5, so ist x = 0. 

(iii) Es gilt H = lin S. 
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(iv) x='^{x,e)e Wx e H. 

(v) { x,y) = {x, e) {e, y) Vx, y e H. 

eeS 

(vi) (Parsevalsche Gleichung) 

||x|p = ^|(x,e)|2 VxeH. 
e€S 

Beweis, (a) ist eine unmittelbare Konsequenz des Zornschen Lemmas. (Ist H separa- 
bel, kann eine Orthonormalbasis konstruktiv aus dem Gram-Schmidt-Verfahren gewonnen 
werden.) 

(b) (i) (ii): Wäre x ^ 0, so wäre S U {x/||x||} ein Orthonormalsystem. 

(ii) ^ (iii): Korollar V.3.5. 

(iii) ^ (iv): Satz V.4.8. 

(iv) ^ (v): Einsetzen, beachte Korollar V.4.7 und Lemma V.4.4. 

(v) (vi): Setze x = y. 

(vi) ^ (i): Sonst existierte x mit ||x|| = 1, so dass S U {x} ein Orthonormalsystem ist; 

folglich ergäbe sich der Widerspruch |{x,e)|2 = 0. □ 

Die Bedingung (iv) legt die Bezeichnung „Basis“ nahe. Es kann sich natürlich nicht um 
eine Vektorraumbasis handeln (es sei denn dim// < oo), da bei einer solchen alle Summen 
endlich viele Summanden haben müssen. Wir kommen nun zu den obigen Beispielen 
zurück. 


Beispiele 

(a) Hier ist nach Definition f ^ = lin S, also ist S eine Orthonormalbasis. Allgemeiner 

ist {e,-: i e /} eine Orthonormalbasis von wo e,(j) = ist (5y = Kronecker- 

Symbol). 

(b) Wir zeigen auch hier linS = L^[0, 2 : 7 r]. Ohne Einschränkung (warum?) sei 
K = K. linS ist die Menge der trigonometrischen Polynome, und die liegt nach Ko¬ 
rollar IV.2.12 dicht in y = {/ e C[0,27r]:/(0) = /( 2 : 7 r)} bzgl. || . also erst recht 
bzgl. II . 11 ^ 2 , und V liegt dicht in L^[0,27r], denn C[0,2::r] tut es (SatzL2.13). Des¬ 
halb liegt lin5 dicht in L^[0,27r]. (Dass V L^-dicht in L^[0, 2 : 7 r] liegt, folgt auch aus 
Lemma V. 1.10.) 

Wir skizzieren jetzt noch einen elementaren Beweis der Vollständigkeit des trigono¬ 
metrischen Systems nach Lebesgue, der ohne den Weierstraßschen Approximationssatz 
auskommt. Es ist zu zeigen, dass die einzige L^-Eunktion, die auf allen trigonome¬ 
trischen Polynomen senkrecht steht, die Nullfunktion ist. Das soll zuerst für stetige 
Funktionen getan werden. Es sei/ / 0 eine stetige 2::r-periodische Funktion; dann exi¬ 
stieren ein to e (0, 2jt) und ein Intervall / = [to - 3, to + ^] C [0,27r], auf dem/ nicht 
verschwindet; o.E. gelte /(f) > 0 auf I. Auf folgende Weise kann ein trigonometri¬ 
sches Polynom mit {f,P) / 0 produziert werden: Setze p(t) = 1 -i- cos(t - to) - cos(5). 




256 


V Hilberträume 


Dann ist pif) > 1 auf I und \p{t)\ < 1 sonst; setzt man /' = [to - 5/2, to + 5/2], so 
ist inf,g// p{t) > 1. Ferner ist P„ = p" ein trigonometrisches Polynom, wie man an der 
Formel cos ks = Re abliest. Schließlich gelten 

sup / f{t)P„(t)dt 

n |d[0,2jr]\/ 

daher ist (/, F,,) ^ 0 für hinreichend große n. 

Nun sei F e L^[0,2:7r] eine Funktion mit verschwindenden Fourierkoeffizienten, 
d. h. {F, P) = 0 für alle trigonometrischen Polynome P. Sei f(t) = Jj F{s) ds; dies ist 
eine stetige 27r-periodische Funktion. Durch partielle Integration findet man, dass mit 
der möglichen Ausnahme von üq alle Fourierkoeffizienten von / verschwinden. Nach 
dem bereits Bewiesenen ist/ konstant, und mit Hilfe von Satz A. 1.10 folgt F = 0. 

(c) Da cos nt = ^ (e'"' + , sin nt = j. (e'"' - und e'"' = cos nt + i sin nt gilt, 

ist 


< oo, 


/■ 


f{t)Pn{t)dt -> oo; 


linS' = {/:/ ist C-wertiges trigonometrisches Polynom}. 

Nach (b) hegt lin S dicht, und S ist eine Orthonormalbasis. 

(d) Nach Definition ist lin S = AP^(M). 

(e) Es istL^[-l, 1] = lin{x„: n > 0} = linS' nach den Sätzen 1.2.11,1.2.13 und V.4.2. 


Wir kommen noch einmal auf (b) zurück. Ist S wie dort und x e L^[0,27r], so sind 
die {x, e) genau die in (IV.4) vorkommenden Fourierkoeffizienten von {x, e)e ist 

die Fourierreihe von x, und Bedingung (iv) in Satz V.4.9(b) besagt, dass für x e L^[0,2jr] 
die Fourierreihe im quadratischen Mittel gegen x konvergiert. In der Fourieranalysis ist 
es häufig bequemer, mit der Entwicklung in die Orthonormalbasis aus Beispiel (c) zu 
arbeiten; so soll im Folgenden unter der Fourierreihe einer integrierbaren Funktion / die 
Reihe 

OO 

E int 
Cne 

n=~oo 

mit 




1 

ln 



dt 


verstanden werden. 

Manche Autoren verwenden die Bezeichnung Fourierreihe bei beliebigen Orthonor- 
malbasen in allgemeinen Hilberträumen. 
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Korollar V.4.10 Für einen unendlichdimensionalen Hilbertraum H sind folgende Bedin¬ 
gungen äquivalent: 

(i) H ist separabel. 

(ii) Alle Orthonormalbasen sind abzählbar. 

(iii) Es gibt eine abzählbare Orthonormalbasis. 

Beweis, (i) (ii); Sei S eine Orthonormalbasis von H. Da \\e-f\\ = \/2 für alle e,f e S, 

eff, gilt, kann S nicht überabzählbar sein (vgl. den Beweis der Inseparabilität von 
S.31). 

(ii) ^ (iii): Das ist klar (beachte noch Satz V.4.9(a)). 

(iii) ^ (i) folgt aus Satz V.4. 9(b)(iii) und Lemma 1.2.10. □ 

Allgemeiner gilt, wenn |S| die Kardinalzahl von S bezeichnet; 

Lemma V.4.11 Sind S und T Orthonormalbasen von H, so ist |S| = IL]. 

Beweis. Für endliche S ist das aus der linearen Algebra klar. Sei also IS] > |N|. Zu x G S 
setze Tx = [y e T: {x,y) f 0). Dann ist (Lemma V.4. 5) \Tx\ < |N|. Nach Satz V.4. 9(b)(ii) 
gilt T C UxeS^-t’ daher \T\ < |5||N| = IS]. Aus Symmetriegründen gilt auch IS] < |r|, 
daher ist nach dem Satz von Schröder-Bernstein aus der Mengenlehre |5| = | L]. □ 

Man nennt die Kardinalzahl |S| einer Orthonormalbasis die Hilbertraumdimension von 
sie ist nach Lemma V.4.11 wohldefiniert. 

Satz V.4.12 Ist S eine Orthonormalbasis von H, so ist H = £^(S). 

Beweis. Zu x e H definiere Tx e 1^{S) durch (Tx)(e) = (x, e). (Aus der Besselschen 
Ungleichung folgt Tx e l^iS).) T: H ^ £^(S) ist linear und nach der Parsevalschen Glei¬ 
chung isometrisch. Ist (fe)ees £ £^iS), so definiert x = '^eesfe^ Element von H (der 
Beweis von Satz V.4.8(a) zeigt das), und es gilt Tx = (fe)ees- Daher ist T ein isometrischer 
Isomorphismus. □ 

Beachte, dass T sogar (Tx,Ty) = {x,y) erfüllt (Satz V.4. 9(b)(v)), d. h. T ist „unitär“ 
(siehe Abschn. V.5). 

Korollar V.4.13 Ist H separabel und unendlichdimensional, so ist H = (?. 

Korollar V.4.14 (Satz von Fischer-Riesz) 


L\{), 1 ] = f. 
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V.5 Operatoren auf Hilberträumen 

Auch in diesem Abschnitt bezeichnet H (oder //,) immer einen Hilbertraum. 

► Definition V.5.1 Sei T e L(Hi,H 2 ), und sei O,: Hj H'^ der kanonische konjugiert 
lineare isometrische Isomorphismus aus Theorem V.3.6. Der zu T (im Hilbertraumsinn) 
adjungierte Operator T* ist T* = Mit anderen Worten gilt 

{Tx,y)H, = {x, 'ix eHuye H 2 . 

Satz V.5.2 Seien S,T e L{Hi,H 2 ), R e L{H 2 ,H 3 ), k e K. 

(a) (S+T)*=S* + r. 

(b) (kS)* = kS*. 

(c) (RS)* = S*R*. 

(d) S* e LiH 2 ,Hi) und \\S\\ = ||S*||. 

(e) S** = S. 

(f) ||SS*|| = ||S*S|| = ||S||2. 

(g) kerS = (ranS*)"*", kerS* = (ranS)"*"; insbesondere ist S genau dann injektiv, wenn 
ran S* dicht liegt. 

Die Abbildung S S* ist also eine konjugiert lineare surjektive Isometrie zwischen 
L{H\,H 2 ) und L(H 2 ,H\). Beachte die Ähnlichkeit dieser Abbildung mit k auf C. 

Beweis, (a)-(d) folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften von S S', und (e) 
ist klar. 

(f)Es gilt 

\\Sxf = {Sx,Sx) = {x,S*Sx) < ||x|| \\S*Sxl 


also 

||S||2 = sup ||Sx||2 < sup llxll ||S*Sx|| < ||S*S|| < IIS*II ||S|| = ||S||^ 
lbll<i lhll<i 

(Letzteres nach (d)). Daher ist ||S||^ = ||S*S|| und folglich 

\\sf = ||S*||^ = ||S**S*|| = ||SS*||. 

(g) Es gilt kerS = (ranS*)-*-, denn 

Sx = 0 (Sx, y) = 0 'iy e H 2 

4» {x,S*y) =0 iy eH 2 

X e (ranS*)"*", 
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und daher auch ker^* = (ran 5**)-^ = (ran 5)-^. 


□ 


Wir definieren jetzt wichtige Klassen von Hilhertraumoperatoren. 

► Definition V.5.3 Sei T e L(//i,// 2 )- 

(a) T heißt unitär, falls TT* = Id/Zj, T*T = Mhi; mit anderen Worten, falls T invertierbar 
ist mit r ' = T*. 

(b) Sei H\ = H 2 .T heißt selbstadjungiert (oder hermitesch), falls T = T*. 

(c) Sei Hl =H 2 .T heißt normal, falls TT* = T*T. 

Unitäre Operatoren sind also durch 

• T ist surjektiv und {Tx, Ty) = {x,y) Vx, y G Hi, 
selbstadjungierte durch 

• {Tx,y) = {x, Ty) Vx,y e Hi, 
normale durch 

• {Tx, Ty) = {T*x, T*y) Wx,y e Hi 

gekennzeichnet. Offensichtlich sind selbstadjungierte und (im Fall Hi = H 2 ) unitäre 
Operatoren normal. 


Beispiele 


(a) Sei // = K". Wird T e L{H) durch die Matrix {ßij)ij dargestellt, so wird T* durch 
(äß)ij dargestellt. Definition V.5.3 verallgemeinert also bekannte Begriffe der linearen 
Algebra. 

(b) Sei H = und Tk G L{H) der Integraloperator 



(Beispiel II. l(m)). Dann ist T^ = Tt* mit k*{s, t) = k(t, s). (Vgl. Beispiel III.4(c), beachte 
das Komplexkonjugieren!) Dies kann als kontinuierliches Analogon von Beispiel (a) 
aufgefasst werden. 

Tt ist genau dann selbstadjungiert, wenn kis, t) = k(t, s) fast überall gilt; man nennt 
k dann einen symmetrischen Kern. 
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(c) Sei T: der Shiftoperator (si,S 2 , ■■■) is 2 ,sj,,...). Dann ist 

T*{{t\,t 2 , •■•))= (0, ti, f 2 , ■ ■ •) (vgl. Beispiel III. 4(a)). T ist nicht normal, denn TT* = Id, 
T*T = PumiiU = =0}. 


(d) T*T und TT* sind stets selbstadjungiert. 

(e) Die in Abschn. V.2 studierte Fouriertransformation ist nach 

der Plancherel-Gleichung (V.16) ein unitärer Operator, denn ist surjektiv. 

Lemma V.5.4 Für T e L{Hi,Fl 2 ) sind äquivalent: 

(i) T ist eine Isometrie. 

(ii) {Tx, Ty) = (x,y) Wx,y e Hi. 

Beweis, (ii) (i): Setze x = y. 

(i) ^ (ii): Das folgt sofort aus (V.2) bzw. (V.3). □ 

Das Lemma besagt geometrisch, dass ein längenerhaltender Operator winkelerhaltend 
ist. 

Im Weiteren werden selbstadjungierte Operatoren etwas näher untersucht, nichttriviale 
Resultate folgen (mit Ausnahme von Satz V.5.5) erst in Kap. VI. 

Satz V.5.5 (Satz von Hellinger-Toeplitz) 

Erfüllt eine lineare Abbildung T: H —>■ H die Symmetriebedingung 

{Tx,y) = {x, Ty) Vx,y e H, 
so ist T stetig und folglich selbstadjungiert. 


Beweis. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Theorem IV.4. 5) ist zu zeigen: 

Xn 0, TXn Z Z = 0. 


In der Tat ist 


(z, z) = (lim Txn, z) = lim{rx„, z> = lim(x„, Tz) =0. □ 

Satz V.5.6 Sei K = C. Dann sind für T e L{H) äquivalent: 

(i) T ist selbstadjungiert. 

(ii) (7x,x) e K Wx e H. 

Beweis, (i) ^ (ii) gilt wegen 


{7x,x) = {x,T*x) = (x, 7x) = {Tx,x). 
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(ii) (i): Für A. e C betrachte die reelle Zahl 

{T{x + Xy),x + ky) = {Tx,x} + k{Tx,y) +k{Ty,x) + \k\^{Ty,y). 

Durch Bilden des konjugiert Komplexen erhält man 

{T{x + ky),x + ky) = {Tx,x) +k{y,Tx) +k{x,Ty) + \k\^{Ty,y). 

Indem man A = 1 und k = -i einsetzt, folgt 

{Tx,y} + {Ty,x) = {y, Tx) + {x, Ty) 

{Tx,y} - {Ty,x) = -{y, Tx} + {x, Ty} 

und daraus {Tx,y} = {x, Ty}, wie gewünscht. □ 

Die im Beweis angewandte Technik, x + ky zu betrachten, nennt man Polarisierung. 

Satz V.5.7 Für selbstadjungiertes T e L{H) ist 

liril = sup \(Tx,x}\. 

M<i 

Beweis. „>“ ist klar. Umgekehrt setze M := sup||_^ll<[ \{Tx,x}\. Aus T = T* folgt durch 
simples Ausrechnen 

{T(x + y),x + y} - {T(x-y),x-y} = 2{Tx,y} + 2{Ty,x} 

= 2{Tx,y} + 2(x, Ty} 

= 4Re{r.t:, j). 

Daher gilt wegen der Parallelogrammgleichung 

4Re{rx,>’} <M(\\x + yf+\\x-yf) = 2M(\\xf + \\yf) 

und folglich 

Re{rx,>’> < M V||x||, llyll < 1. 

Nach Multiplikation mit einem geeigneten k, |A| = 1, erhält man 

\{Tx,y}\<M V||^||,M<1 

und deshalb ||T|| < M. □ 
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Korollar V.5.8 Ist T g L{H) selbstadjungiert und gilt {Tx,x) = 0 für alle x & H, so ist 
7’ = 0. 

Für K = C folgt die Selbstadjungiertheit automatisch aus der zweiten Voraussetzung 
und Satz V.5.6. Im Fall K = K kann man auf T =T* ’m\ Allgemeinen nicht verzichten; Für 
// = und 



(= Drehung um 90°) ist stets {Tx,x) = 0. 

Abschließend sollen die selhstadjungierten Projektionen charakterisiert werden. 

Satz V.5.9 Sei P G L(H) eine Projektion mit P f 0. Dann sind folgende Bedingungen 
äquivalent: 

(i) P ist eine Orthogonalprojektion (d. h. ran(P) _L ker(P)). 

(ii) ||P|| = 1. 

(iii) P ist selbstadjungiert. 

(iv) P ist normal. 

(v) {Px, x) > 0 Vx G //. 

Beweis, (i) ^ (ii): Theorem V.3.4. 

(ii) (i): Seien x G ker(P), y G ran(P), A. G K; dann gilt P{x + ky) = ky. Folglich ist 
||A>.||2 = \\P(x + ky)f < ||x += ||x||2 + 2ReX{x,3;) + 

und deshalb 

-2ARe(x,}') < ||x||^ VA. G M. 

Also erhält man Re(x, y> = 0 und genauso, indem man k G iR betrachtet, Im(x,y) = 0. 
Daher folgt (i). 

(i) ^ (iii): Es ist 

{Px,y) = {Px,Py + (y -Py)) = {Px,Py), 


denn y-Py e ker P, und 

(x, Py) = {Px + (x - Px), Py) = {Px, Py). 

(iii) (iv): Das ist klar. 

(iv) (i): Es ist 

0 = {(P*P-PP*)x,x) = ||Px||2 - ||P*x||2 Vx G H, 


also ker(P) = ker(P*) = ran(P)-L (Satz V.5.2(g)). 
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(iii) ^ (v): {Px,x) = {P^x,x) = {Px,Px) = \\Px\\^ > 0. 

(v) ^ (i): Fürx e ker(P), y e ran(P), A. e M gilt 

0 < {P(x + Xy),x + ky) = {ky,x + ky) = + k{y,x). 


daher 

(y,x) >-l|b||2 VA>0, (y,x) <-A|b||2 VA<0, 

woraus {x, y) =0 folgt. □ 

Im Beweis von (iv) (i) haben wir folgende Aussage mitbewiesen, die in Kap. VI von 
Nutzen sein wird. 

Lemma V.5.10 Ist T e L{H) ein normaler Operator, so gilt 

||7x|| = lirxll Vxe//. 


Speziell ist ker T = ker T*. 


V.6 Aufgaben 


Aufgabe V.6.1 Sei vr G Cr[ 0, 1]. Betrachten Sie auf C[0,1] x C[0,1] die Abbildung 

(x,y) f x{t)y{t)w{t) dt. 

Jo 

Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen an w dafür an, dass ein 

Skalarprodukt ist. Wann ist die von abgeleitete Norm äquivalent zur vom üblichen 

Skalarprodukt (x, y) xit)y{t) dt abgeleiteten Norm? 

Aufgabe V.6.2 Geben Sie die Details des Beispiels V.4(e) über Legendrepolynome 
(S. 252) nach folgender Anleitung. Zeigen Sie nacheinander die folgenden Aussagen für 
t e [-1,1] und M = 0,1,2,...: 

(a)P„(l)=l. 

o) 

(C) P;^i(0 = (2«+l)P„(f) + n-iW- 

(d) P'^^,(t) = tP'„(t) + (n+l)P„(t). 

(e) nP„(f) = tP;(r)-P;,_i(r). 

(f) (1 - t^)P'„(t) = nP„^i(t) - ntP„(t). 

(Verwenden Sie (d) mit n - 1 statt n und eliminieren Sie P'^ ^ mit Hilfe von (e).) 
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(g) Qnit) := ^((1 - ^)P'ß')) + n(n + l)P„(f) = 0. 

(Differenzieren Sie (f) und benutzen Sie (e).) 

(h) Für n ^ m sind Pn und P^ orthogonal in 1]. 

(Betrachten Sie QnPm - QmPn und integrieren Sie partiell.) 

(i) Rn(t) := (n + l)P„+i(t) - (2m + l)fP„(0 + MP„_i(f) = 0. 

(Verwenden Sie (c), (e) und (a).) 

/ ' 2m - 1 C ^ 

Pnitf dt = - -- / Pn-\{tf dt für n = 2,3,.... 

1 2m + 1 J_i 

(Betrachten Sie (2m + l)P„_iP„ - (2m - l)P„P„_i, integrieren Sie partiell und beachten 
Sie (h).) 

(k) .Jn + 5 P« ist eine Orthonormalbasis von L^[-l, 1], die durch Orthonormalisierung der 
Funktionen x„, x„{t) = f, entsteht. 

Aufgabe V.6.3 Die lineare Hülle der durch/,(x) = m > 0, definierten Funktionen 

liegt dicht in L?{M.). (Hinweis: Zeigen Sie dazu, dass die Fouriertransformierte von x \-> 
f{x)e~^^^ verschwindet, wenn / zu allen orthogonal ist.) Durch Orthonormalisierung 
erhält man also eine Orthonormalbasis von P^(K), die aus Funktionen der Gestalt H„(x) = 
P„(x)e~^ 1'^ besteht, wo P„ ein Polynom vom Grad n ist. Die P„ heißen Hermitepolynome, 
die H„ Hermitefunktionen. Berechnen Sie die ersten Hermitefunktionen. 

Aufgabe V.6.4 Zeigen Sie, dass in Beispiel V.l(f) durch (V.5) ein Skalarprodukt auf X 
definiert wird, und zeige \\fx -fi> || = V2 für X ^ X'. 

Aufgabe V.6.5 In einem Hilbertraum gilt die Äquivalenz 



Aufgabe V.6.6 (Partielle Integration) 


(a) Sei/: K" ^ C stetig differenzierbar mit kompaktem Träger. Dann gilt 


/ — {x)dx = 0 Wj=l,...,n. 

R« dXj 


(Tipp: Satz von Fubini.) 

(b) Seien /, g: K" -> C stetig differenzierbar, und eine der Funktionen besitze einen 
kompakten Träger. Dann gilt 



i^(x)g(x)dx = - 

ÖXj 



dxj 


(x)dx 


V/' = 1,..., M. 
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(c) Sei ^2 C M" offen, seien/, g; ^2 ^ C stetig differenzierbar, und eine der Funktionen 
besitze einen kompakten Träger (in f2!). Dann gilt 



(Tipp; Setzen Sie die Funktion/g kanonisch auf K" fort.) 


Aufgabe V.6.7 Sei/ e VT™(M"). Dann gilt für \a\ <m 

= (-i)|“|(/,D» 


für alle Schwartzfunktionen (p. 

Aufgabe V.6.8 Seien f2 c K" offen,/ e VF™(f2) und (p e Dann ist (pf e lT'"(f2), 

und es gilt die Leibnizformel 



hier bedeutet ß < a, dass alle ßj < aj sind, und = (“J) • • • 

Aufgabe V.6.9 Sei f2 = {x G |x| < i},/(x) = |log|x||“. Für welche a e K ist 
/ e L^(f2) bzw./ e bzw./ G lT'(f2)? Im letzten Fall bestimme man die schwachen 

Ableitungen und ^f. Durch passende Wahl von a geben Sie ein Gegenbeispiel für 
das Sobolevlemma im Fall des Grenzexponenten m = ^ + | an. 

Aufgabe V.6.10 Zeigen Sie die Stetigkeit des verallgemeinerten Differentiationsoperators 
D(“): VF'"+I“l(f2) ^ VF'"(f2). 

Aufgabe V.6.11 Sei f2 C K" offen, H = Hq(^). Dann ist für jedes/ G die Ab¬ 

bildung g i-> {g,PiL^(Q) ein stetiges lineares Funktional auf H. Definieren Sie ||/||_m als 
Norm dieses Funktionais und zeigen Sie, dass die Vervollständigung von (L^(f2), || . ||_,„) 
isometrisch isomorph zu H' ist. 

Aufgabe V.6.12 W”(K'') = //'”(K”) 

[Zeigen Sie zuerst wie in Lemma V. 1.10, dass VT'"(K") fl C“(K") dicht liegt.] 

Aufgabe V.6.13 Sei ^2 C K" beschränkt [diese Voraussetzung wird nur der Einfachheit 
halber gemacht] und/ eine reellwertige Funktion in Hq{Q). 

(a) Ist Ä: K —)• K eine C“-Funktion mit beschränkter Ableitung, h{0) = 0 und 
sup|/i(t)/t| < oo, so ist /i o/ G Hq(^) mit schwachen Ableitungen iy{h o f) = 
ih' of) ■ lyf. 
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(Hinweis: Es ist hilfreich zu wissen, dass jede -konvergente Folge eine fast überall 
konvergente Teilfolge zulässt.) 

(b) Es ist I/I e Hq{Q) mit schwachen Ableitungen iy{\f\) = (l(/>oi -l{/< 0 )) ■ D^f- Ferner 

gilt II I/I llivi = ll/llwi- 

(Tipp: Approximieren Sie die Betragsfunktion durch Funktionen h wie in (a).) 

[Ein Banachraum Z von Funktionen/: ^ M mit/ e Z |/| e Z & || |/| || = ||/|| heißt 
ein Banachverband. Auch lT'(f2) und LP{Q,) sind Banachverbände.] 

Aufgabe V.6.14 Geben Sie Beispiele für Prähilberträume Z und Unterräume U <Z X 
mit 

(a) C7/ 

(b) c7 © C/-t / z. 

Aufgabe V.6.15 Sei H ein Hilbertraum, und sei Z C // abgeschlossen und konvex. Pk 
bezeichne die Abbildung, die xq e H die beste Approximation x e K gemäß Satz V.3.2 
zuordnet, die sog. metrische Projektion. Zeigen Sie 

l|ftrW-fjf(3')ll < lk-y|| ^x,yeH. 


(Tipp: Lemma V.3.3.) 

Aufgabe V.6.16 Zeigen Sie den Trennungssatz von Hahn-Banach (Theorem III. 2. 5) in 
einem Hilbertraum mittels des Projektionssatzes. 

Aufgabe V.6.17 Seien U und V abgeschlossene Unterräume des Hilbertraums N und Pu 
und Pv die entsprechenden Orthogonalprojektionen. Zeigen Sie 

U CV ^ Pu = PvPu = PuPv- 

Aufgabe V.6.18 (Satz von Lax-Milgram) Sei H ein komplexer Hilbertraum mit Skalar¬ 
produkt (.,.), und sei B. H X H C sesquilinear. 

(a) Die folgenden Bedingungen sind äquivalent: 

(i) B ist stetig. 

(ii) B ist partiell stetig, d. h. i-^ B{x, y) ist stetig für alle x e H und x i-^ B(x, y) ist 
stetig für alle y e H. 

(iii) 3M>0Vx,yeH |B(x,j)| < M ||x|| ||)^||. 

(Tipp: Satz von Banach-Steinhaus!) 

(b) Falls B stetig ist, existiert T e L{Pl) mit 


B(x,y) = {Tx,y) 'ix,y e PI. 
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(c) Gilt zusätzlich 

3m > 0 Vx G // B(x,x) > m \\x\\'^, 
so ist T invertierbar mit || II < -. 

Aufgabe V.6.19 Sei H ein Hilbertraum, der aus auf einer Menge S definierten Funktionen 
besteht. Ein reproduzierender Kern für H ist eine Funktion A:: S x 5 ^ K mit folgenden 
Eigenschaften, wobei ktis) = k(s, t): 

k,eH, f{t) = {f,k,) WteS,feH. 

(a) Wenn ein reproduzierender Kern existiert, ist er eindeutig bestimmt. 

(b) Genau dann existiert ein reproduzierender Kern, wenn alle Funktionale/ f(t) (t G 
S) stetig auf H sind. 

(c) Wenn k ein reproduzierender Kern ist, liegt die lineare Hülle der k,, t e S, dicht in H. 

(d) Bestimmen Sie den reproduzierenden Kern für den zweidimensionalen Unterraum H 
von L^[0,1], der aus allen Funktionen der Form f{t) = a + bt besteht. 

Aufgabe V.6.20 Es sei H ein reeller Hilbertraum, l e H' und B: H x H ^ M. eine sym¬ 
metrische, beschränkte und koerzitive Bilinearform; es gelte also für geeignete Konstanten 
M,m > 0 und alle x,y e H 

|Ä(^>y)l < M\\x\\ lljll> B{x,x) > m||x||^. 

Setze 7: // —)► M, J{x) = B{x,x) - 2l{x). 

(a) J ist stetig und nach unten beschränkt. 

(b) Eür ein u e H gilt die Äquivalenz 

J{u) < J(x) Vx G // B{u, x) = f (x) Vx G H. 

(c) J nimmt sein Minimum an genau einer Stelle an. 

[Dies ist die abstrakte Eassung des Dirichletschen Prinzips, mit dessen Hilfe elliptische 
partielle Differentialgleichungen gelöst werden können; siehe etwa Jost [1998].] 

Aufgabe V.6.21 

(a) Die Rademacherfunktionen r„(t) = sign sin(2"7rf), n = 0,1,2,..., bilden ein 
OrthonormalsyStern, aber keine Orthonormalbasis von L^[0,1]. 

(b) lim„^oo ^ Efco f'kit) = 0 für fast alle f G [0,1]. 

(Hinweis: Betrachten Sie [f k'k(t)Xdi und verwenden Sie den Satz von Beppo 
Levi.) 
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Aufgabe V.6.22 Znij/ = X[0,i/2) - X(i/2,i] setze k e Z. Die Haar- 

schen Funktionen h„: [0,1] —M sind wie folgt definiert: Für n = 2^+j > 1 (^ = 0,1,2,..., 
j = 1,..., 2^ - 1) setze man h„{t) = irj,k(t) auf [0,1) und ergänze diese Funktionen stetig 
bei t = 1; ferner sei ho(t) = 1 auf [0,1]. (Skizze!) 

(a) {/i„: n > 0} ist ein Orthonormalsystem in L^[0,1], und {iJ/jX- e Z} ist ein Ortho- 
normalsystem in L^(]R). 

(b) / i-> X,n=o {f^k.„)hn ist die Orthogonalprojektion auf den Unterraum der auf den 
Intervallen [/■2“'", (r + 1)2“”) konstanten Funktionen in L^[0,1]. 

(c) Für/ e C[0,1] konvergiert die Reihe gleichmäßig gegen/. 

(d) Die h„ bilden eine Orthonormalbasis von [0,1 ]. 

(e) Die bilden eine Orthonormalbasis von L^(]R). 

Aufgabe V.6.23 In einem normierten Raum X sind äquivalent: 

(i) Xi konvergiert unbedingt gegen x (Definition V.4.6). 

(ii) Für alle e > 0 existiert eine endliche Teilmenge F C I derart, dass für alle F C G C I, 
G endlich, gilt: 


'^Xi-X 

ieG 


< S. 


Aufgabe V.6.24 Geben Sie Beispiele für unbedingt, aber nicht absolut konvergente 
Reihen in den Banachräumen für 1 < p < oo. 


Aufgabe V.6.25 Betrachten Sie die Funktion/: [0,1] ^ R,/(t) = log(l + f). 


(a) Die Taylorreihe von/ um to = 0 konvergiert gegen/ in der Norm von C[0,1]. 

(b) Jede in C[0,1] konvergente Umordnung der Taylorreihe konvergiert ebenfalls gegen 

/■ 

(c) Die Taylorreihe ist in C[0,1] nicht unbedingt konvergent. 

(d) Gelten die Aussagen (a)-(c) auch in L^[0,1]? 

Aufgabe V.6.26 Sei fj^k die Indikatorfunktion des Intervalls (/2“*, (/+1)2“^), ^ = 0,1,2,..., 
;' = 0,..., 2* - 1, und sei gj^k = 

(a) Die Reihe 


OO 

=/o,0 + g0,0 +/o,l +.?0,1 +/l,l +gl,l +/o,2 + • • • 

n=\ 


konvergiert in L^[0,1] gegen 0. 
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(b) Die Umordnung 


/o,0 +/o,l +/l,l + g0,0 +/o,2 +/l,2 + go.l +/2,2 +h,2 + gl,\ + ' ' ' 
konvergiert gegen die konstante Funktion 1. 

(c) Die Menge {x e L^{Q, 1]: es gibt eine Umordnung mit x = ist nicht kon¬ 

vex. 

(Tipp; Alle Xn sind Z-wertig.) 

Aufgabe V.6.27 Sei (x„)„gN eine Folge paarweise orthogonaler Elemente eines Hilbert¬ 
raums H. Dann sind die folgenden Behauptungen äquivalent: 

(i) ist konvergent. 

(ii) ||x„ 11^ ist konvergent. 

(iii) ist schwach konvergent (d. h., die Folge der Partialsummen ist schwach 
konvergent). 

Aufgabe V.6.28 Seien H ein Hilbertraum, {x\,... ,Xn) ein Orthonormalsystem und x e H. 
Finden Sie Zahlen «i,... ,a„, so dass \\x- Ylk=i minimal ist. 

Aufgabe V.6.29 Die Norm eines Hilbertraums ist an jeder Stelle xq ^ 0 Frechet-differen- 
zierbar. 

(Tipp: Verwenden Sie Satz III.5. 3.) 


Aufgabe V.6.30 (Hardyraum) Sei D = {z e C: |z| < I} (D wie „disk“), und sei 




/: D ^ C:/ analytisch, sup / \f{re )\ — < oo 


0<r 


/ 

1 Jo 


Am 2 


2n 


//^(D) heißt Hardyraum (nicht mit dem Sobolevraum zu verwechseln). 

(a) Die analytische Funktion/(z) = Y^=o gehört genau dann zu //^(D), wenn die 
Folge [ak(f))k>o der Taylorkoeffizienten von/ zu l} gehört. 

(b) Für/,g e i/^(D) existiert 


(/■, g) := liiii 
r —>-1 



f{re‘')g{re“) 


dt 
2tt ’ 


und es ist 


{f,g) = {{ak(f)),{ak(g)))f2 ■ 
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(c) (i/^(D), (.,.}) ist ein Hilbertraum, und mit e^(z) := ist iek)k>ü eine Orthonormal- 
basis von //^(D). 

(d) Sei zo e D. Die Abbildung/ /(zo) gehört dann zu (//^(D))'. (Tipp: Cauchyfor- 

mel aus der Funktionentheorie!) Finden Sie die nach dem Satz von Frechet-Riesz 
existierende Funktion g e so dass {f,g) =f(zo) für alle/ e //^(D) gilt. 


Aufgabe V.6.31 (Bergmanraum) Sei D = {z e C: |z| < 1} und 


Km := 


/ 

Jb 


/: D —^ C:/ analytisch, / \f(x + iy)f dxdy < oo 


L^(D) heißt Bergmanraum. Zeigen Sie, dass KjJS) ein abgeschlossener Unterraum von 
K(D) und damit ein Hilbertraum ist. 


Aufgabe V.6.32 Sei H ein Hilbertraum. Für T e L{H) sind äquivalent: 


(i) T ist normal. 

(ii) IITrll = lir^ll SxeH. 

Aufgabe V.6.33 Sei k e K{{Q, l]^) und Tk\ K{<d, 1] ^ K{<d, 1], wie üblich, der Integral- 

ul 

operator (Tkx){s) = k(s, t)x(t) dt. Finden Sie Bedingungen an den Kern k, so dass /t 
normal ist. 


Aufgabe V.6.34 

(a) Sei h\ [0,1] ^ C stetig differenzierbar mit h{Q) = h(l) = 0. Zeigen Sie h e //g(0,1). 

(b) Finden Sie durch Lösen eines Randwertproblems für eine gewöhnliche Differential¬ 
gleichung zu g e ^{0, 1) eine Funktion e //q( 0, 1) mit 

{f',g)L2 = {f,h)w^ V/emi). 

(c) Betrachten Sie den verallgemeinerten Ableitungsoperator auf dem Sobolevraum 
H^(0,1), D: H^(0,1) -> K{Q, 1]. Was istD*? 

Aufgabe V.6.35 Sei//ein Hilbertraum. Auf S = {T e L{H): T selbstadjungiert} definiere 
man durch 


S <T <;=j> {Sx,x) < {Tx,x) Vx € Ff 

eine Ordnung. Zeigen Sie: Jede monoton wachsende beschränkte Folge in S konvergiert 
punktweise gegen einen Operator in S. 

(Hinweis: T e S heiße positiv, falls {Tx,x) > 0 für alle x e H gilt. Zeigen Sie zuerst für 
positive T die Ungleichung |(7x,>’}|^ < {Tx,x){Ty,y).) 
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Aufgabe V.6.36 Sei H ein komplexer Hilbertraum, und sei T e L{H) selbstadjungiert. 

(a) Die Abbildungen T + /Id und T-i\d sind bijektiv und haben stetige Inverse. 

(b) Ut '■= (T + ild)(7’ - ild)*^ ist unitär. Ut heißt die Cayley-Transformierte von T. 

(c) Id - Ut hat eine stetige Inverse, und es gilt 

7’ = -/(Id+ HrXId-t/j-r'. 

(Tipp: Zeigen Sie zuerst ||(r ± ild)x\\^ = \\Tx\\^ + ||.r|p.) 

Aufgabe V.6.37 Sei H ein Hilbertraum, U ein dichter Teilraum, T e K{H) selbstadjun¬ 
giert, und es gelte T(H) C U. Zeigen oder widerlegen Sie: Falls T\jj injektiv ist, ist auch 
T injektiv. 

Aufgabe V.6.38 (von Neumannscher Ergodensatz) Sei H ein Hilbertraum, T e L{H) 
mit ||r|| < \, U der Kern von Id - T und S„ := ^ Ylk=o bezeichne Py den 

Orthogonalprojektor auf U. Dann gilt 

lim SnX = Pijx 'ix e H. 


Dazu beweisen Sie: 

(a) Für X e H gilt Tx = x genau dann, wenn T*x = x. 

(b) U-^ = ran(Id - T). 

(c) SnX ^ X für X e U, und S„x —0 für x e U-^. 

Aufgabe V.6.39 (Diskrete Hausdorff-Young-Ungleichung) Sei 1 < p < 2 und l/p + 
llq = 1. 

(a) Sei fn = 2 ^ Jq’’ dt der n-te komplexe Fourierkoeffizient der Funktion/. Dann 

ist der Operator 

f (fn'ineZ 


stetig von LF[0,2n] nach f'?(Z). 

(b) Sei Ynit) = e'"'. Dann ist der Operator 


(an)neZ 


^ ^ ttnYn 


stetig von F(Z) nach L^[0,2::r]. 

(Tipp: Behandeln Sie zunächst p = I und p = 2 und benutzen Sie den Satz von Riesz- 
Thorin.) 
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V.7 Bemerkungen und Ausblicke 

Zwischen 1904 und 1910 veröffentlichte D. Hilhert in den Nachr. Wiss. Gesellsch. Göttin¬ 
gen, Math.-phys. Kl, sechs Mitteilungen unter dem Titel „Grundzüge einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen“, in denen er eine Theorie der quadratischen 
Formen von unendlich vielen Unbekannten entwirft und auf die Lösungstheorie von 
Differential- und Integralgleichungen anwendet. Die ideengeschichtlich bedeutendste ist 
die 4. Mitteilung aus dem Jahre 1906. Im Kern wird hier die Theorie der selbstadjungier- 
ten Operatoren auf Hilberträumen entwickelt, die uns in den nächsten beiden Kapiteln 
beschäftigen wird. Aber weder Hilberts Formulierungen noch seine Methoden benutzen 
die heute übliche Sprache der Hilberträume. Der einzige Hilbertraum, der bei Hilbert vor¬ 
kommt, ist der Folgenraum l^, und von dem taucht eigentlich auch nur die Einheitskugel 
auf. (Es wird die Geschichte kolportiert, Hilbert habe Weyl nach einem Vortrag gefragt: 

Weyl, eine Sache müssen Sie mir erklären: Was ist das, ein Hilbertscher Raum? Das habe ich 

nicht verstanden. 

Siehe L. Young, Mathematicians and their Times, North-Holland 1981, S. 312.) 

Der Zusammenhang zwischen Integralgleichungen und dem Raum (oder seiner Ein¬ 
heitskugel) wird von Hilbert mittels der Fourierentwicklung hergestellt. (Dies geschieht 
in der 5. Mitteilung.) Statt einer stetigen Funktion / betrachtet Hilbert die Folge ih¬ 
rer Fourierkoeffizienten, und die liegt in und statt eines Integraloperators wird der 
assoziierte Operator auf betrachtet. Die Darstellung bei Hilbert wird nun dadurch 
verkompliziert, dass er tatsächlich nicht Operatoren (i„) i-)- (^^^^ k„mSm)n, sondern die 
unendlichen Matrizen ik„m) als quadratische Formen ^ KniSmli untersucht, und er ver¬ 
sucht, Eigenschaften der unendlichen quadratischen Formen durch Übergang zum Limes 
aus dem endlichdimensionalen Fall herzuleiten. Hilberts Argumentation wird von Weyl 
„laborious“ genannt, und Pietsch zieht in diesem Zusammenhang den Vergleich mit einer 
„Brechstange“ heran (Nachwort zu Hilbert/Schmidt [1989]). 

Es war nun Hilberts Schüler E. Schmidt, der dessen Resultate vom Kopf auf die Füße 
stellte, indem er sie in einer geometrischen Sprache formulierte und sie so auf eine sehr 
durchsichtige und elegante Weise zeigen konnte {Math. Ann. 63 (1907) 433^76, Rend. 
Circ. Mat. Palermo 25 (1908) 53-77). Das erste Kapitel seiner Arbeit von 1908 trägt die 
Überschrift „Geometrie in einem Functionenraum“; insbesondere studiert Schmidt dort 
den Folgenraum und seine abgeschlossenen Untervektorräume („lineare Funktionenge¬ 
bilde“), er erklärt das Skalarprodukt des und spricht explizit von Orthogonalität, und er 
interpretiert ||jc|| (dieses Symbol wird hier eingeführt) als Länge des Vektors x e Außer¬ 
dem beweist er den Projektionssatz V.3.4 und beschreibt das Orthogonalisierungsverfahren 
aus Satz V.4.2; in diesem Zusammenhang zitiert er eine Arbeit des dänischen Mathema¬ 
tikers Gram aus dem Jahre 1883. Die wichtigsten Arbeiten von Hilbert und Schmidt sind, 
kommentiert von A. Pietsch, erneut aufgelegt worden (Hilbert/Schmidt [1989]). 

F. Riesz gelang es, die Dinge noch transparenter zu machen, indem er in seinen 
Arbeiten den weitaus einfacher zu handhabenden Begriff des Operators an die Spitze 
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stellt. Die Beschränkung auf stetige Funktionen bei Hilbert und Schmidt rührt übrigens da¬ 
her, dass sie nur mit dem Riemannintegral operierten. Auch hier ging Riesz einen Schritt 
weiter, indem er zeigte, dass bei Verwendung des Lebesgueschen Integrals (Lebesgues 
Doktorarbeit erschien 1902) jede £^-Folge die Fourierkoeffizientenfolge einer quadratisch 
integrierbaren Funktion ist (C. R. Acad. Sc. Paris 144 (1907) 615-619). Das ist genau 
die Aussage von Korollar V.4.14. Der dazu äquivalente Satz, dass L^[0,1] vollständig ist, 
wurde von Fischer in derselben Ausgabe der Comptes Rendus veröffentlicht. Auch Riesz’ 
und Frechets Beweise, dass L^[0,1] zu sich selbst dual ist, finden sich in dieser Nummer. 
Die Beweise des Darstellungssatzes von Frechet-Riesz und des Projektionssatzes im Text 
stammen ebenfalls von Riesz, jedoch aus einer späteren Zeit {Acta Sei. Math. Szeged 1 
(1934-35) 34-38). Bemerkenswerterweise hat Riesz viele seiner grundlegenden funktio¬ 
nalanalytischen Arbeiten geschrieben, während er Gymnasiallehrer in Loese, dem heute 
slowakischen Levoca, und Budapest war; er wurde erst 1912 zum Professor in Kolozsvär, 
dem heute in Rumänien liegenden Cluj, berufen. 

Zwar spricht Riesz in seinen frühen Arbeiten vom Raum als dem „Hilbertschen 
Raum“, die abstrakte Definition eines Hilbertraums im Sinn von V. 1.4 wurde jedoch erst 
1929, angeregt vom Problem der mathematischen Axiomatisierung der Quantenmechanik, 
von J. von Neumann {Math. Ann. 102 (1929) 49-131) gegeben. Wenig später erfin¬ 
det auch M. H. Stone den Hilbertraum, und 1932 erscheint dessen Monographie Linear 
Transformations in Hilbert Space. Beide fordern noch die Separabilität, die in Arbeiten 
von Rellich {Math. Ann. 110 (1934) 342-356) und Löwig {Acta Sei. Math. Szeged 1 (1934) 
1-33) fallengelassen wird. So ergibt sich die kuriose Situation, dass abstrakte Hilberträume 
erst nach den abstrakten normierten Räumen definiert wurden. 

Dixmier {Acta Sei. Math. Szeged 15 (1953) 29-30) hat einen nichtseparablen Prähil¬ 
bertraum konstruiert, in dem jedes Orthonormalsystem abzählbar oder endlich ist. Der 
Raum AP^(]R) aus Beispiel V.l(f) ist eines der wenigen „natürlichen“ Beispiele eines 
nichtseparablen Hilbertraums; Rellich war wesentlich durch diesen Raum motiviert, die 
Hilbertraumtheorie auf nichtseparable Situationen auszudehnen. Dieses Beispiel ist eng 
mit der Theorie der fastperiodischen Funktionen verwandt (engl, almost periodic, daher 
die Bezeichnung AP). H. Bohr (Bohr [1932]) zeigte, dass der Abschluss von X aus Bei¬ 
spiel V.l(f) in C*(K) (bzgl. der Supremumsnorm) aus genau den stetigen komplexwertigen 
Funktionen auf K besteht, für die gilt 


V 3 V 3 V \f{t + r)-f{t)\<s. (V.28) 

£>0 L>0 a&R , t&R 

a<z<a+L 

Funktionen mit dieser Eigenschaft heiRen fastperiodisch. (Periodische Funktionen erfüllen 
(V.28) mit e = 0 und L = Periode von/.) Jede fastperiodische Funktion gehört zu AP^(]R); 
die Elemente dieses Raums sind von Besicovitch [1932] charakterisiert worden. 

Der Satz von Hellinger-Toeplitz wurde von ihnen ursprünglich mit der Methode des 
gleitenden Buckels begründet. Hilberts ,Auswahlsatz“, Korollar V.3.7(c), findet sich in 
etwas verklausulierter Form in seiner 4. Mitteilung, S. 164ff., für H = £^. Banach und 
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Saks bewiesen ihren Satz sogar für L!’[Q, 1], 1 < /? < oo {Studia Math. 2 (1930) 51-57); 
der Beweis für den U’-FzW ist natürlich schwieriger. Für p = \ gilt der folgende Satz von 
Komlös, dessen Beweis man in Wojtaszczyk [1991], S. 102, findet. 

• Jede beschränkte Folge (/„) in 7-* enthält eine Teilfolge (g„), so dass 



fast überall gegen eine Grenzfunktion g & L} konvergiert. 

Im Text wurde bereits der Satz von Dvoretzky-Rogers aus dem Jahre 1950 zitiert, wo¬ 
nach in jedem unendlichdimensionalen Banachraum stets unbedingt, aber nicht absolut 
konvergente Reihen existieren; der Beweis kann heute mittels der Theorie der absolut sum¬ 
mierenden Operatoren geführt werden, siehe Lindenstrauss/Tzafriri [1977], S. 65. Solch 
eine Reihe in zu finden ist für p > 1 sehr einfach. Für p = I liegt ihre Konstruktion 
aber nicht auf der Hand; wer einen Hinweis sucht, lese Macphails Arbeit im Bull. Amer. 
Math. Soc. 53 (1947) 121-123. Andererseits gilt für unbedingt konvergente Reihen ^/„ 
in LF noch ^ ||/j||^ < oo für 1 < p <2 und ^ ||/n||^ < oo für 2 < p < oo. Dieser Satz 
wurde 1930 von Orlicz gefunden, ein moderner Beweis reduziert die Aussage auf die sog. 
Kotypeigenschaft der -Räume (Wojtaszczyk [1991], S. 97). 

Konvergiert eine (konvergente) Reihe reeller Zahlen nicht unbedingt, so kann 
man bekanntlich zu jeder reellen Zahl x eine Umordnung mit ^ x„(n) = x finden. Anders 
ausgedrückt können bei konvergenten reellen Reihen ^x,, für die Menge E = {x: 
Sjt = x} nur die Fälle E = [xq] oder E = K auftreten. Für konvergente Reihen 

komplexer Zahlen gibt es drei Möglichkeiten; E = [xq], E = C, oder E ist eine Gerade 
in der komplexen Ebene. Allgemeiner besagt der Satz von Steinitz für Reihen im K", 
dass E stets ein affiner Unterraum ist; ein Beweis dieses Satzes wird von P. Rosenthal in 
Amer. Math. Monthly 94 (1987) 342-351 dargestellt. Im Unendlichdimensionalen liegen 
die Dinge viel komplizierter. Im Problem 106 des Schottischen Buches (Mauldin [1981], 
S. 188) fragte Banach, ob E stets konvex sei; als Preis setzte er eine Flasche Wein 
aus. Wie aus Aufgabe V.6.26 hervorgeht, ist das im Allgemeinen falsch; das Gegenbei¬ 
spiel dieser Aufgabe (von Marcinkiewicz) ist ebenfalls im Schottischen Buch verzeichnet. 
Ein weit drastischeres Gegenbeispiel stammt von Kadets und Wozniakowski {Bull. Pol. 
Acad. Sei. 37 (1989) 15-21): In jedem unendlichdimensionalen Banachraum existiert eine 
nur bedingt konvergente Reihe, so dass E aus genau zwei Punkten besteht; siehe auch 
[J. O.] Wojtaszczyk, Studia Math. 171 (2005) 261-281. Mehr zu diesem Problemkreis 
kann man bei Kadets/Kadets [1997] nachlesen. 

Mit der Parallelogrammgleichung liegt ein einfaches notwendiges und hinreichendes 
Kriterium (es stammt von Jordan und von Neumann, Ann. Math. 36 (1935) 719-723) vor, 
um zu überprüfen, ob die Norm eines Banachraums von einem Skalarprodukt abgeleitet 
werden kann, mit anderen Worten, ob ein gegebener Banachraum zu einem Hilbertraum 
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isometrisch isomorph ist. Ca. 350 weitere findet man bei Amir [1989]. Wesentlich heikler 
ist die Frage, ob ein gegebener Banachraum zu einem Hilbertraum isomorph ist, d. h., ob 
es eine äquivalente Norm gibt, die von einem Skalarprodukt abstammt. Ein tiefliegendes 
Ergebnis in dieser Richtung ist das Theorem über komplementierte Unterräume (vgl. De¬ 
finition IV. 6.4 wegen dieses Begriffs) von Lindenstrauss und Tzafriri (Israel J. Math. 9 
(1971)263-269). 

• Wenn jeder abgeschlossene Unterraum eines Banachraums X komplementiert ist, 
ist X zu einem Hilbertraum isomorph. 

(Die Umkehrung folgt natürlich aus Theorem V.3.4.) Eine weitere Charakterisierung wird 
in den Bemerkungen zu Kap. VI genannt. 

Prähilberträume glatter Funktionen (etwa C^(ß) mit der Sobolevnorm || . ||(y 2 ) wur¬ 
den schon in den dreißiger Jahren in Göttingen betrachtet (siehe Courant/Hilbert [1968], 
Band 1, Kap. V, und Band 2, Kap. VII), und in diesem Zusammenhang bewies Rel- 
lich 1930 seinen Einbettungssatz. Sobolev (Mat. Sbornik 46 (1938) 471^96, engl. 
Übersetzung Amer. Math. Soc. Transl. 34 (1963) 39-68) führte den verallgemeinerten 
Ableitungsbegriff ein und gelangte so zu Hilberträumen (schwach) differenzierbarer Funk¬ 
tionen. (Einen noch schwächeren Ableitungsbegriff vermittelt die Distributionentheorie; 
siehe Abschn. VIII. 5.) Er bewies dort auch das Sobolevlemma. Sobolevräume werden auch 
über den Räumen H(^) gebildet; man verlangt dann, dass alle schwachen Ableitungen 
der Ordnung < m zu H’(f2) gehören, und bezeichnet die Gesamtheit dieser Funktionen 
mit W”^'P(Q.). Dann gilt der Einbettungssatz W"'’P(Q,) C C*(f2), falls m > k + ^ und 
^2 C K". Bezeichnet man mit Hq'^ den Abschluss von ^ in W"'’’’, kann man folgenden auf 
Kondrachev (1945) zurückgehenden Kompaktheitssatz für beschränktes ^2 C K" zeigen. 

• Falls mp < n und q < np/(n - mp) sind, ist Hq’^(Q,) kompakt in Lß(Q,) eingebettet. 

• Falls mp > n + kp ist, ist Hq’^(Q,) kompakt in C^(Q) eingebettet. 

Unter geeigneten geometrischen Voraussetzungen an ^2 (z. B., wenn f2 einen Lipschitz- 
rand hat), darf man Hq’^’ durch W'^’P ersetzen. Die Standardreferenz zu Sobolevräumen 
ist Adams [1975]; siehe auch Marti [1986] und Wloka [1982] für Anwendungen auf die 
Theorie partieller Differentialgleichungen. 

Die klassische Fourieranalyse wurde in Fouriers „Theorie analytique de la chaleur“ 
von 1822 entwickelt; moderne Darstellnngen sind Körner [1988] und natürlich Zyg- 
mund [1959]. Plancherel bewies seine Gleichung ursprünglich im Jahre 1910. Der Aufbau 
der Theorie über den Raum c5^(K") wurde von L. Schwartz vorgeschlagen (Annales 
Univ. Grenoble 23 (1947-1948) 7-24); dieses Vorgehen ist fundamental für die Fourier¬ 
transformation von Distributionen (Abschn. VIII. 5). Den gemeinsamen Hintergrund der 
Fonrierreihen und der Fouriertransformation kann man mit Hilfe der abstrakten harmoni¬ 
schen Analyse formulieren, was im Folgenden skizziert werden soll. Dazn sei (G, H-) eine 
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abelsche Gruppe. Gleichzeitig sei G mit einer Topologie versehen, so dass die Gruppen¬ 
operation und die Inversenbildung stetig sind, und G sei lokalkompakt; man nennt G dann 
kurz eine lokalkompakte abelsche Gruppe. Man kann beweisen, dass es - bis auf eine 
multiplikative Konstante - genau ein reguläres translationsinvariantes Borelmaß m auf G 
gibt, also ein Maß mit m(a + E) = m(E) für alle Borelmengen E. So ein Maß heißt Haar¬ 
maß. Ist G = M", so ist m ein Vielfaches des Lebesguemaßes. Sei T = {z e C: |z| = 1}; 
T ist in natürlicher Weise eine kompakte abelsche Gruppe mit dem (eindimensionalen) 
Lebesguemaß als Haarmaß. Als nächstes definiert man den Begriff des Charakters. Ein 
Charakter auf G ist ein stetiger Gruppenhomomorphismus von G nach T; die Menge aller 
Charaktere bildet ihrerseits eine abelsche Gruppe F, die, versehen mit der Topologie der 
gleichmäßigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von G, zu einer lokalkompakten 
abelschen Gruppe wird und daher ein Haarmaß m zulässt. F heißt die zu G duale Gruppe. 
Ist G = M”, so hat jeder Charakter die Form y(x) = für ein § e K"; ergo ist F isomorph 
zu R". Ist G = T, so lauten die Charaktere y(z) = z" für ein n e Z, und F ist isomorph zu 
Z. Sei nun/ e L^(G, dm). Die Fouriertransformierte von/ ist die Funktion 



Es ist stets/ G Co(F), und gilt auch/ e L}{T,drh), so hat man die Fourierinversionsformel 
(c bezeichnet eine Konstante) 


fix) = c / f{y)y(x)dm(y) fast überall. 


r 


Wenn man G = K" = F betrachtet, erhält man so die Formeln für die Fouriertransformation 
und die inverse Fouriertransformation. Für G = T und F = Z wird /p einfach 
und man erhält eine Fourierreihe. Warum man es in den klassischen Fällen einmal mit 
einem Integral und einmal mit einer Reihe zn tun hat, lässt sich vor diesem abstrakten 
Hintergrund so beantworten. Ist G kompakt (wie T), so ist F eine diskrete Gruppe, und 
das Haarmaß auf F ist das zählende Maß. Auch das Beispiel V.4(c) ist der Spezialfall 
eines allgemeinen Sachverhalts: 

• (Satz von Peter-Weyl) 

Wenn G kompakt ist, ist F eine Orthonormalbasis von L^(G, dm). 

Zu all diesen Dingen siehe z. B. Rudin [1962] und Loomis [1953]. 

Eine moderne Weiterentwicklung der Fourieranalyse auf M (und in mancher Hin¬ 
sicht ein Gegenstück dazu) ist die Theorie der Wavelets. Ein orthogonales Wavelet (frz. 
ondelette) ist eine Funktion i/f: R C, für die die Funktionen 


iA,;,(0 = 2'/V(2'^f-y), /keZ 
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eine Orthonormalbasis von L^(R) bilden. (Eigentlich sind die die Wavelets, und i/'^ 
wird auch Mutterwavelet genannt.) Ein einfaches Beispiel ist die Haarbasis, wo man von 
i' = X[ 0 ,i/ 2 ) - X[i/ 2 ,i) ausgeht, vgl. Aufgabe V.6.22. Meyer hat 1985 Wavelets i/r e c5^(]R) 
konstruiert, und Daubechies hat 1988 für jedes m e N orthogonale Wavelets der Klasse 
C” mit kompaktem Träger gefunden, die gleichzeitig Schauderbasen (Aufgabe IV.8. 20) 
der Räume U’iW), l < p < oo, bilden, die die wichtige Eigenschaft besitzen, dass für 
e E^(K) auch bei jeder Vorzeichenwahl ±(/', VO'./t e E'’(K) gilt. 
Diese Eigenschaft ist zur unbedingten Konvergenz der Reihe äquivalent, und man spricht 
dann von einer unbedingten Schauderbasis; das trigonometrische System ist zwar eine 
Schauderbasis von L^[0,27r] für 1 < p < oo, aber keine unbedingte Basis, wenn p ^ 2 
ist. Zu Wavelets und ihren Anwendungen siehe Daubechies [1992], Meyer [1992] und 
Wojtaszczyk [1997]. 



Spektraltheorie kompakter Operatoren 



VI.1 Das Spektrum eines beschränkten Operators 

Die Spektraltheorie verallgemeinert die Eigenwerttheorie für Matrizen auf Operatoren auf 
unendlichdimensionalen Banachräumen. Für Operatoren (= Matrizen) auf endlichdimen¬ 
sionalen Räumen ist ein Eigenwert bekanntlich durch die Forderung definiert, dass k Id-E 
nicht injektiv ist, was dazu äquivalent ist, dass k Id - E nicht surjektiv ist. Auf unendlich¬ 
dimensionalen Räumen braucht diese Äquivalenz nicht mehr zu gelten. Man muss daher 
ein allgemeineres Konzept als das des Eigenwerts zulassen. 

Im Folgenden bezeichnet X stets einen Banachraum und T e L(X) einen stetigen 
linearen Operator. Statt k Id - T schreiben wir k-T. 

► Definition Vl.1.1 Se.iTeL(X). 

(a) Die Resolventenmenge von T ist 

p(T) = {k e K: (k - Ty^ existiert in HX)}. 

(b) Die Abbildung 

R-. p(T) ^ L(X), R, ;= RHT) ;= (k - T)-^ 

heißt Resolventenabbildung. 

(c) Das Spektrum von T ist 


a(T) = K\p{T). 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 
D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55407-4_6 


279 




280 


VI Spektraltheorie kompakter Operatoren 


Man definiert noch folgende Teilmengen des Spektrums: 

= {'k:X-T nicht injektiv), 

OciT) = {X:X-T injektiv, nicht surjektiv, mit dichtem Bild}, 

OriT) = {X:X-T injektiv, ohne dichtes Bild}. 

Man nennt ap{T) das Punktspektrum, crdT) das stetige Spektrum und adT) das 
Restspektrum. 

Aus dem Satz von der offenen Abbildung (genauer KorollarIV.3. 4) folgt g(T) = 
ap(T) U adT) U adT), denn (A. - T)“' ist automatisch stetig, falls k-T bijektiv ist. (Zur 
Erinnerung: der Raum X ist in diesem Kapitel stets ein Banachraum.) Die Elemente von 
ap{T) heißen Eigenwerte-, ein x Q mit Tx = Xx heißt Eigenvektor (oder Eigenfunk¬ 
tion, wenn X ein Eunktionenraum ist). Typischerweise (freilich nicht immer, vgl. die 
folgenden Beispiele) besteht (Jp(T) aus isolierten Punkten, (Jc(T) aus einer Vereinigung 
von Intervallen, und ctriT) kommt nicht vor. Dies erklärt die Nomenklatur. 

Als erstes machen wir eine einfache Beobachtung. 

Satz VI. 1.2 Esgilta(T) = a(T'). Ist X ein Hilbertraum, so ista{T*) = {A.: k e o{T)}. 

Beweis. Im Banachraumfall folgt die Aussage aus der Tatsache, dass ein Operator genau 
dann ein Isomorphismus ist, wenn es sein Adjungierter ist (Aufgabe III. 6 . 22). Eür den 
Hilbertraumfall beachte ((A - 7)-^)* = ((A - T)*)“! = (Ä - 7*)“'. □ 


Beispiele 

(a) Eür dimA < oo stimmt a(T) mit der Menge der Eigenwerte überein und kann 
im Eall K = M durchaus leer sein. 

(b) Ist X ein Hilbertraum und 7 ein selbstadjungierter Operator, so gilt er(7) C M. 
Das wird in Korollar VII. 1.2 gezeigt. Daher muss nach Satz V.5.2(g) adT) = 0 sein. 

(c) Sei X = C[0,1] und {Tx){s) = f^xlfidt. Dann ist cr(7) = adT) = {0}. Um das 
einzusehen, betrachte zuerst A = 0. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral¬ 
rechnung ist 7 injektiv, und 7 hat kein dichtes Bild, da stets (7x)(0) = 0 gilt. Also ist 
0 € OriT). Sei nun A 7 ^ 0. Es ist zu zeigen, dass für alle y e C[0, 1] die Gleichung 

Xx-Tx = y (VI.1) 

eindeutig nach x auflösbar ist; denn dann ist A-7 bijektiv, und die Stetigkeit des inversen 
Operators ergibt sich automatisch aus dem Satz von der offenen Abbildung. Schreibt 
man z = Tx, so ist (VI. 1) dem Anfangswertproblem 


z(t) - \z(t) = ^y(t), z( 0 ) = 0 

A A 


(VI.2) 
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äquivalent. (Wir verwenden hier die Physikernotation y statt y', um nicht mit der Be¬ 
zeichnung für Funktionale zu kollidieren.) Für y = 0 hat (VI.2) nur die triviale Lösung, 
also ist k - r injektiv. Die eindeutig hestimmte Lösung von (VI.2) kann mit der Me¬ 
thode der Variation der Konstanten ermittelt werden (siehe z. B. Walter [1993], S. 25); 
sie lautet 



Daher ist 



Deshalb ist k - L bijektiv. Übrigens kann man die Stetigkeit von (k-T) ^ direkt aus der 
obigen Formel ablesen. 

(d) Betrachtet man den Operator T aus Beispiel (c) auf X = {x e C[0,1]: x(0) = Oj, 
so gilt cr(7’) = (JciT) = (Oj. In der Tat gilt wie oben k e p(T) für k ^ 0, und wieder ist 
T injektiv. Wegen ranT = (y e C'[0,1]: y(0) = 0, y(0) = 0} gilt ranT ^ ranT = X, 
also ist diesmal 0 e odT). 

(e) Das folgende etwas künstliche Beispiel zeigt, dass alle Typen von Spektralpunk¬ 
ten Vorkommen können. Sei X = {x & £“([0,1]): x stetig bei 0 und 1, jc(0) = 0} und 
T: X X, {Tx)(t) = txit). X wird mit der Supremumsnorm versehen und ist dann ein 
abgeschlossener Unterraum von £“([0,1]). Es gilt (t(T) = [0,1]; genauer 


a^(r) = (0,l), a,(7’) = {0}, a,(7’) = {l}. 


Zum Beweis sei zuerst k ^ [0,1]. Dann definiert 


((k-r)-'x)(f) = ^x(f) 
A — t 


den Umkehroperator, also gilt k e p(T). Ist k e (0,1), so betrachte xx = Xw ^ V. 
Wegen Txx = kxx liegt k im Punktspektrum. Schließlich betrachten wir k = 1 und 
k = 0. Id - r ist injektiv, denn Tx = x impliziert tx{f) = x(t) für alle t e [0,1], also 
x(t) = 0 für alle t e [0,1). Da x bei 1 stetig ist, folgt x = 0. Ferner hat Id - T kein dichtes 
Bild, da ran(Id- T) C {x e X: x(l) = 0). Zu k = 0 bemerke, dass T injektiv ist (Beweis 
wie oben), aber nicht surjektiv (die Wurzelfunktion gehört nicht zu ran T). T hat jedoch 
dichtes Bild. Sei nämlich y e X. Zu e > 0 wähle 5 > 0 mit |y(r)| < e für alle t < S. 
Setze Xeit) = 0 für t < 5 und Xeit) = y{t)/t sonst. Dann ist Xg G X und HTxg -y||oo < £■ 


Der folgende Satz ist grundlegend; besonders wichtig ist Teil (d). 
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Satz VI.1.3 

(a) p{T) ist offen. 

(b) Die Resolventenabbildung ist analytisch, d. h., sie wird lokal durch eine Potenzreihe 
mit Koeffizienten in L(X) beschrieben. 

(c) (7(T) ist kompakt, genauer gilt |2.| < \\T\\ für alle X € cr(7’). 

(d) Ist K = C, 50 ist a(T) f 0. 

Beweis, (a) Sei Xq e p{T) und |2. - XqI < ||(2.o - T)*' Dann ist 

x-t = {Xq-t) + {x~Xo) = {Xq - r)[id - (Xq - X){Xq - rr^]. 

Nach Wahl von X konvergiert die Neumannsche Reihe 

OO 

^((ko-AXko-rr')", 

n=0 

und nach Satz II. 1.12 ist [ld-(2.o-k)(2.o-r) ' ] invertierbar. Daher ist auch X-T invertierbar. 

(b) Mit Satz II. 1.12 kann jetzt {X - Tff als Reihe geschrieben werden: 

Rx = (X- 7)-' = [Id - (ko - k)(ko - - 7)-' 

OO 

= ^(ko-kr((ko-7r'r' 

n=0 


Das ist die gewünschte Potenzreihenentwicklung für die Resolvente Rx mit den Koeffi¬ 
zienten ((ko - 7X')'''*''. 

(c) Nach (a) ist (t(T) abgeschlossen, und für |k| > ||7|| ist wieder 


(k - 7r' = k‘i 



OO 

k-i^k-"r 

«=0 


(VI.3) 


konvergent. Es folgt 


a(7)c {keK: |k| < ||7||}, 
und CT (7) ist beschränkt, folglich kompakt. 

(d) Wir nehmen ct( 7) = 0 an. Dann ist die Resolventenabbildung auf ganz C definiert 
und analytisch. Sei nun l e L{X)' beliebig. Die Funktion k i-^ l(,Rx) hat dann lokal die 
Gestalt (siehe oben) 


n=0 


(VI.4) 
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Diese Funktion ist daher selbst analytisch. Sie ist aber auch beschränkt. Für |A.| > 2||r|| 
gilt nämlich nach (VI.3) 


IWI < ll^lll^-’l E 

n=0 



— 2 =^ 

2||r|| iirii’ 


und auf der kompakten Menge {A.: |1| < 2||r||} ist sie aus Stetigkeitsgründen beschränkt. 
Der Satz von Liouville der Funktionentheorie besagt, dass eine auf ganz C definierte be¬ 
schränkte analytische Funktion konstant ist (siehe z. B. Rudin [1986], S. 212). Betrachten 
wir nun (VI.4) für Aq = 0, so sieht man, dass alle Koeffizienten der Potenzreihe (bis auf 
den nullten) verschwinden müssen. Insbesondere ist 1{T^^) = liR^) = 0, und zwar für 
jedes £ e L{X)'. Der Satz von Hahn-Banach impliziert = 0, was absurd ist, da der 
Operator 0 nicht zu invers ist. Also war die ursprüngliche Annahme falsch, und a{T) 
ist nicht leer. □ 


Die Abschätzung in Teil (c) des Satz VI. 1.3 kann verschärft werden. Als Vorbereitung 
auf den dabei auftretenden Begriff des Spektralradius (Definition VI. 1.5) benötigen wir 
ein Lemma aus der Analysis. 

Lemma VI.1.4 Die reelle Zahlenfolge {an) erfülle 0 < a„+m < a„am für alle «, m G N. 
Dann konvergiert gegen a := inf 

Beweis. Sei e > 0. Wähle N mit tifäf < a + s. Setze b = b{e) = maxjai,... ,ajv}, und 
schreibe eine natürliche Zahl n in der Form n = kN + r mit 1 < r < V. Dann folgt 

f/äf = a]^^^ < {a^ar)^!" < {a + 

= {a + s){a + e)“''^"ii'/" < a + 2s, 

falls n groß genug ist. Das zeigt die Behauptung. □ 

► Definition VI. 1.5 r{T) := inf = lim„^oo wird der Spektralradius von 

T e L{X) genannt. 

Dass der Limes existiert und gleich dem Infimum ist, zeigt Lemma VI. 1.4 mit 

an = liril. 

Satz VL1.6 


(a) |A| < r(T)fürk e g{T). 

(b) Falls K = C ist, existiert k G g{T) mit |A| = r{T). 
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Teil (b) sagt also 


r{T) = max{|A.|: X e <y{T)}, 
was den Namen Spektralradius erklärt. 

Beweis, (a) Es ist nur zu zeigen, dass die Reihe /X)" für | A.| > r(T) konvergiert; 

vgl. den Beweis zu Satz V1.1.3(c). Dafür ist offenbar limsup IKT/k)"||''^" < 1 hinreichend, 
und in der Tat ist 


lim sup 


( 0 " 


r{T) 


V” II y« II l/n 

= lim- 

1^1 1^1 


< 1 . 


(b) Sei ro = sup{ |A.|: A. e <7{T)}. Teil (a) zeigt kq < r{T). Sei nun |/x| > ro; wir werden 
dann |/x| > r{T) zeigen, woraus ro = r{T) und wegen der Kompaktheit des Spektrums 
Teil (b) folgt. Zu £ e L{X)' betrachte die in {A: |A| > ro) analytische Funktion 


f,{x) = t[{x-Tr^). 


Sie kann nach (a) für |A| > r{T) durch die konvergente Reihe 

OO 

n=0 


dargestellt werden. Da diese Reihe nach einem Satz der Funktionentheorie im größten 
offenen Kreisring konvergiert, in dem/^ analytisch ist, konvergiert sie insbesondere bei /u; 
speziell ist lim„^oo = 0. Weil l ein beliebiges stetiges lineares Funktional war, 

ist daher (7’"//^”'^^) eine schwache Nullfolge und folglich (Korollar IV.2. 3) beschränkt. Für 
ein geeignetes K > 0 ist also 


j.«||l/« <^l/«|^|(«+l)/«^ |/x|. 


Das zeigt r{T) < \ß\. □ 

Im Allgemeinen ist r{T) < ||r||, siehe etwa Beispiel VI.l(c), wo r{T) = 0 ist. Für 
normale Operatoren auf Hilberträumen gilt jedoch stets die Gleichheit. 

Satz VI.1.7 Ist H ein Hilbertraum und T e L(H) normal, so ist r(T) = IITH. 

Beweis. Für normales T ist ||r||^ = IIT^II, denn nach Satz V.5.2(f) ist 

\\T^f = \\(T^)(T^)*\\ = ||(7T*)2|| = ||7T*||2 = (||7’||^)^ 
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bei (*) wurde ausgenutzt, dass T normal ist. Da alle T" ebenfalls normal sind, gilt für alle 
A: e N die Gleichung ||r||^*' = ||7’^*||, daher 


r(T)= lim lir'll^''" = lim = HrH. 

/7^00 k^OO 


□ 


VI.2 DieTheorie von Riesz 

In diesem Abschnitt wird das Spektrum eines kompakten Operators qualitativ vollständig 
beschrieben. Im großen und ganzen zeigen die Resultate große Ähnlichkeit mit den 
entsprechenden Ergebnissen der linearen Algebra. 

Mit X wird nach wie vor ein Banachraum bezeichnet. Im folgenden Satz werden Opera¬ 
toren der Form Id - T, T kompakt, analysiert. Der entstehende Operator hat dann, wie sich 
zeigt, qualitativ ähnliche Eigenschaften wie der identische Operator. Also kann man Id - T 
für kompaktes T als qualitativ ,Jcleine“ Störung der Identität ansehen. 

Wir erinnern an den Satz von Schauder (SatzIII.4.4), wonach ein Operator auf einem 
Banachraum genau dann kompakt ist, wenn sein Adjungierter kompakt ist. 

Satz VI.2.1 (Satz von Riesz-Schauder) 

Sei T e K(X) und 5 ;= Id - T. 

(a) Der Kern von S ist endlichdimensional. 

(b) Der Operator S hat abgeschlossenes Bild, undXfmn S ist endlichdimensional. 

(c) dim(Z/ran5) = dimCkerj') = dim(2f'/ranS') = dim(ker5')- 

Ein Operator mit den Eigenschaften aus (a) und (b) wird Fredholmoperator und die 
Zahl 


ind(S) = dim(ker S) - dim(A/ran S) 

sein Index genannt. Satz VI.2.1 besagt also, dass ein Operator der Form S = \d-T, T 
kompakt, ein Fredholmoperator mit Index 0 ist; das impliziert insbesondere, dass solch 
ein Operator S genau dann surjektiv ist, wenn er injektiv ist. Mit anderen Worten besitzt 
die Operatorgleichung Sx = v für jede rechte Seite y eine Lösung, falls die homogene Glei¬ 
chung Sx = 0 nur die triviale Lösung x = 0 besitzt, was sehr viel einfacher zu überprüfen 
ist als die Lösbarkeit der ursprünglichen Gleichung. Ferner besitzt Sx = y dann genau eine 
Lösung. (Genaueres zu diesem Ideenkreis siehe Satz VI. 2.4.) 

Beweis, (a) Sei (x„) eine beschränkte Folge in kerS. Da T kompakt ist, konvergiert eine 
geeignete Teilfolge (Tx,,^). Wegen 0 = Sxn^. = x„j. - Tx^^ konvergiert (x„j,) in X, und da ker S 
abgeschlossen ist, auch in kerS. Nach Satz 1.2.8 istkerS endlichdimensional. 
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(b) Zuerst zeigen wir, dass ran S abgeschlossen ist. Betrachte den induzierten Operator S 

X - — -ran S 


X /ker S 

der bijektiv und stetig ist. Wir beweisen, dass 5 * stetig ist; dann ist nämlich S ein Iso¬ 
morphismus zwischen X /ker S und ran S. Da X /ker S vollständig ist, muss dann auch ran S 
vollständig und folglich (Lemma 1.1.3) abgeschlossen sein. 

Wäre 5 ' nicht stetig, so existierten x„ e Z mit 

II [^«] Ilx/ker5 ~ ^ 0- 

Nach Definition der Quotientennorm darf ohne Einschränkung ||x„|| < 2 für alle n an¬ 
genommen werden. Nach Übergang zu einer Teilfolge ist (7x„j) konvergent, deshalb ist 
auch {x„J = (Tx„^ + Sx„i^) konvergent, etwa gegen x. Es folgt Sx = 0, also ||[x]||x/kers = 0; 
andererseits gilt 




IIWIIx/kerS= Üm II Ünt] Ilx/ker5 = 1 ■ 

k-^OO 

Dieser Widerspruch beweist die behauptete Stetigkeit von 5 '. 

Des weiteren gilt nach SatzIII.1.10 (X/U)' = JJ-^ für abgeschlossene Unterräume 
U C X. Wendet man das auf U = ranS an und beachtet man noch (ranS)-'- = kerS', 
was direkt zu verifizieren ist, so ergibt sich (Z/ran S)' = kerS', also 

dim(Z/ran S) = dim(Z/ran S)' = dim(ker 5') < oo, (VI.5) 

denn (a) ist auf S' anwendbar, weil T ebenfalls kompakt ist. 

(c) Aus der Isometrie U' = X' jU^ (Satz III. 1.10) ergibt sich für U = ker 5 mit Hilfe 
von (ker^)-*- = ranZ (TheoremIV. 5.1) 

dim(Z'/ranZ) = dim(kerS)' = dim(kerS), 

so dass dank (VI.5) nur noch 


dim(Z/ran S) = dim(ker S) (VI.6) 

zu zeigen ist. Dazu bedarf es einiger Vorbereitungen, die im folgenden Lemma getroffen 
werden. 
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Zu m e N setze 


= kerS“, Nq = {0}, = ran5”, Rq = X. 


Dann gilt 


Nq<zNi <ZN2(1 Äo 3 ^1 3 ^2 D ■ ■ ■ ■ 


Da S™ von der Form 



=ld-f 


mit kompaktem T ist, sind alle Nm endlichdimensional, sind alle Rm abgeschlossen, und 
es gilt stets 6imX/Rm < oo nach dem bereits Bewiesenen. Nun formulieren wir das 
entscheidende Lemma. 

Lemma VI.2.2 

(a) Es existiert eine kleinste Zahl p G No mit Np = Np+i. 

(b) Es gilt Np+r = Np für alle r > 0. 

(c) A/pn/?p= {0}. 

(d) Es existiert eine kleinste Zahl g G Nq mit Rq = Rq^i. 

(e) Es gilt Rq+r = Rq für alle r > 0. 

(f) Nq+Rq=X. 

(g) P = ‘l- 

Bevor wir Lemma VI.2.2 beweisen, sollen einige Konsequenzen gezogen und der 
Beweis von Satz VI.2.1 abgeschlossen werden. 

Korollar VI.2.3 Ist T g K{X) und 5 = Id - F, existieren abgeschlossene Unterräume 
N und R mit 

(a) dimV < oo, 

(b) X = N ® R ist eine topologisch direkte Zerlegung (im Sinn von Abschn. IV.6), 

(c) S(N)C N,S(R) C % 

(d) S|^; R ^ R ist ein Isomorphismus. 

Beweis. Wähle p und q (= p) wie in Lemma VI.2.2, und setze N = Np, R = Rp. Nach 
Konstruktion ist N endlichdimensional und R abgeschlossen. Die Zerlegung X = N ® R 
gilt nach Lemma VI.2.2(c) und (f); sie ist topologisch nach Satz IV.6.3. Ferner ist 



288 


VI Spektraltheorie kompakter Operatoren 


S(N) = SiNp) C c Np = N, 

S(R) = S(Rp) = Rp^i = Rp =R. 

Speziell istS: R R,x Sx, surjektiv. Ist schließlich Sy = 0 für ein y e R, so folgt, wenn 
man y = S^x schreibt, S^'^^x = 0, d. h. x G A^^+i = Np = N. Daher gilt auch y = N’x = 0. 
Folglich ist S bijektiv, also nach dem Satz von der offenen Abbildung ein Isomorphismus. 

□ 

Nun schließen wir den Beweis von Satz VI.2.1(c) ab, indem wir (VI. 6) zeigen. Be¬ 
trachte die Zerlegung X = N ® R aus Korollar VI.2.3 und setze S = (VI. 6) folgt nun 
aus folgenden drei Tatsachen. 

(1) Es existiert ein kanonischer Vektorraumisomorphismus zwischen X/rwS und 
A/ran S, 

(2) dim(A/ran5) = dim(ker5'), 

(3) ker5' = ker5'. 

Zu (1). Definiere O: N/ran S X/ranS durch x + ran 5 x + ranS. Wegen ran 5 C 
ran 5 ist O wohldefmiert und linear. <I> ist auch injektiv. Sei nämlich x e N mit <t>([x]) = 
[0], d. h. X e ran 5; zu zeigen ist dann x € ran 5. Schreibe x = Sy für ein y e X und 
y = yi+yi e V © /?. Es folgt Sy 2 = Sy-Sy \ = x - S'yi G N, und da Sy 2 e R, ergibt sich 
Sy 2 = 0 und weiter, da y 2 e R,y 2 = 0. Daher ist x = Syi G S(N) = ran S. Schließlich ist <!> 
surjektiv. Denn seix = xi-t-X 2 eX = N®R = N® S(R). Dann gilt x -i- ran S = xi -i- ran S, 
also tt>(xi + ran S') = x -i- ran S. 

Zu (2). Weil N endlichdimensional ist, ist (2) eine wohlbekannte Aussage der linearen 
Algebra. 

Zu (3). Dies folgt aus der nachstehenden Äquivalenz. 

X G ker S^x = x\ +X 2 e N ®R und Sx = 0 
4 ^Sx 2 = -Sxi E N (1R 
‘^Sx2 = Sxi = 0 
<i4>X2 = Sxi = 0 
<^x G N und Sx = 0 
<t^>x G kerS 

Damit ist Satz VI.2.1 vollständig bewiesen. □ 

Satz VI.2.1 gestattet sofort eine wichtige Eolgerung. Dazu sei an die Bezeichnung Vj_ 
aus (III. 5) erinnert. 

Satz VI.2.4 (Fredholmsche Alternative) 

Sei T G K{X) und sei k G K, A. 0. Dann hat entweder die homogene Gleichung 



VI.2 DieTheorie von Riesz 


289 


Xx - Tx = 0 

nur die triviale Lösung, und in diesem Fall ist die inhomogene Gleichung 

Xx - Tx = y 

für jedes y & X eindeutig lösbar, oder es existieren n = dimker(A. - T) (< oo) linear 
unabhängige Lösungen der homogenen Gleichung, und auch die adjungierte Gleichung 

Xx' - T'x = 0 

hat genau n linear unabhängige Lösungen; in diesem Fall ist die inhomogene Gleichung 
genau dann lösbar, wenn y G (ker(2. - T'))± ist. 

Beweis. Das folgt aus Satz VI.2.1 und SatzIII.4.5; beachte nur X-T = k(Id -T/X). □ 

Dieser Satz lässt sich in der Theorie der Integralgleichungen anwenden, wo T ein kom¬ 
pakter Integraloperator ist (Beispiele II.3(c) und (d)). Als einfaches Beispiel betrachten wir 
einen Operator vom Volterra-Typ 

T: C[0,1] ^ C[0,1], Tx{s) = f Ks, t)x(t) dt 

Jo 

mit k e C([0,1]^). (Beispiel VI. l(c) diskutiert ein einfaches Exemplar eines Volterra- 
schen Integraloperators.) In Aufgabe II.5.27 war die Kompaktheit eines solchen Operators 
nachzuweisen. Wir betrachten nun eine Operatorgleichung 


Xx-Tx = 0, 


wo X f 0, eine Integralgleichung zweiter Art. (Integralgleichungen erster Art haben die 
Form Tx = 0 bzw. Tx = y und sind wesentlich komplizierter zu analysieren.) Für 2. 0 ist 

nun X-T injektiv. Ohne Einschränkung sei nämlich k = 1 angenommen; sonst betrachte 
T/X. Falls Tx = x gilt, erhält man die Abschätzung 

|x(^)| = |7x(jf)| < f \k(s,t)\ \x(t)\dt < ^ll^lloolklloo- 

Jo 


Daraus ergibt sich 


k(^)l = I W| < 



\k{s,t)\ t||A:||oo||.r||oo 
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Durch wiederholtes Einsetzen erhält man 

I r M ^ II n > 

< -ll-t^lloo —^ 0 mitn ^ oo; 

n\ 

folglich ist X = 0 und X-T injektiv. 

Aus der Eindeutigkeit der Lösung der homogenen Gleichung folgt nach Satz Vl.2.4 die 
Existenz der Lösung der inhomogenen Gleichung 


Xx - Tx = y 


für alle _v e C[0,1]. 

In Abschn. VIA diskutieren wir eine tieferliegende Anwendung, nämlich wie man 
mittels der Lredholm-Alternative die Lösbarkeit des Dirichletproblems beweist. 

Kommen wir nun zum Beweis von Lemma VI.2.2. 

(a) Gäbe es so ein p nicht, wäre 


NqCNi 



Da alle V„ abgeschlossen sind, existiert nach dem Rieszschen Lemma 1.2.7 zu m e N ein 
Xn e Nn mit d{x„,Nn-^i) > j und ||x„|| = 1. Lür m > m > 1 ist aber 


I II — II ”1” ^ni 


> , 
2 


denn Sx„ + x^- Sx^ e V„_i, weil S{Nn) C Nn^i ist. Also besitzt (7x„) keine konvergente 
Teilfolge im Widerspruch zu T e K(X). 

(b) Nur „c“ ist zu zeigen. Ist r > 0 und x e Np+r, so ist £ Np+i = Np, daher ist 

X e Np+i-i ■ Dieses Argument wende wiederholt an, um zuletzt x ^ Np zu erhalten. 

(c) Ist X G Ap n Rp, so gelten V’x = 0 und x = N’y für ein y eX. Daher ist S^^y = 0, also 
y G N 2 p. Aber N 2 p = Np nach (b), also folgt S^y = 0 und x = 0. 

(d) Wie in (a) nimm 


Ro 




an, und wähle x„ G R„ mit d(x„,R„+i) > | und ||x„|| = 1; dies ist nach dem Rieszschen 
Lemma möglich, weil die abgeschlossen sind. Lür m > n > 1 ist aber 


I TXm TXm 


\Xii 


i^SXfj + Xm Sx^ji)!! > 


1 

2 ’ 


denn 5x„ +Xm-Sx,„ e R„+i, weil S{R„) = R„+i ist, und wie oben folgt ein Widerspruch zur 
Kompaktheit von T. 
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(e) Nur „d“ ist zu zeigen, was sukzessive aus R^+r+i D Rq+r folgt. Sei also x e Rq+r, 
d.h.x = S‘‘*''y. Wegen S‘‘y & Rq= Rq+i ergibt sich, wie behauptet, x = S''{S‘‘y) € Rq+r+\■ 

(f) Sei x e X. Dann gilt nach (e) S^^x e Rq = R 2 q, d. h. S'^x = S^‘>y für ein y e X. Also 
kann x alsx = (x- S'^y) + S‘^y e Nq + Rg zerlegt werden. 

(g) Wäre p > q, so wäre nach (e) Rp = Rq, und es gäbe andererseits ein x e Np\ Nq. 
Schreibe gemäß (T) x = y + z & Nq + Rq. Dann folgt z = x-y e Np+Nq = Np, dap > q, 
und z & Rq = Rp. (c) zeigt nun z = 0, und folglich liegt x doch in Nq. Es muss also p < q 
gelten. 

Wäre p < q, so wäre nach (b) Np = Nq, und es gäbe ein x e Rp\ Rg. Wieder schreiben 
wir gemäß (f)x = y + z&Ng+ Rg. Es folgt y = x - z & Rp + Rq = Rp, da p < q, und 
y & Nq = Np. (c) zeigt nun j = 0, und folglich liegt x doch in Rg. 

Damit ist der Beweis von Lemma VI.2.2 komplett. □ 

Jetzt können wir das Hauptergebnis der Spektraltheorie kompakter Operatoren auf Ba- 
nachräumen beweisen. 

Theorem VI.2.5 Sei T e K(X). 

(a) Ist X unendlichdimensional, so istO e 

(b) Die (eventuell leere) Menge ct(7’)\{0} ist höchstens abzählbar. 

(c) Jedes X e ct(7’)\{0) ist ein Eigenwert von T, und der zugehörige Eigenraumksr{X-T) 

ist endlichdimensional. Eerner existiert eine topologisch direkte Zerlegung X = N(X)® 
R{X) mit T(^N(X)'^ C N{X), T(^R{X)) C R{X), wobei N(X) endlichdimensional ist und 
ker(2. - T) umfasst sowie (X - ein Isomorphismus von R(X) aufR(X) ist. 

(d) (7(T) besitzt keinen von 0 verschiedenen Häufungspunkt. 

Beweis, (a) Ist 0 e p{T), so ist T stetig invertierbar, und nach SatzII.3.2(b) ist Id = 
kompakt. Aus Satz 1.2.8 folgt dimA < oo. 

(c) Das folgt wegen X-T = X(ld-T/X) aus Satz VI.2.1, Korollar VI.2.3 und Satz VI.2.4; 
beachte noch {X - T){U) C U T(U) C U für einen Unterraum U. 

(b) & (d) Es reicht, die folgende Behauptung zu zeigen. 

• Für alle e > 0 ist {2. e a(Ty. |2.| > e} endlich. 

Nimm das Gegenteil an. Dann existieren e > 0, eine Folge (Xf) in K und eine Folge (x„) 
in X mit (nach (c)) 


|k„| > s, Xn f 0, Txn = X„x„, 2.,, f X„, für nfm. 

Die Menge {x„: n e N) ist dann linear unabhängig. Wäre das nämlich nicht so, gäbe es 
V G N, linear unabhängige x\,... ,xn und Skalare ai,... ,o'Ar mit xn+\ = 
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nicht alle a, verschwinden. Es folgt 


Txn+\ = ^ ctiTxi = 


UiXi 


i=i 


sowie andererseits 


Tx^-i-l - lA'+lJtJV+l - ■^JV+lC 


!=1 


Es folgt A, = Ajv+i für ein i im Widerspruch zur Wahl der k„. 
Setzt man £„ = lln{xi,... ,x„}, so folgt nun 


El 





Beachte, dass stets T{E„) C En gilt. Das Rieszsche Lemma 1.2.7 gestattet es, = 
Eti ^ mit 


1 

IlynII “ ^(yn^ En-l') > ~ 

ZU finden. Dann folgt für n > m 

\\Tyn- Ty ,„|| = WKyn - {Ty^ + Kyn - 7>„)||. 

Hier ist Ty^ e £m C £«-i sowie X„y„ - Ty„ = Yl'i=i(^n - e En-i’, daher existiert 

e En-i mit 

\\Ty„-Ty„\\ = |A„| ||y„-z„-i|| ^ 

was der Kompaktheit von T widerspricht. 

Damit ist der Beweis von Theorem VI.2.5 abgeschlossen. □ 

Das Spektrum eines kompakten Operators T besteht also bis auf A = 0 aus einer 
Nullfolge (oder endlichen Menge) von Eigenwerten A, und der Operator X - T kann 
laut Teil (c) in zwei einfachere Bestandteile zerlegt werden, nämlich in einen end¬ 
lichdimensionalen Anteil (der durch eine Matrix beschrieben werden kann) und einen 
Isomorphismus. Leider kann es Vorkommen, dass es überhaupt keine Spektralwerte ^ 0 
gibt, siehe etwa Beispiel VI. I(c) oder (d); in diesem Fall gibt Theorem VI.2.5 keiner¬ 
lei Aufschluss über den Operator. (Diese Beispiele zeigen auch, dass A = 0 kein 
Eigenwert zu sein braucht.) Im nächsten Abschnitt zeigen wir, dass kompakte selbst- 
adjungierte Operatoren auf Hilberträumen stets durch ihr Spektrum analysiert werden 
können. 
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VI.3 Kompakte Operatoren auf Hilberträumen 

Im Hilbertraumfall kann die Darstellung in Theorem VI.2.5 noch wesentlich verbes¬ 
sert werden. Die weitreichendsten Resultate lassen sich für selbstadjungierte Operatoren 
erzielen. 

In diesem Abschnitt bezeichnet H einen Hilbertraum; beachte, dass T e L{H) genau 
dann kompakt ist, wenn T* kompakt ist. Das folgt aus dem Satz von Schauder III.4.4 und 
der Definition von T*. 

Lemma VI.3.1 Sei T e L{H). 

(a) X G cr(7’) genau dann, wenn k G a{T*). 

(b) Ist T selbstadjungiert und kompakt, so ist g(T) C K.' 

(c) Ist T normal und x Eigenvektor von T zum Eigenwert X, so ist x auch Eigenvektor von 
T* zum Eigenwert X. 

(d) Ist T normal, so haben verschiedene Eigenwerte orthogonale Eigenvektoren. 

(e) /it K = C und T normal, so existiert X G (j(T) mit |A.| = IITH. 

(f) /ir IK = K oderC und T selbstadjungiert und kompakt, so ist HrH oder-\\T\\ Eigenwert 
von T. 

Beweis, (a) ist bereits in Satz VI. 1.2 gezeigt. 

(b) Sei X G ct( 7’)\{0}. Dann ist X nach Theorem VI.2.5(c) ein Eigenwert von T. Es gilt 
also für ein x ^ 0 

X{x,x) = {Tx,x) = {x,Tx) = {Tx,x) = X{x,x). 


Daher ist X reell. 

(c) Aus der Normalität von T folgt die von X-T und deshalb ker(k- T) = ker(k- T)* = 
ker(X - r) (Lemma V.5. 10). 

(d) Gelte Tx = Xx und Ty = ßy mit X ^ ß. Dann folgt wegen (c) 

X{x,y) = {Xx,y) = {Tx,y) 

= {x,T*y) = {x,ßy) = ß{x,y). 


also (x, y) = 0. 

(e) ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz VI. 1.7 und Satz VI.1.6(b). 

(f) Nach Satz V.5.7 existiert eine Eolge (x„) in Bh mit |(7x„,x„)| ^ IITH. Nach evtl. 
Übergang zu einer Teilfolge darf die Existenz der Limiten 

X := lim (7x„,x„), j := lim 7x„ 

n^oo «—^oo 

angenommen werden, weil T kompakt ist. Nun gilt 


'Diese Aussage gilt für alle selbstadjungierten stetigen Operatoren, ist jedoch in dieser allgemeine¬ 
ren Situation etwas schwieriger zu beweisen; siehe Korollar VII. 1.2. 
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I TXn - Xx„ II = {7x„ - kx„, Tx„ - kx„) 

= ||7jc„||^ - 22.(7x„,x„) + l^||x„| 


< 2k^ - 2k{TXn,Xn) 


0 . 


Daher ist y = lim„^oo und Ty = Hirn,, 7x„ = ky. Wegen |A| = ||r|| ist damit die 
Behauptung gezeigt, wenn y ist. Wäre aber y = 0,so wäre (7 jc„) eine Nullfolge, und es 
folgte ||r|| = lim{rx„,x„) = 0. In diesem Fall ist die Behauptung von (f) trivial. □ 

Theorem VI.3.2 (Spektralsatz für kompakte normale Operatoren) 

Sei T G K{H) normal (falls K = C) bzw. selbstadjungiert (falls K = K). Dann existieren 
ein ( evtl, endliches) Orthonormalsystem e\,e 2 , ■ ■ ■ sowie eine (evtl, abbrechende)Nullfolge 
(kl, 2 . 2 ,...) in'K \ {0}, so dass 


H = kevT ©2 lin{ei,e2, ■ ■ ■} 


sowie 


Tx = kic(x, ek)eic Vx € //; 

k 

und zwar sind die kk die von 0 verschiedenen Eigenwerte, und et ist ein Eigenvektor zu k^. 
Ferner gilt HrH = sup^. |ki:|. 

Ergänzt man das Orthonormalsystem {ei,e 2 ,--} zu einer Orthonormalbasis B von 
H, so muss man eine Orthonormalbasis von kerT, also Eigenvektoren zum Eigen¬ 
wert 0 hinzunehmen. kerT kann im Gegensatz zu den Eigenräumen ker(k - T) für 
k ^ 0 unendlichdimensional, ja sogar nichtseparabel sein. Entwickelt man in eine solche 
Orthonormalbasis, so nimmt der Operator T eine „Diagonalgestalt“ an; es gilt nämlich 

x=^^{x, e)e ^ Tx = kg(x, e)e. 

eeB eeB 


Daher ist der Spektralsatz das Analogon zur Hauptachsentransformation der linearen 
Algebra. 

Beweis. Es sei /xi,/X 2 ,... die Folge der paarweise verschiedenen Eigenwerte von T, die 
nicht verschwinden; vgl. Theorem VI.2.5. Die zugehörigen Eigenräume ker(/u., - T) sind 
dann endlichdimensional, ihre Dimension, die sog. geometrische Vielfachheit von /x,-, sei 
mit di bezeichnet. Die Eolge der k^ entsteht durch Wiederholung der /x,-: 


(ki:) = (/Xi, . . . , /XI, /X2, . . . , /X2, /X3, ■ ■ • , /U3, ■ ■ ■), 
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und zwar tauche jedes /x,- genau r/,-mal auf. Wegen /x, —0 (Theorem VI.2. 5) gilt dann 
auch kk 0. Ferner wähle in jedem Eigenraum ker(/x, - T) eine Orthonormalhasis 
{e\,, e ‘^.} und definiere die Ck durch 

{et) = {e\,...,e\,e\,...,e%,e\,...,e\,...). 


Nach Lemma VI.3.1 (d) bilden die ein Orthonormalsystem, und es gilt 

Tck = kkCk VA: e N. 

Ferner ist nach dem gleichen Argument kerT _L Ck für alle k, daher H\ := kerT ©2 
lin{ ei,e 2 ,...} ein abgeschlossener Unterraum von H. 

Es ist nun H = H\ zu zeigen. Betrachte dazu H 2 = H^. Es gilt TiH 2 ) C H 2 , da für 
y ^ek 


{Ty, Ck) = {y, T*ek) = {y, kkCk) = kk{y, ek) = 0 


folgt und ähnlich Ty _L ker T, falls y _L ker T, gezeigt werden kann. Wir können daher 
T 2 = T\ff^ als kompakten Operator von H 2 in sich auffassen. Wäre T 2 ^ 0, so existierten 
nach Lemma VI.3. l(e) und (f) sowie nach Theorem VI.2.5(c) k ^0 und x e H 2 , x ^0, mit 
T 2 X = kx. Es wäre dann k e ct(T) und x e linjei, 62 , ■ ■ •} C H^, folglich 2 c e 7/2 O 77^ = 
{0}: Widerspruch! Also ist T 2 = 0, daher 772 C kerT C und ergo 7/2 = {0}. Das zeigt 
die behauptete Darstellung von 77. 

Jedes X e 77 kann deshalb in der Form 

x = 3; + ^{x, ek)ek 
k 

mit y e ker T geschrieben werden; vgl. Satz V.4.9. Die Stetigkeit von T ergibt nun 
7x = + ek)Tek = ^ 

k k 

Schließlich ist nach Konstruktion 

IITII =max|/xi| =max|A.^|; 


vgl. Lemma VI.3. l(e) und (f). 

Damit ist der Spektralsatz bewiesen. □ 

Wir werden noch eine Umformung des Spektralsatzes angeben und dabei die Bezeich¬ 
nungen des obigen Beweises benutzen. Sei Ek die Orthogonalprojektion auf den zu jXk 
gehörenden Eigenraum ker(/xj^ - T); es ist also 
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dk 

EkX = Y^{x,e'l)e'l. 

i=\ 


Der Spektralsatz zeigt dann 


00 

Tx = ix/cEj^x Wx G H. 

k=\ 


Diese Reihe konvergiert aber nicht nur punktweise, sondern auch in der Operatornorm. 
Korollar VI.3.3 (Spektralsatz; Projektionsversion) 

Unter den Voraussetzungen von Theorem VI.3.2 und mit den obigen Bezeichnungen 
konvergiert 


OO 

k=l 


in der Operatornorm. 


Beweis. Sei S,, = ßkEk', diese Operatoren bilden wegen 


11 - 5 « ~ Sm 


n 

^ ^ f^k^k 
k=m+l 


= max \fik\ 0 

^=»7+1,...,« 


für n > m 


OO 


eine Cauchyfolge. (Hier wurde benutzt, dass die Norm eines normalen kompakten Opera¬ 
tors gleich dem betragsgrössten Eigenwert ist.) Ihr Grenzwert muss T sein, da die Reihe 
ja punktweise gegen T konvergiert. □ 

Korollar VI.3.3 kann so interpretiert werden, dass ein kompakter normaler bzw. selbst- 
adjungierter Operator aus den einfachsten Operatoren dieses Typs, nämlich (SatzV.5.9) 
den endlichdimensionalen Orthogonalprojektionen, zusammengesetzt werden kann. 

Als nächstes soll der Spektralsatz benutzt werden, um Quadratwurzeln aus Operatoren 
zu ziehen. Wir nennen einen Operator T e L{H) positiv (in Zeichen T > 0), wenn 

{Tx,x)>0 WxeH (VI.7) 

gilt. Im Fall komplexer Skalare folgt daraus automatisch die Selbstadjungiertheit 
(SatzV.5.6). 

Satz VI.3.4 Sei T g K{H) selbstadjungiert und positiv. Dann existiert genau ein positiver 
selbstadjungierter Operator S G K(H) mit = T. Man schreibt S = 
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Beweis. Um die Existenz zu beweisen, schreibe Tx = ^k{x, ek)ek gemäß 

Theorem VI.3.2. Da T positiv ist, sind alle kk > 0. Setze 


Sx = ek)ek. 

k 

Direktes Nachrechnen zeigt, dass S selbstadjungiert und positiv ist. Die Kompaktheit folgt 
aus 


N 

■ 5 - ^ ■ , ek)ek 

k=\ 


< 


sup 0 

k>N 


und Korollar II. 3.3 . 

Zur Eindeutigkeit: Gelte R > 0, = T und R = R* e K(H). Schreibt man 

R = VkFk wie in Korollar VI.3. 3, so folgt T = und > 0, da /? > 0. 

Eerner schließt man, dass die Eolge (y|) die Folge der Eigenwerte von T und Fk die Ortho¬ 
gonalprojektion auf den entsprechenden Eigenraum ist (siehe Aufgabe VI.7. 9). Es muss 
daher S = R sein, da die entsprechenden Reihen punktweise unbedingt konvergieren. □ 

Man kann außerdem zeigen, dass die Gleichung = T auch in L(H) nur eine posi¬ 
tive selbstadjungierte Lösung besitzt (Korollar VII. 1.1 6). Das folgt nicht automatisch aus 
Satz VI.3.4, da das Quadrat eines nichtkompakten Operators durchaus kompakt sein kann. 

Ist nun T: Fli H2 ein beliebiger kompakter Operator zwischen zwei Hilberträumen, 
so ist T*T: Hl —k Hi positiv, selbstadjungiert und kompakt. Die eindeutig bestimmte 
positive Wurzel wird mit 


ir| = (rr)'/2 


bezeichnet. 

Satz VI.3.5 (Polarzerlegung) 

Zu T & K{H\,H 2 ) existiert ein Operator U € L(H\,H 2 ) mit T = U\T\, so dass 
isometrisch ist und daher ein unitärer Operator zwischen (ker !/)■*■ und ran U ist. U ist 
durch die Forderung ker U = ker T eindeutig bestimmt. 

Beweis. Da | T\ selbstadjungiert ist, gilt zunächst 

\\\T\xf = {x,\Tfx) = {x, T*Tx) = \\Txf. (VI.8) 

Daher definiert U[\T\x) = Tx einen isometrischen Operator von ran |r| nach ran T, der zu 
einer ebenfalls mit U bezeichneten Isometrie U: ran |r| ^ ran T fortgesetzt werden kann. 
Setze noch U = Q auf (ran |r|)-‘- = ker IT] (Satz V.5.2(g)). Das zeigt die Existenz von U. 
Die Eindeutigkeit folgt aus ker |r| = ker T, siehe (VI.8). □ 
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Ein Operator U mit den Eigenschaften aus Satz VI.3.5 wird partielle Isometrie genannt. 
Obwohl die Gleichung T = U\T\ an die Polarzerlegung k = e“\k\ komplexer Zahlen 
erinnert, gibt es entscheidende Unterschiede; so ist z. B. |S+r| < IS'I + ITI im Allgemeinen 
falsch. 

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir die allgemeine Form eines kompakten, 
nicht notwendig normalen Operators an. 

Satz VI.3.6 (Singulärwertzerlegung) 

Zu T & K{Hi,H 2 ) existieren Orthonormalsysteme {ei,e 2 , ■ ■ ■} von Hi und {/i,/ 2 , ■ ■.} von 
H 2 sowie Zahlen s\> S 2 > ■ ■ .>0 mit s^ —^ 0, so dass 

00 

Tx = ^Sk {x, ek)fk 'ixe Hl. 

k=\ 

Die Zahlen s\ sind die in ihrer Vielfachheit gezählten Eigenwerte von T*T, die s^ selbst 
heißen die singulären Zahlen von T. 

Beweis. Schreibe T =U\T\ wie in Satz VI.3.5 und zerlege |r| wie in Theorem VI.3.2: 

\T\x= '^Skix, ek)ek\ 

k 

dann haben die Sk die behaupteten Eigenschaften. Setze= U{ek). Da U nach (VI. 8) auf 
raniri isometrisch und folglich (Lemma V.5.4) skalarprodukterhaltend ist, bilden die ß 
ein Orthonormalsystem. □ 

Entwickelt man IT] = ^ ßkEk wie in Korollar VI.3.3, so erhält man T = ^ ßk UEk und 
daher; 

Korollar VI.3.7 Die Operatoren mit endlichdimensionalem Bild liegen dicht in 
K{HuH2). 


Vergleiche hierzu noch einmal SatzII.3.6 und Korollar II.3. 7. 


VI.4 Anwendungen auf Integralgleichungen 

Eine Gleichung der Form 


kx(s) - 



k{s, t)x{t)dt = y{s), 


s e [0,1] 
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mit X ^ 0 heißt Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art. (Gleichungen erster Art 
entstehen, wenn 1 = 0 ist.) Ist der Kern k quadratisch integrierhar, lassen sich solche 
Gleichungen mit Hilfe des Spektralsatzes studieren. 

Im Folgenden betrachten wir eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art mit 
quadratisch integrierbarem symmetrischen Kern. Es sei also // = L^[0,1] und 

Tx(s) = ( k{s, t)x(t) dt 

Jo 

für fast alle s; dabei gelte k e E^([0,1]^) und k(s,t) = k(t,s) fast überall. Dann ist der 
Operator T kompakt (Beispiel II.3(c)) und selbstadjungiert (Beispiel V.5(b)). Gesucht ist 
die (!) Lösung von 


Xx - Tx = y 

mit X e p(T),y e L^[0,l]. 

Wähle dazu X^ und e^ wie in Theorem VI.3.2 sowie eine Orthonormalbasis S von ker T. 
Dann gilt Xx-Tx = y genau dann, wenn 

Xj2{x, ek)ek +1 ^(x, e)e - ^ ^k{x,ek)ek = '^^{y,ek)ek + ^(y, e)e 

k eeS k k e^S 

gilt, was wiederum zu 

1 

(x, e) = — {y, e) We e S 
X 

{x, ek) = — {y, ek) Vk e N 
X-Xk 

äquivalent ist, und man kann die Lösung in der Form 

1 1 

x = y - — —{y,ek}ek+- y{y,e)e 

angeben. Mit Hilfe des Orthonormalsystems {ei,e 2 , ■ ■ ■} lässt sich jedoch auch der Kern 
entwickeln, was interessante Konsequenzen hat. Es ist nämlich 

iTek){s) = Xkek(s) fast überall 


sowie 


(Tek)(s) = 


I k(s,t)ek(t)dt = j ek{t)k(t,s)dt 

Jo Jo 


(ek,k{ . ,s)) 


fast überall. 
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Für fast alle s gilt daher 

k(. ,s) = '^{k{. ,s),e„)e„ + ■ ,s),e)e = ^ 

n e€S n 

beachte dazu e K (Lemma VI.3.1 (b)) und {k{ . ,s),e) = 0 für e e S (Beweis wie oben). 
Nach der Parsevalschen Gleichung (Satz V.4.9(b)) folgt für fast alle s 

f \k(t,s)\^dt = '^Xl\e„{s)\^, 

Jo 

und der Satz von Beppo Levi (Satz A. 3.1) zeigt 
1 

\k(t,s)f-dtds= / 'Vxl\e„(s)\^ ds 

Jo „ 

= \en(s)\^ds 

n Jo 

Daraus ergibt sich die Orthogonalentwicklung 

k = '^ Ken ® K (VI.9) 




(wo (g ® h)(t,s) = g(t)h{s)), die inL^([0,1]^) konvergiert, nebst 

= = II(^«)II£2 < ~- (VI.10) 

\ fj / 

Sind der Kern und die rechte Seite der Integralgleichung stetige Funktionen, ist man 
natürlich an der Existenz von stetigen Lösungen interessiert. Flierzu ist es nützlich, eine 
Version des Spektralsatzes in Prähilberträumen zur Verfügung zu haben. 


Satz VI.4.1 Es sei Hq ein Prähilbertraum, und Tq e K{Hq) erfülle die Symmetriebedin¬ 
gung {Tox,y) = {x,Toy) für alle x,y & Hq. Dann existieren ein Orthonormalsystem {e„: 
« e N) i'n //o und eine Nullfolge (K) mit 

OO 

Tox = '^K {x, en)e„ Wx e Hq. 

n=l 


Beweis. Es sei H die Vervollständigung von Hq, die ja (Satz V. 1 .8) ein Hilbertraum ist, und 
es sei T die eindeutig bestimmte Eortsetzung von Tq zu einem Operator von H nach H 
(Satz II. 1 .5). Wir werden sehen, dass T ebenfalls kompakt ist und ran T C Hq gilt. 
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Um zu zeigen, dass T kompakt ist, sei mit {x„) eine beschränkte Folge in H gegeben. 
Wähle y„ e Hq mit ||x„ -^nll < ^ und anschließend eine Teilfolge, so dass limt Ty,,^ = 
lim;(. 7oy„j, =: z existiert. Aus der Stetigkeit von T folgt dann auch lim*: Tx„^, = z, und T ist 
kompakt. Ein ähnliches Argument zeigt ran T C Hq\ Zn x e H wähle eine Folge (y„) in 
Ho mit lim„y„ = x, für die o.B.d.A. (Tby«) konvergiert, etwa gegen z & Hq (sic!). Wieder 
liefert die Stetigkeit Tx = z & Hq. 

Nun ist T selbstadjungiert, und fürtc e Hq gilt nach Theorem VI.3.2 


OO 

Tqx = Tx = ^ X„{x, e„)e„, 

n=l 


und der Eigenvektor e„ liegt wegen ^0 und Te„ = X„e„ in ran Tq C Hq. □ 

Wir wollen Satz VI.4.1 auf einen Integraloperator mit stetigem symmetrischen Kern k 
anwenden. Setze Hq = C[0, 1 ] mit dem Skalarprodukt (x,y) = x{t)y{t) dt. Dann ist der 
zu k assoziierte Integraloperator T): Hq —>■ (C[0,1], || . ||oo) wohldefiniert und kompakt 
(verwende den Satz von Arzelä-Ascoli und in Abschätzung (II.2) auf S. 55 die Cauchy- 
Schwarz-Ungleichung). Damit ist Tt auch als Operator von Hq nach Hq kompakt, denn 
die Identität (C[0,1], || . ||oo) —^ Hq ist stetig. Die in Satz VI.4.1 beschriebenen Eigenfunk¬ 
tionen sind daher stetig. Auch für die Orthogonalentwicklung (VI.9) lässt sich mehr sagen; 
sind nämlich alle k„ > 0, so konvergiert ® nicht nur im quadratischen Mittel, 

sondern sogar absolut und gleichmäßig. Diese Verschärfung von (VI.9) ist der Inhalt des 
Satzes von Mercer, den wir als nächstes beweisen werden. Es sei an die Definition eines 
positiven Hilbertraumoperators in (VI. 7) erinnert. 

Satz VI.4.2 (Satz von Mercer) 

Sei k € C([0,1]^) und Tj^: L^[0,1] ^ T^[0,1] der zugehörige Integraloperator. Es gelte 
k(s, t) = k(t, ^) für alle s,t ^ [0,1], so dass 7)^ selbstadjungiert ist. Es seien 7.i, 7-2,... 
die gemäß ihrer geometrischen Vielfachheit gezählten Eigenwerte von mit zugehörigen 
Eigenfunktionen ei, 62 ,.... Falls positiv ist, gilt 


OO 

k(s, t) = ^ kjej{s)ej{t) Ws, t e [0,1], 

J=i 

wobei die Konvergenz absolut und gleichmäßig ist. 

Der Beweis bedarf einiger Vorbereitungen. Zunächst ist zu beachten, dass wegen der 
Stetigkeit von k auch die Cj stetig sind, wie soeben beobachtet wurde. Ferner benötigen 
wir folgende Verbesserung des Spektralsatzes. 
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Satz VI.4.3 Es mögen die Voraussetzungen des Satzes von Mercer gelten, jedoch braucht 
diesmal nicht positiv zu sein. Ferner sei x € C[0,1]. Dann gilt 


{Tkx)is) = ^ lj{x, ej)ej{s) Vj e [0,1], 

J=i 

wobei die Konvergenz absolut und gleichmäßig ist. 

Beweis. Wir fassen hier Tj. als kompakten Operator auf dem Prähilbertraum C[0,1] auf, 
vgl. die obige Diskussion. Da die behauptete Gleichheit stets im Sinn der L^-Konvergenz 
gilt (Theorem VI.3. 2), ist nur die gleichmäßige Konvergenz der Reihe \ 'kj{x, eßejis)\ 
für alle s zu zeigen. Zunächst gilt für alle s 


I= E \(Tkej)(s)f 

i=i 7=1 


7=1 

< \\k{s ,.)\\^2 (Besselsche Ungleichung) 


= /■ 


|k(s, t)v dt 


Wählt man zu e > 0 ein V e N, so dass 


EK-^-G)!^ < 


j=N 


ist, folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung für alle ^ 


oo y oo \ 1/2 / oo K 1/2 

E II < (E I n (E I n 

j=N ^j=N ' ^j=N ' 


''j=N 

< l|A:||ooe, 


was die behauptete gleichmäßige Konvergenz zeigt. 

Lemma VI.4.4 Für einen selbstadjungierten Operator T e K(F[) sind äquivalent: 


□ 


(i) Alle Eigenwerte von T sind > 0. 

(ii) T ist positiv. 
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Beweis, (i) =► (ii) folgt aus dem Spektralsatz, und (ii) (i) ist klar, denn {Tx,x) = k||x||^ 
für einen Eigenvektor. □ 


Lemma VI.4.5 Unter den Voraussetzungen des Satzes von Mercer gilt 

k(t,t)>0 Vf e [0,1], 


Beweis. Sei 0 < to < 1- Setze x„(ä) = 5 X[/o-i/n,/o+i/n]- Bezeichnet ferner das Quadrat 
mit dem Mittelpunkt (to, to) und der Seitenlange ^ (beachte, dass C [0,1]^ für große n) 
und F{Qn) dessen Flächeninhalt, so gilt 


0 < (TkXn,Xn) 

dt r 

J'^jn J 


ds 

- kis, t) 

ta-l/n 2 /m 


Ak)/I 


k{s, t) ds dt. 


und der letzte Term ist nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung = k(sn, t„) für geeig¬ 
nete {sn, tn) e Q„. Mit n ^ oo gilt s„ to, t„ to und daher k(to, to) > 0, da A: stetig ist. 
Daraus folgt die Behauptung. □ 


Jetzt fehlt noch ein wichtiges Ingrediens zum Beweis des Satzes von Mercer, der Satz 
von Dini. Beachte, dass die Stetigkeit der Grenzfunktion eine Voraussetzung im folgenden 
Satz ist. 


Satz VI.4.6 (Satz von Dini) 

Sei T ein kompakter metrischer (oder topologischer) Raum, /,/i,/ 2 ,...: T —>• M seien 
stetig. Es gelte fl < /a < ... undf = sup/„ punktweise. Dann konvergiert (/„) gleichmäßig 
gegen/. 

Beweis. Zut e T und ^ > 0 wähle Nt mit 

fit)-e <fNXt). 

Da/ und/v, stetig sind, gilt auch in einer Umgebung Ut von t 

fis)-e<fN,(s) VseU,. 

Überdecke T durch endlich viele solcher Umgebungen, und sei N das größte der dabei 
vorkommenden Np, das ist möglich, da T kompakt ist. Dann gilt für alle n > N und alle 
te T 


m-e <fNit)<fnit)<f{t), 


was zu zeigen war. 


□ 
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Nun können wir Satz VI.4.2 beweisen. Sei der stetige Kern 


Kis, 0 = ^ >^jejis)ejit). 

j=i 


Dann gilt nach dem Spektralsatz 


{Tk-k„x,x) = {TkX,x) - {Tk„x,x) 

J>n 

j>n 

> 0 , 

da alle ^j> 0 sind. Lemma VI.4.5 liefert daher 

k(t,t)-k„it,t)>0 Vre [0,1], 


d.h. 


^k>/r)|2<k(r,0< llkiloo VneN. 
j=i 

Es folgt, dass die Reihe für jedes t konvergiert. 

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert 


= X! \^/^jejis)^/XJ ejit) 


1=1 


y=i 


< 


< 



für den letzten Schritt verwende (VI. 1 1). Deshalb konvergiert die Reihe 


oo 

1=1 


(VI. 11) 
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für alle f e [0,1] absolut. Die folgende Überlegung zeigt, dass bei festem s gleichmäßige 
Konvergenz in t vorliegt. Wähle N = N{s) e N, so dass ist; dann gilt 

für alle t wegen (VI. 1 1) 

oo , oo \l/2yOO \ 1/2 

<e|l^ll^'- (VI.12) 

J=N ^j=N ' ^j=N ' 

Betrachte nun den Kern 

oo 

k(ß, 0 = ^ >-jejis)ej(t). 

j=i 

Dann ist k e L^([0,1]^), da die ej ® e] ein Orthonormalsystem in L^([0,1]^) bilden und 
da (kj) e l^, vgl. (VI. 10). Wir werden als nächstes k = k zeigen. Sei dazu s e [0,1] fest. 
Betrachte 


h{t) = k{s, t) - k(s, t). 

Wegen der in (VI.12) bewiesenen gleichmäßigen Konvergenz in t ist h stetig. Für jedes 
X e C[0,1] gilt nun 

/ h(t)x(t) dt = j k{s, t)x{t) dt - j k(s, t)x{t) dt 

Jo Jo Jo 


(Tkx)(s) 


oo 1 

- / 

.. , Jo 


x{i)ej{t) dt 


7=1 

(gleichmäßige Konvergenz) 


= ^ kj{x, ej)ej{s) - ^ kjej{s){x, < 
7=1 7=1 

(SatzVI.4.3) 

= 0 . 


Speziell ist /q h(t)h(t) dt = 0, also h = 0. Daher ist für jedes s 

k(s,t) = kis,t) V/e[0,1], 


(VI. 13) 


insbesondere 

OO 

k{s,s) = k{s,s) = kj\ej(s)\^. 

7=1 

Wegen des Satzes von Dini ist die Konvergenz dieser Reihe gleichmäßig, und es folgt, 
dass in (VI.12) N unabhängig von s gewählt werden kann. (VI.12) zeigt dann, dass 
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kjej{s)ej{t) absolut und gleichmäßig in s und t konvergiert, und zwar wegen (VI. 13) 
gegen k{s, t). 

Damit ist der Satz von Mercer komplett bewiesen. □ 


Es ist nicht ganz einfach, einer gegebenen (symmetrischen) Kernfunktion k anzusehen, 
ob sie den Voraussetzungen des Satzes von Mercer genügt; vgl. jedoch Aufgabe VI.7.16. 
Insbesondere ist die Positivität von k nicht hinreichend für die Positivität von T/^. Das zeigt 
das Gegenbeispiel k{s, t) = |ä - f|. Wäre der Operator Tt positiv, so wäre wegen der nach 
dem Satz von Mercer dann vorliegenden gleichmäßigen Konvergenz 


/ \k{s,s)\ds = j ej{s)ej(s)ds = / 
h Jo .^1 

es ist jedoch k(s, s) = 0 für alle s, und deshalb wäre = 0. Die Annahme Tjt > 0 im¬ 

pliziert aber Xj > 0 für alle j (Lemma VI.4. 4), so dass dann alle Eigenwerte verschwinden. 
Da Tk selbstadjungiert ist, folgt nach dem Spektralsatz der Widerspruch = 0. 

Hingegen ist SatzVI.4.2 auf den Kern k{s,t) = minjä, r} anwendbar. Dazu zeigen wir 
{TkX,x) > 0 für alle x e L^([0,1]): 


(TkX,x} 


ds minjä, r}A:(Ä)x(r) 

min{ j',/} 


/■“"/' 

[ dt [ ds f 
Jo Jo Jo 

f dt f ds f 
Jo Jo Jo 

f dt f du f . 

Jo Jo Ju 

f dt f du f 
Jo Jo Ju 

j du j dsx(s) I dtx(t) 

Jo V u V u 

f du\ [ c 
Jo \Ju 


du x(s)x{t) 
du x(s)x{t) + 
ds x{s)x(t) + 
ds x(s)x(t) 


f dt 

/ü/ 

Jo 

It Jo 

/•l 

ft f 

/ dt 

1 du 1 

Jo 

Io Jt 


du x(s)x{t) 

I _ 

ds x{s)x(t) 


ds x(s) 


> 0 . 


Die vorstehenden Überlegungen bleiben gültig, wenn man statt des Einheitsintervalls 
einen mit einem endlichen Borelmaß versehenen kompakten metrischen Raum betrachtet. 

Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir, wie man die Eredholm-Alternative 
zur Lösung des Dirichletproblems heranziehen kann. Dies geschieht, indem man es auf 
eine Integralgleichung mit nicht symmetrischer Kernfunktion zurückführt. 

Sei C ein beschränktes Gebiet, und sei <p e C(9ß). (Ein Gebiet ist eine offene 
und zusammenhängende Teilmenge.) Das Dirichletproblem besteht darin, eine Funktion 
u e C(Q.) zu finden, die in zweimal stetig differenzierbar ist und 
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Am = 0 in 

“laß = V 


(VI. 14) 


erfüllt. (A ist natürlich der Laplaceoperator.) Wir betrachten im Folgenden der Einfachheit 
halber d = 3, und wir setzen voraus, dass einen C^-Rand hat und der Außenraum ■= 
\ ebenfalls zusammenhängend ist. Es sei yix) = 1 /(4jr |x|) das Newtonpotential, und 
es bezeichne riy den äußeren Normalenvektor an im Punkt y e 9f2. Setze 

9 {x-y, My) 

k(x,y) = —y(x-y) = {-(grady)(v= — -rr 

driy ' An\x-y\^ 

fürv^ 9f2,)?e 9f2. Wendet man den Laplaceoperator auf die Eunktion k{ . ,y) bei festem 
y an, stellt man 


A^k(x,y) = 0 Vv e U ^2^, y e 9f2 

fest. Zur Lösung von (VI. 14) sollen nun die Funktionen k( . ,y) „überlagert“ werden. Für 
eine Funktion g e C(dQ) definieren wir das Doppelschichtpotential (diese Bezeichnung 
ist physikalisch motiviert) 

Ug(x) = j g(y)k(x,y)da(y) Vx e ^2 U (VI. 15) 

Jan 

(Hier ist a das Oberflächenmaß.) Diese Funktion erfüllt stets Aug(x) = 0 außerhalb von 
9S2, und es bleibt, g so zu wählen, dass die Randbedingung 

lim Ug(x) = cp(z) Vz e 9f2 (VI.16) 

A-€r2 


erfüllt ist. 

Wir werden zeigen, dass das unter den eingangs gemachten Voraussetzungen stets mög¬ 
lich ist. Dazu benötigen wir einige Eigenschaften von Doppelschichtpotentialen, die ohne 
Beweis angegeben werden sollen (Beweise findet man in vielen Lehrbüchern der Potenti¬ 
altheorie, etwa Sobolev [1964], S. 202ff.). Da f2 einen C^-Rand hat, ist (x-y, Hy) von der 
Größenordnung const.|x-y|^ fürx ^ y, also |A:(x,y)| von der Größenordnung const.|x-y|“^ 
für X —> y. Insbesondere ist der Kern k nicht stetig, aber man überprüft, dass trotzdem 
(VI. 15) selbst fürx G 9f2 noch sinnvoll ist. Tatsächlich definiert 

(Tg)(x)= f g(y)k(x,y)d(j(y), x e 9^2 
Jan 

einen stetigen Operator T: C(9f2) C(9^2), und mehr noch, da der Kern im Sinn von 

S. 102 schwach singulär ist (der Grad der Singularität (= 1) ist kleiner als die Dimension 
der Mannigfaltigkeit, über die integriert wird (= 2)), ist T kompakt; der Beweis ist analog 
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zu Beispiel II. l(n) undll.3(e) zu führen. Es ist aus der Potentialtheorie bekannt, dass ein 
Doppelschichtpotential beim Durchgang durch 9 einen Sprung macht, genauer gilt 

Im u,(x) + ^iz) = (Tg){z) Vz e dQ, (VI.17) 

hm ug(x) - ^g(z) = (Tg){z) Vz e dQ. (VI.18) 


Daher ist (VI. 16) äquivalent zur Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art 

Tg-^-g = cp. (VI. 19) 

Nach der Fredholm-Alternative existiert entweder für alle cp e C(dQ) eine eindeutig 
bestimmte Fösung dieser Gleichung und deshalb eine Lösung des Dirichletproblems, oder 
2 ist ein Eigenwert von T. Nehmen wir also an, es sei go e C(dQ) mit 

Tgo - ^go = 0. 

Unser Ziel ist es, go = 0 zu zeigen. Zunächst folgt aus der obigen Diskussion, dass Ugg, 
definiert durch (VI. 15) mit go statt g, das Dirichletproblem mit Randdatum 0 statt (p löst. 
Das impliziert aber bekanntermaßen Ug^ = 0 auf ^2. Weiter lehrt die Potentialtheorie, dass 
die Normalableitung eines Doppelschichtpotentials stetig ist; daher folgt §^Ugg(y) = 0 für 
alle y e dQ. Nun benutzen wir die Greensche Formel 

- f (grad Mgo, grad Ug^ )dx= f Ug^^ Ug^ da =0 
JQa Jsn dn 

und schließen, da Qa zusammenhängend ist, dass auf Qa konstant ist. Wegen «^„(v) ^ 
0 für \x\ oo ergibt sich auch Ugg = 0 auf Schließlich liefern (VI.17) und (VI.18) 
go = 0, wie behauptet. 

Zusammenfassend haben wir folgendes Resultat bewiesen. 


Satz VI.4.7 Sei C ein beschränktes Gebiet mit C^-Rand, für das Qa := \ 

zusammenhängend ist. Für jedes q) e C(9f2) existiert dann genau eine Lösung des 
Dirichletproblems 


Au = 0 in Q 

«laß = V- 

Der Satz gilt auch, wenn nicht zusammenhängend ist (siehe Jürgens [1970], S. 136). 
Hingegen sind nicht glatt berandete beschränkte Gebiete bekannt, für die das Dirichletpro¬ 
blem nicht immer lösbar ist, das erste solche Beispiel stammt von Lebesgue. Abschließend 
sei bemerkt, dass man Satz VI.4.7 für beliebige Dimensionen aussprechen kann. 
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VI.5 Nukleare Operatoren 

In diesem Abschnitt bezeichnen X und Y (etc.) stets Banachräume und H, Hi (etc.) Hil¬ 
berträume. Der Skalarenkörper kann zunächst K oder C sein. 

Es soll nun eine neue Klasse von linearen Operatoren betrachtet werden. 

► Definition Vl.5.1 Ein Operator T e L(Z, Y) heißt nuklear, falls es Folgen (x^) inZ' und 
(y„) in Y mit ||x;,|| ||y„|| < oo gibt, so dass 

OO 

Tx = 'y^ j^^(x)yn Vx € Z (VI.20) 

n=l 


gilt. 

Zunächst einige Bemerkungen zu dieser Definition. Wir bezeichnen den Operator 

X x'(x)y. 


wo x' e X',y e Y, mit 


X ®y. 

Offensichtlich ist das die allgemeine Darstellung einer stetigen linearen Abbildung mit 
(höchstens) eindimensionalem Bild. Genauso offensichtlich ist die Gleichung 


|x'®y|| = lix'll llyll, 


so dass T genau dann nuklear ist, wenn T als im Sinn der Operatornorm absolut 
konvergente Reihe 


OO 

T=Yl,^'n®yn 

n=\ 


geschrieben werden kann. Eine solche Darstellung ist selbstverständlich nicht eindeutig; 
z. B. ist 


xj ® -X2 ® = x\ 0 Cvi - yi) + {x!i -x'2) 0 yi- 

Hat T e L(Z, Y) endlichdimensionales Bild, so kann T als endliche Reihe 

N 

T = '^x„®yn 

n=\ 


(VI. 21 ) 




310 


VI Spektraltheorie kompakter Operatoren 


dargestellt werden und ist trivialerweise nuklear. Nach Definition ist ein nuklearer Ope¬ 
rator Limes (in der Operatornorm) von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild, 
nämlich 


lim 

N^OO 


N 

T-'^X^^yn 

n=\ 


= 0, 


(VI.22) 


wo T gemäß (VI.20) mit ||x'J| ||y„|| < oo dargestellt ist. Es folgt, dass nukleare 
Operatoren kompakt sind (KorollarII.3. 3); wir werden bald sehen (Beispiel VI.5(a)), dass 
die Umkehrung nicht gilt. 

Manchmal ist folgende Charakterisierung nuklearer Operatoren praktisch. 

• Ein Operator T G L{X, Y) ist genau dann nuklear, wenn es Folgen (x'^) in X', (y„) 
in Y und ia„) G mit \\x!^\\ = ||y„|| = 1 für alle n G N sowie 

OO 

Tx = '^a„ x'^(x)yn Wx e X 

n=l 


gibt. 

Die Äquivalenz dieser Umschreibung zu Definition VI.5.1 ist offensichtlich; in der Tat 
kann man offenbar zusätzlich auch > 0 verlangen. 

Nun zur nächsten Definition, die es uns gestattet zu messen, „wie nukleaf ‘ ein nuklearer 
Operator ist. 

► Definition Vl.5.2 Es sei N{X, Y) die Menge aller nuklearer Operatoren von X nach T; 
N(X) := N(X,X). Für T G N(X, Y) setze 


OO 

l|T||nuk = inf^ ||x;,|| Wjn 
n=\ 


wo sich das Infimum über alle Darstellungen von T als T = jc'j 0 y„ mit 

||x', II ||y„|| < oo erstreckt. (Eine solche Darstellung heiße nukleare Darstellung.) 
l|T||nuk heißt die nukleare Norm von T. 

Es wird in Satz VI.5.3 nachgewiesen werden, dass N{X, Y) stets ein Vektorraum und 
II ■ llnuk Norm ist. Die nukleare Norm eines Operators ist im Allgemeinen nur schwer 
exakt zu berechnen, häufig muss man sich mit Abschätzungen zufriedengeben. Ein ein¬ 
faches Beispiel: Ist T = Xj 0 yi 0 yi mit lÄjH = ||y,|| = 1, so zeigt diese Darstellung 
nur ||r||nuk < 2, die Darstellung aus (VI. 21) liefert jedoch die im Allgemeinen bessere 
Abschätzung HTHnuk < llyi -y 2 ll + I|Äj -x^H- Beachte noch folgende Subtilität bei der 
Berechnung von ||r||nuk für einen Operator T endlichen Rangs: Obwohl T eine nukleare 
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Darstellung als endliche Reihe besitzt, gehen in die Berechnung von ||r||nuk auch die 
nicht abbrechenden Darstellungen j 0 jn ein! (Besitzt X' oder Y die Approxima¬ 
tionseigenschaft, vgl. S. 99, kann man sich aber wirklich auf die abbrechenden nuklearen 
Darstellungen beschränken.) 

Satz VI.5.3 

(a) N(X, Y) ist ein linearer Raum. 

(b) II ■ llnuk ^itie Norm auf N(X, Y), und es gilt ||r|| < \\T\\nukfür alle T e N(X, Y). 


Ferner ist 


k' 0>’llnuk = 11-^' 0>’ll = \\X 


(c) (N(X, Y), II . Il^yjj) ist vollständig. 

(d) Die Operatoren endlichen Ranges liegen dicht in N(X, Y) bzgl. || . ||nuk- 

Hier wie im Folgenden bezeichnet ||r|| die Operatornorm von T, sie ist von der 
nuklearen Norm ||r||nuk zu unterscheiden. Beachte, dass (d) stärker ist als (VI.22). 

Beweis, (a) ist klar. 

(b) Wir zeigen zuerst HrH < HFUnuk für alle nuklearen Operatoren T. Ist nämlich T 
dargestellt als T = so zeigt die Dreiecksungleichung für die Operatornorm 


OO OO 


iirii < ^iix;,0>-„ii = ^iix;,ii \\yn 


n=\ n=\ 


Da die Darstellung von T beliebig war, heißt das HrH < ||r||nuk nach Definition der 
nuklearen Norm. 

Daraus folgt sofort 


l|F||nuk = 0 ^ 11711=0 ^ 7 = 0. 


Scharfes Hinsehen zeigt die Bedingung ||77||niik = |k| ||7||nuk, so dass nur noch die Drei¬ 
ecksungleichung zu zeigen ist, um zu beweisen, dass || . ||nu]^ wirklich eine Norm ist. Seien 
also 7i, 72 e N{X, Y). Wähle zu e > 0 nukleare Darstellungen 


OO 


OO 




Dann ist 


7 i H- 72 = 0 yi,! H- X2J 0 y2,i + x[ 2 <S> yi,2 + X2 2 0 >'2,2 + • • • , 


also nach Definition der nuklearen Norm 
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11^1 "I" ^2llnuk — 11-^1,111 II}^1,1 II 3" II 2 C 2 J II 11^2,1 II 

+ 11-^1,211 ll>’l.2ll + 114,211 Il3'2,2ll + ••• 

^ II ^1 llnuk 3" II ^2 llnuk 3" 

Da e > 0 beliebig war, folgt die Dreiecksungleichung. 

Es bleibt, || 2 j' 0y||nuk = ll-t^^ 'S’yll zu begründen. Oben wurde bereits „>“ gezeigt. Ande¬ 
rerseits ist x' 0 eine nukleare Darstellung von x' 0 y, die freilich nur aus einem einzigen 
Summanden besteht; also gilt nach Definition 

U 0'3'llnuk < Ik'll Ibll = Ik' 0>'ll- 

(c) Wir verwenden das Kriterium aus Lemma 1.1.8. Seien also e N(X,Y) mit 
IITnillnuk < 00 . Wähle nukleare Darstellungen mit 

00 00 

~ ^ ^ ^m,n ^ ^ ^ II Il3^wi,«ll — ll^mllnuk"^^ 

n=l n=l 

Es folgt 

00 

<^(l|7’„llnuk + 2-"’)<cx), (VI.23) 

m=l 

so dass die (Doppel-) Reihe Ylmn=i ^mn ® ym,n im Banachraum (Satz II. 1 .4) L{X, Y) 
konvergiert. Daher existiert T e LiX, Y) mit 

00 

^ = Z! ® y’"’" 

m,n=l 


00 



m,n=l 


(absolute Konvergenz im Sinn der Operatornorm). (VI.23) zeigt, dass T nuklear ist, und es 
ist wirklich T = im Sinn der nuklearen Norm, denn 


M 

m=\ 


00 

— ll■3■m,nll \\ym,n 

nuk "=1 


< Z(ll^'’<ll™k + 2-'") ^ 0. 

m>M 


(d) Sei 0 yn eine beliebige nukleare Darstellung von T e N(X, E). Dann ist 


N 

T-X^n®yn 

n=\ 


< Z 11^« II ii>’«ii ^ 

nuk n>N 


□ 











VI.5 Nukleare Operatoren 


313 


Für (d) haben wir gezeigt, dass die Reihe T = ® nicht nur bzgl. der 

Operatornorm, sondern auch bzgl. der nuklearen Norm konvergiert. 

Die im folgenden Satz ausgedrückte Eigenschaft nennt man die Idealeigenschaft des 
Raums der nuklearen Operatoren, obwohl L{X, Y) für X ^ Y kein Ring ist. 

Satz VI.5.4 Seien R e L(W,X), S e N(X, Y), T e L(F,Z). Dann ist TSR e N(W,Z) mit 
l|raR||„uk< IIFII IlSllnuk ||R||. 

Beweis. Sei S = ® y^. Man verifiziert leicht, dass 

OO 

TSR = ^2 ^ X ® Ty„, 

n=\ 

also 

OO OO 

\\TSR\u < E < \\R'\\ liril ^ iKii II).,,II 

«=1 n=l 

gilt. Indem man zum Infimum über alle nuklearen Darstellungen von S übergeht und ||/?|| = 
||R' II beachtet, erhält man die Behauptung. □ 


Beispiele 

(a) Sei 1 < p < OO und X = Y = Ta sei der Multiplikationsoperator mit 

einer Folge a = (an) e also Ta((Sn)) = (a„s„). Der Operator Ta- ist 

stetig mit UFall = max„ |a„| (Aufgabe II.5.11). Bezeichnet nun e„ (bzw. ej,) den n-ten 
Einheitsvektor in (bzw. in = (f^)', ^ ^ = 1), so gilt offenbar 

OO 

Ta = '^an e'a 0 e„. (VI.24) 

n=l 

Daher ist Ta nuklear mit IIEflUnuk < Wn\- Wir werden im Fall p = 2 sogar die 

Gleichheit zeigen (Satz VI.5. 5), so dass man für (a„) = (2) ^ f * einen kompakten, aber 
nicht nuklearen Operator auf erhält. 

(b) Seien A = f“, Y = f', (a„) e i\ und sei Ta'. i°° —>• f * wie oben durch Ta((s„)) = 

(a„s„) definiert. Es ist leicht zu sehen, dass Ta stetig ist mit ||7),|| = |a„| = ||fl||fi. 

Wie unter (a) erkennt man die Darstellung (VI.24), wobei diesmal ej, e f' C (1°°)' auf¬ 
gefasst wird. Dies zeigt e V(f“,f^)und HEallnuk < WA = || Fall. Satz VI.5.3(b) 
liefert nun sogar ||Fa||„uk = WA- 

(c) SeiA= Y = L°°[0,1], und sei A: e C([0,1]^). Wir betrachten den Integraloperator 

(Tkx)(s) = f k(s, t)x(t) dt. 

Jo 
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Der Operator L°“[0,1] —>■ L“[0,1] ist kompakt; das Argument ist dasselbe wie bei 
Beispiel II.3(d), wo wir Tk auf C[0,1] aufgefasst haben, denn (II.2) zeigt T^x e C[0,1] 
fürx e L“[0,1]. Wir werden n e N(L°°[0, 1]) mit 


l|r<:||nuk < 



sup |^(ä, f)| dt 

S 


(VI.25) 


zeigen. 

Wir beginnen mit einer Vorüberlegung. Sei n e N beliebig. Zerlege [0,1] in die 
2" Teilintervalle /j = [(j - l)2^",J2^"],J = 1,... ,2", die (bis auf die Randpunkte) dis¬ 
junkt sind. Seien e K, i, J = 1,... ,2", und sei kn die beschränkte messbare (aber 
unstetige) Funktion 


2 " 

kn{s, t) = '^af xii(s)xij(t) 

ij=l 

und der zugehörige Integraloperator auf L^[0,1]. Wegen 


2 " T 

/=i i=\ 


(n) f 

Jl. 


xit) dt xii e lin{ x/,: i = 1, ■ • ■, 2”} 


ist Tk„ ein Operator endlichen Ranges. Seine nukleare Norm kann folgendermaßen 
abgeschätzt werden. Setze 


x'fx) = ^ 


x{t) dt. 


Dann gilt ||ji^||(/,oo)' = ||x/jIIli = 2 ". Man erhält 


2 " 




j=i 


2 " 


Jn) 


Xii 


!=1 


also wegen || E/X/,-IIl“ = max,- \a-^ 




2 " 

11 11 nuk < XI 2^" ^ I I ■ 

J=l 

Das ist die diskretisierte Version von (VI.25). 

Nun zum eigentlichen Beweis. Sei e > 0 gegeben. Da k gleichmäßig stetig ist, 
existiert nio mit 


max{|ii-^ 21 , l?i-f 2 |} < 2 \kisi,ti)-k{s 2 ,t 2 )\ < s. 


(VI.26) 
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Sei n > m > mq, und sei = k{i2 ",y2 "). Betrachte den Operator - Tk^, wo 
gemäß der Vorüberlegung gewählt ist. Auch dieser lässt sich in die Form 

2 " 2 " 

{Tt„ — Tk„)x = EE j x{t) dt xii 

i=i j=i •’h 


mit geeigneten bringen. 

Der springende Punkt dieser Darstellung ist, dass nach Definition von 7^^ und nach 
(VI.26) stets \b^jl^\ < e ist. Die Vorüberlegung liefert deshalb 


2 " 


m-T, 


< 2 " max | < £■ 


J=i 


Daher ist (7(„) eine Cauchyfolge bzgl. || . Sei S e V(L°°[0,1]) ihr Limes 
(Satz VI.5.3(c)). Da (Riemannsche Summe!) 


2" I 

:= 2“" sup \k{s,j2^")\ j sup |A:(5, t)\ dt für n 

s Jo s 


und nach der Vorüberlegung || ||nuk E güh folgt 


oo 




||‘S||nuk< / SUp\k(s,t)\dt. 

Jo S 

Um das Beispiel abzuschließen, ist noch S = zu zeigen. Da k stetig ist, gilt 
\\kn - ^lloo ^ 0 nach Definition von k„. Nach (II. 2) folgt 


Andererseits ist nach Satz V1.5.3(b) 

m„-s\\ < ||r,„-s||„„k^o, 

woraus in der Tat S = T/^ folgt. 

Ähnlich kann man (VI.25) für Integraloperatoren mit stetigem Kern auf C[0,1] be¬ 
weisen; man muss dann die unstetigen Funktionen xii in der Definition von k„ durch 
eine stetige Zerlegung der Eins ersetzen. Vergleiche die Symmetrie zwischen (II.3) und 
(VI.25)! 

Der obige Beweis zeigt noch das analoge Ergebnis 

Tt e V(L'[0, 1]), ||T||nuk< f sup \k{s,t)\ds. 

Jo t 
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falls k ein stetiger Kern ist. Die Stetigkeit von k reicht aber nicht, um 7^ e A^(L^[0,1]) 
zu erzwingen (siehe S. 342); vgl. jedoch Beispiel VI.5(d) unten. 

Im Rest des Abschnitts werden wir Hilbertraumoperatoren detaillierter untersuchen und 
erst in den Bemerkungen und Ausblicken die Banachraumsituation kommentieren. Sei also 
H ein reeller oder komplexer Hilbertraum, den wir der Einfachheit halber als separabel 
voraussetzen wollen. (Die Resultate bleiben auch im nichtseparablen Fall richtig, nur die 
Beweise werden ein wenig technischer.) 

In Satz VI.3.6 wurde gezeigt, dass jedes T e K{H) in der Form 

OO 

T = J2^n{.,e„)fn (VI.27) 

11= i 

für geeignete Orthonormalsysteme (e„) und (/„) dargestellt werden kann. Die Zahlen 
■s« = Sn{T) > 0 sind die in ihrer Vielfachheit gezählten Eigenwerte des positiven selbst- 
adjungierten Operators \T\ = sie heißen, wie bereits in Satz VI.3.6 bemerkt, die 

singulären Zahlen von T. Im Vergleich mit dem folgenden Satz beachte {s„{T)') e cq und 
lirii =max„i„(r)= ||(^„(r))||,„. 

Wir nennen (VI.27) die kanonische Darstellung von T. 

Satz VI.5.5 Ein Operator T e. K{H) ist genau dann nuklear, wenn für die Folge der 
singulären Zahlen [s„{Tfj G f' gilt. In diesem Fall ist 

OO 

l|7’ll„uk = ^^„(r) = IKvCDjllii. 

n=l 

Beweis. Gelte zunächst (^„(r)) e Dann ist die kanonische Darstellung eine nukleare 
Darstellung, und es gilt daher HFUnuk < ^n(T). Sei umgekehrt T nuklear, und sei 

OO 

T — ^ ^ a^ (., X[i)yn 

n=l 

eine nukleare Darstellung mit ||x„ || = Hy« || = 1 für alle n und \a„\ < oo; wir haben hier 
den Satz von Frechet-Riesz V.3.6 benutzt. Es ist SniT) < |a„| zu zeigen, das zeigt 

nämlich (^„(7’)) e und nach Übergang zum Infimum über alle nuklearen Darstellungen 
E„v(7')< 

Sei also T = s„{. ,e„)fn die kanonische Darstellung von T. Für jedes m e N ist 

dann einerseits 


“ ^mfm 


oo 

Te^yi — ^ rifi{effi,Xfi)yn 
n=l 


andererseits 
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sowie nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Besselschen Ungleichung 

OO OO OO 

\a„ \ \ {em,Xn) \ \ {y„,fm)\ 

m=l m=l n=l 

OO 

= XI \ ^^m,Xn)\){\an\^'^ l(y«,/m}|) 

m,n=\ 



OO 

n=l 


Damit ist die gewünschte Abschätzung bewiesen. □ 

Als nächstes soll das Konzept der Spur einer Matrix verallgemeinert werden. Die Spur 
einer (n x M)-Matrix (öy) ist bekanntlich sie ist invariant gegenüber orthogonalen 

(bzw. unitären) Transformationen, d. h. gegenüber einem Wechsel der Orthonormalbasis. 
Stellt (fly) eine lineare Abbildung T dar, so gilt für jede Orthonormalbasis 

n n 

ciü= y^(7g/,g/>- 

/=i 1=1 

Das legt es nahe, auch für Operatoren auf unendlichdimensionalen Hilberträumen die Spur 
durch (Th;, e,) für irgendeine Orthonormalbasis (e,) von H definieren zu wollen. Es 
stellt sich hier jedoch die Frage nach der Konvergenz der Reihe und der Wohldefmiertheit, 
d. h., der Unabhängigkeit von der Wahl der Orthonormalbasis. 

Lemma VI.5.6 Sei T € N(H), (e„) eine Orthonormalbasis von H, und sei 

OO 

^ ^ ^ ( ■ » ^n)yn 

n=\ 
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irgendeine nukleare Darstellung von T mit \\Xn\\ = lljnll = 1 und {an) e Dann gilt 


OO OO 

'^an{yn,Xn) = ^(7e„,e„>. 

«=1 n=l 


Dabei ist die Konvergenz der Reihen absolut. 

Beweis. Wegen (a„) e und | (yn,x„) \ < 1 konvergiert die Reihe linker Hand absolut. Es 
folgt aus der Parsevalschen Gleichung (Satz V.4.9) 


OO OO OO 

{yn,ek){ek,Xn) 

n=l n=l k=l 

OO OO 

= EE an{yn,ek){ek,Xn) 

k=l n=l 


= y^^{Tek,ek). 

k=i 


Daher konvergiert auch die Reihe rechter Hand zum selben Limes, und zwar unbedingt, 
wie unser Argument zeigt. Also konvergiert auch diese Reihe absolut. □ 

Das Lemma zeigt, dass folgende Definition sinnvoll ist. 

► Definition VI.5.7 Sei T e N(H). Die Spur von T ist definiert als 

OO 

tr(7’) = ^{7e„,e„), (VI.28) 

«=1 


wo {e„) irgendeine Orthonormalbasis von H ist. Es gilt 


OO 

trCL) = ^ an(yn,Xn), (VI.29) 

n=l 


wo r = fl„{. ,Xn)yn nuklear dargestellt ist. Insbesondere ist 


OO 

iv{T) = Y,s„{mn,en), (VI.30) 

n=\ 


wenn man die kanonische Darstellung (VL27) einsetzt. 
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Die nuklearen Operatoren bilden also die Klasse von Hilbertraumoperatoren, für die 
eine Spur erklärt ist; daher heißen sie auch manchmal Operatoren der Spurklasse. Die 
Bezeichnung tr erinnert übrigens an trace. 

Satz VI.5.8 

(a) tr ist ein stetiges lineares Funktional aufN(H) mit ||tr|| = 1. 

(h) Ein Operator T ist genau dann nuklear, wenn T* nuklear ist. Ferner ist in diesem Fall 

trcr) = trcr*). 

(c) Ist T e N(H) und S e L(H), so gilt tx(ST) = tr(re). 

Beweis, (a) Die Linearität folgt aus (VI.28), die Stetigkeit aus (VI.30): 


OO OO 

|tr(r)| < Y.Sn{T)Wn,en)\ < Y. s ,{T) = \\T 

n=\ n=l 


Letzteres wegen Satz VI.5.5. Der Operator T = (. ,e)e zeigt sogar ||tr|| = 1. 
(h) folgt direkt aus den Definitionen. 

(c) Ist T = an{.,x„)yn, so ist 


OO OO 

ST = Y,an{-,Xn)Syn, TS = Y,‘Xn{-,S*Xn)yn 

n=l n=l 


folglich 


OO OO 

tliST) = Y^n{Syn,X„) =Y'^n{yn,S*Xn) = HTS). 
n=l n=l 


□ 


Korollar VI.5.9 Sei T e. K{H) selbstadjungiert. (X„) bezeichne die in ihrer Vielfachheit 
gezählten Eigenwerte von T, d. h., jeder Eigenwert /x kommt dim ker(/x - T)-mal vor. Dann 
ist T genau dann nuklear, wenn |A.„| < oo ist. In diesem Fall ist 


OO OO 

IILIInuk = ^ |k„| und tr(7’) = ^k„ 

n=\ n=\ 


Beweis. Nach dem Spektralsatz bilden die |A.„| genau die Folge der singulären Zahlen, und 
es existiert eine Orthonormalhasis aus Eigenvektoren von T. Korollar VI.5.9 folgt dann 
aus Satz VI.5.5 und (VI.28). □ 
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Beispiel 

(d) Sei k eine stetige Funktion auf [0,1]^, und es gelte k{s, t) = k(t, s) für alle s,t e 
[0,1]. Dann ist der zugehörige Integraloperator auf L^[0,1] 

{Tx)(s) = f k{s, t)x(t) dt fast überall 

Jo 

selbstadjungiert und kompakt (Beispiel II.3(c) undV.5(b)). Es wurde in Abschn. VI.4 
die Darstellung 

00 

k='^X„e„®e^ (VI.31) 

n=l 

entwickelt (Bezeichnungen siehe dort, insbesondere (VI. 9)). Wir setzen nun zusätzlich 
voraus, dass T positiv ist, also {Tx,x) > 0 für alle x e LJ gilt. In diesem Fall sind alle 
> 0, und nach dem Satz von Mercer (Satz VI.4. 2) ist die Konvergenz in (VI.31) 
absolut und gleichmäßig. Es folgt (X„) e f' und die Nuklearität von T, denn es ist 

00 

k(s, s) = E 

n=l 

daher wegen der gleichmäßigen Konvergenz 

oo > / k{s,s)ds =2^^n I e„(s)en(s) ds = y X„. 

Jo Jo „.1 

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich in vollständiger Analogie zum endlichdimen¬ 
sionalen Eall nach Korollar VI.5.9 

tr(7’) = [ k(s, s) ds. 

Jo 

Leider ist es nicht einfach, die Voraussetzung >0 am Kern k abzulesen; insbeson¬ 
dere ist die Bedingung A: > 0 dafür nicht hinreichend, siehe S. 306. Ferner sei nochmals 
darauf hingewiesen, dass die Stetigkeit von k allein nicht die Nuklearität von auf lJ 
impliziert (vgl. S. 342). Die obige Spurformel wird für eine größere Klasse von Kernen 
in Brislawns Arbeit in Froc. Amer. Soc. 104(1988) 1181-1190 bewiesen. 


VI.6 Hilbert-Schmidt-Operatoren 

Kommen wir nun zu einer größeren Klasse von Operatoren auf einem (separablen) 
Hilbertraum H, als es die nuklearen Operatoren sind. 
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► Definition Vl.6.1 Ein Operator T e K{H) heißt Hilbert-Schmidt-Opemtor, falls 
{sn(T)) e gilt. bezeichne die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren. Für einen 

Hilbert-Schmidt-Operator T setze 


I|7’||hs= Ilfe(r))llr2 = 

'^n=l 

II . Ilfjs h&iBtt Hilbert-Schmidt-Norm. 

Es ist auf Grund der Definition nicht klar, dass || . || jjg tatsächlich eine Norm ist. Es gilt 
jedoch der folgende Satz. 

Satz VI.6.2 

(a) Für T e K(Fl) sind äquivalent: 

(i) T ist ein Hilbert-Schmidt-Operator. 

(ii) Es gibt eine Orthonormalbasis (g„) mit ||7g„||^ < oo. 

(iii) Für alle Orthonormalbasen (g„) gilt ||7g„||^ < oo. 

In diesem Fall ist für alle Orthonormalbasen (g„) 

z OO 

lir||Hs = (^lirg„||2 
'^«=1 

(b) Ein Operator T ist ein Hilbert-Schmidt-Operator genau dann, wenn es T* ist. In 
diesem Fall ist HFUhs = I|F*||hs- 

(c) HS(f/) ist ein linearer Raum, und || . ||jjs ist eine Norm auf HS(//). Außerdem ist 
HS(i/) ein (nicht abgeschlossenes) Ideal in L(H). Ferner gilt HrH < HrUHS- 

(d) Es istN(H) C nS(H) mit ||r||Hs < \\TKu^- 

(e) Das Produkt von zwei Hilbert-Schmidt-Operatoren Ti und T 2 ist nuklear, und es ist 

I|rir2||nuk < ll^l ||hsI|72||hS- 




(f) Für S,T e HS(//) setze 


{S,T)ns = tr{T*S). 


(•>•}hs 
(HS(H), 


ist ein Skalarprodukt, das die Hilbert-Schmidt-Norm induziert. 
. II [js) ist ein Hilbertraum. Ferner gilt für alle Orthonormalbasen (g„) 


OO 

{S,TH5 = Y.{Sgn,Tgß. 

n=\ 
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(g) Die Operatoren endlichen Ranges liegen dicht in HS(//) bzgi der Hilbert-Schmidt- 
Norm 


liHS- 


Beweis, (a) Sei T = , en)f, die kanonische Darstellung von T e K(H). Dann gilt 

für jede Orthonormalbasis {g„) nach der Parsevalschen Gleichung 


E II 

m=l 


E 

m=l 
oo oo 

m=l n=l 
oo oo 

n=l m=l 

oo oo 

^WSnCnf = ^sl- 

n=l n=l 


oo 

^ ^ {§m^ ^n)fn 

n=l 


(Das Umsummieren ist erlaubt, da alle Terme positiv sind.) Das zeigt (a). 

(b) Zunächst beobachten wir, dass T* = Sn{ ■ ,fn)en gilt. Es sei (g„) eine Orthonor¬ 
malbasis, die das Orthonormalsystem (/„) umfasst. Es folgt T^gn = 0 für die die nicht 
zu den/„ gehören. Folglich ist 

oo 00 oo oo 

E \\T*gnf = \\T%f = E ll"«^«ll' = E"«’ 


und (b) folgt aus (a). 

(c) Dass HS(//) ein linearer Raum ist sowie die Dreiecksungleichung für || . || jjj folgen 
aus (iii) in (a) und der Dreiecksungleichung für die f^-Norm. Auch die Idealeigenschaft 
ergibt sich leicht aus (a) und (b). Ferner ist 


/ “ \ 1/2 

lirii =sup^„(r)< = ufiIhs, 

^ «=1 '' 


insbesondere 


I|7’IIhs= 0 ^ ||r||=0 ^ 7’ = 0. 

Auch ||kr||HS = |k| ||F||hs ist eine direkte Konsequenz aus (a). 
(d) Nach Satz VI.5.5 ist für T e N(H) 
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da II . 11,2 < II .11,1 gilt (Aufgabe 1.4.10). 

(e) Sei (g„) eine Orthonormalbasis von H. Dann ist 

OO 

T2X = 'Y^{T2x,g„)g„ 'ixeH, 

n=\ 

folglich 

OO 

T\T 2 X = 'Y^{T 2 X,gn)Tig„ WxeH, 

n=l 

d.h. 

OO 

TiT2 = J2i-’T;8n}Tign, 

n=l 

daher 

OO 

IIT’iT’zllnuk < ^Iir2*g„|| iirig«!! 

n=l 

( OO \ 1/2 / OO \ 1/2 

«=1 ^ ^«=1 ^ 

=* lirl IIhsIIT’i IIhs 
II7’2|IhsI|7’i IIhs- 

(f) Es ist leicht Zusehen, dass {.,. )hs ein Skalarprodukt ist; die Wohldefiniertheit folgt 
aus (e) und (b). (VI.28) impliziert für eine Orthonormalbasis (g„) 

OO OO 

tr(rs) = J2iT*Sg„,g„) = J2iS8n,Tg„), 

n=l n=l 

insbesondere 

OO 

«=1 

Nun zur Vollständigkeit von HS(//). Sei {T„) eine || . ||,js-Cauchyfolge. Wegen || . || < 
II . IIhs ist {T„) auch eine || . ||-Cauchyfolge; wegen der Vollständigkeit von L(H) existiert 
der Limes T dieser Folge bzgl. der Operatornorm. Da alle 7), kompakt sind, ist auch T 
kompakt (Satz 11.3.2(a)). Wir zeigen jetzt, dass T ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Sei 
dazu {g„) eine Orthonormalbasis, und sei V G N beliebig. Wähle m mit 

1 

Vn' 


T,n-T\\ < 
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Da {T„) eine || . Hfj^-Cauchyfolge ist, ist 

a := sup IIT^IIhs < oo. 

tl 


Es folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung für die f ^-Norm und nach (a) 


folglich 




n=\ 


1/2 / N 

<[Y.\\{T-T^)g„ 


1/2 / N 


'-n=l 
/ N ^ s 1/2 




n=l 


1/2 


^ n=l 

< 1 + a 




1=1 


1/2 


< 1 + er < oo. 


und T ist nach (a) ein Hilbert-Schmidt-Operator. 
Es ist nun noch 


lir„-7’||Hs ^ 0 

zu zeigen. Wähle zu e > 0 ein mo eN mit ||- T^Uhs < s für alle m,l> niQ. Sei wieder 
e N beliebig und wähle / = 1{N) > mq mit 


T-m < 


s 

Vn' 


Es sei ign) eine Orthonormalbasis von H. Es folgt für m> mq ähnlich wie oben 



Y,\\{T-Ti)g„f^ 


1/2 



/ N 2X 1/2 

^ n=l '' 

< 2s 
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und daher auch 




sup T. \\(T-TMn < 2e 


für m > niQ. 

(g) Wie in (b) sieht man für die Operatoren T = Än( ■, e„}/„ und Tn = 

T!l=\^n{-,en)fn 


^0 füriV- 


Eine wichtige Beispielklasse stellt der nächste Satz vor. 
Satz VI.6.3 Für T € L(L^[0, 1]) sind äquivalent: 


(i) Es gibt eine Funktion k € E^([0,1]^) mit 


(Tx){s) = {Tkx){s) := I k(s,t)x(t)dt fast überall. 

Jo 


(ii) r e HS(l2[0, 1]). 


In diesem Fall ist 


\k{s,t)\ dsdt ) = 11^11^2. 


Beweis, (i) ^ (ii): Sei (e„) (also auch (e„)) eine Orthonormalbasis von 1]. Dann gilt: 


^ = ^ / ds / k(s,t)e„(i 

n=l n=l ^ ^ 

nl oo 

= J ^ |{k(Ä, 


k(s, t)en(t) dt\ 


11^(5,. )|r ds (Parsevalsche Gleichung) 


-ff 


\k(s,t)f ds dt. 



326 


VI Spektraltheorie kompakter Operatoren 


Das zeigt, dass Tk ein Hilbert-Schmidt-Operator mit ||Tir||HS = II^IIl 2 ist. 
(ii) (i): Wir haben gerade gesehen, dass die Abbildung 


l2([0, 1]2) ^ HS(l2[0, 1]), k^Tk 


eine Isometrie ist. Sie hat dichtes Bild, da jeder Operator endlichen Rangs ■ ^Xn)yn 

Kernoperator zum L^-Kern 


JV 



ist (verwende Satz VI.6.2(g)). Eine isometrische Abbildung mit dichtem Bild zwischen 
vollständigen Räumen muss surjektiv sein, da ihr Bild ebenfalls vollständig, ergo abge¬ 


□ 


schlossen ist. Daher gilt (ii) (i). 


Ein analoges Resultat gilt für beliebige Maßräume (^2, E, /x) statt des Einheitsintervalls. 
Die bisherigen Resultate zeigen einen engen Zusammenhang zwischen co und K{H), 
und N(N) sowie und HS(H); außerdem entspricht das Summenfunktional (s„) 
s„ der Spur T ixT. In den Bemerkungen zu diesem Kapitel wird darauf detaillierter 
eingegangen. Im nächsten Satz wird diese Analogie untermauert; beachte die frappante 
Ähnlichkeit seiner Aussage mit den isometrischen Isomorphismen = (cq)', = (£'")' 

aus Satz II.2.3. 

Satz VI.6.4 

(a) Die Abbildung <t>: N{H) —>■ K{H)', 5 i—>■ <t >5 mit 't>s(r) = tr(5'7’) ist ein isometrischer 
Isomorphismus; es gilt also K(H)' = N{H). 

(b) Die Abbildung 'k: L{H) N(H)', 5 i-> 'I'^ mit ^siT) = tr(ST) ist ein isometrischer 

Isomorphismus; es gilt also N{Hy = L{H). 

Beweis. Der Beweis folgt der Strategie des Beweises von Satz II.2.3. 

(a) Zunächst ist <t> wohldefiniert und linear; die Abschätzung 


\^s(T)\ = |tr(5r)| < ||sriu,k< l|5||„uklir|| 


(hier gingen die Sätze VI.5. 8 und VI.5.4 ein) zeigt II < ll>5||nuk. 

Zum Beweis, dass <t> injektiv ist, gelte t[{ST) = 0 für alle T e K(H). Speziell folgt mit 
T = {. ,x)y =:x®y 


0 = tr(5T) = tr(x 0 Sy) = (Sy, x) 'ix, y e H. 


Also ist S = 0, und <t> ist injektiv. 

Um den Beweis von (a) abzuschließen, ist nun noch Eolgendes zu zeigen; 
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• Zuf e K{H)' existiert S e N(H) mit tt >5 =/ und ||S||nuk < li/ll- 

Dazu betrachte die Abbildung (x,y) f(y®x). Man sieht sofort, dass es sich um eine ste¬ 

tige Sesquilinearform handelt. Nach dem Satz von Lax-Milgram (Aufgabe V.6.1 8) existiert 
S e L{H) mit 


{Sx, y) = f(y 0 x) 'ix, y e H. 


Die eigentliche Schwierigkeit besteht nun darin, die Kompaktheit von S zu zeigen. Nach 
dem folgenden Lemma VI. 6 .5 reicht es zu beweisen, dass i{Sgn,h„)) für alle Orthonor- 
malsysteme (g„), (ä,,) eine Nullfolge ist. Um das einzusehen, sei (a„) e co beliebig. Der 
Operator T = a„ h„ 0 g„ ist dann kompakt mit HrH = sup„ |a„|. Da die Reihe für T 
normkonvergent ist, folgt 


[f{T)\ = 


OO 

^ a„f{hn 0 gn) 
n=\ 


OO 

^ ^ {^§n 5 ) 

n=l 


< \[f\\ liril = m ll(««)lloo 


Daher ist (a„) i-^ {Sg„, hn) ein stetiges Funktional auf co mit Norm < |[/||. Gemäß 

SatzII.2.3 wird es von einer f'-Folge dargestellt; nach Konstruktion ist ({Sgn,h„)) diese 
Folge. Daher gilt 


OO 

J2\iS8n,h„)\ < \[f\\ 

n=l 


und insbesondere (Sgn, h^) 0, und S ist kompakt. 

Betrachten wir nun die kanonische Darstellung S = s„e^®fn, so zeigt das obige 
Argument 


OO 

{Sn) = ({Sen,fn))el\ ^^„<|[/||. 

n=\ 

Nach Satz VL5.5 ist S nuklear mit ||5||nuk < \\f\\- 

Schließlich beobachten wir, dass/ und $5 auf allen Operatoren der Form y 0 x überein¬ 
stimmen, daher auf deren linearer Hülle und wegen der Stetigkeit von / und Oj auf deren 
Abschluss, der nach Korollar Vl. 3 . 7 K{H) ist. Es folgt Oj =/, wie gewünscht. Damit ist 
der Beweis von Teil (a) vollständig. 

(b) Der Beweis hier ist ähnlich wie (aber einfacher als) in Teil (a). □ 


Es bleibt noch ein Lemma nachzutragen. 
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Lemma VI.6.5 Sei S € L(H). Für je zwei Orthonormalsysteme (g„) und (/;„) gelte 
{Sgn,hn) —>■ 0. Dann ist S kompakt. 

Beweis. Falls S nicht kompakt wäre, existierte £ > 0 mit 

||5-r||>£ ^TeKQi). (VI.32) 

Wir werden induktiv Orthonormalsysteme (g„) und (/t„) mit 

\{Sgn,K)\>e VneN 


konstruieren. 

Ist n = 1, so setze F = 0 in (VI.32) und finde gi und hi mit ||gi|| = ||/ti|| = I 
und \{Sguhi)\ > s. Seien nun gi,... ,gn und hi,... ,hn (jeweils orthonormal) wie ge¬ 
wünscht bereits konstruiert. Sei E (bzw. F) die Orthogonalprojektion auf linjgi,... ,g„} 
(bzw. lin{/!i Wende (VI.32) auf den kompakten Operator T = SE + FS - FSE an 

und erhalte x,y e Fl mit 

|{(Id-F)S(Id-£)x,y)| = |{(S-r)x,y)| > £||x|| ||y||. 

Insbesondere ist Ex ^ x, Fy ^ y. Setze nun 

X- Ex y - Fy 

Wx-Exf ||y-Fy||- 


Es folgt gn+i -L gi und /t„+i _L hi für i < n sowie | {Sg„+i , h^+i > | > £. □ 

Kehren wir abschließend zur Spektraltheorie zurück. Im Folgenden sei H ein komplexer 
Hilbertraum. Wir wollen das Eigenwertspektrum von nuklearen und Hilbert-Schmidt-Ope- 
ratoren qualitativ untersuchen. 

Der selbstadjungierte Fall - hier stimmen die Beträge der Eigenwerte des Operators in 
ihrer Vielfachheit mit den singulären Zahlen überein - folgt aus Korollar VI.5.9 bzw. der 
Definition eines Hilbert-Schmidt-Operators: 

• Wenn T selbstadjungiert und nuklear ist, konvergiert die Reihe der Eigenwerte 
absolut. 

• Wenn T ein selbstadjungierter Hilbert-Schmidt-Operator ist, sind die Eigenwerte 
quadratisch summierbar. 

Diese Ergebnisse sollen im Folgenden für nicht notwendig selbstadjungierte (oder nor¬ 
male) Operatoren ebenfalls bewiesen werden. 





VI.6 Hilbert-Schmidt-Operatoren 


329 


Sei T e K{H). Das Spektrum besteht dann außer der 0 nur aus einer Nullfolge von 
Eigenwerten (evtl, ist die Menge der Eigenwerte endlich oder sogar leer), die man sich 
üblicherweise der Betragsgröße nach angeordnet denkt: 

ImiI > IM 2 I > ... > 0. 

Aus Theorem VI.2.5(c) folgt, dass für jeden Eigenwert /x ^ 0 eine (nicht zwingend ortho¬ 
gonale) Zerlegung H = V(/x) 0 /?(/x) existiert, wo V(/x) und R(ß) unter T wieder in sich 
selbst abgebildet werden; nach Konstruktion ist dabei (siehe Abschn. VI.2) 

A(/x) = {x: 3 m > 1 (/X - Tfx = 0}, 

und es ist := dimA(/x) < 00 . V(/x) heißt der verallgemeinerte Eigenraum oder 
Hauptraum zum Eigenwert /x und dessen algebraische Vielfachheit. 

Ist T selbstadjungiert, so ist (wie in der linearen Algebra) V(/x) = ker(/x - T) und 
gleich der bislang betrachteten geometrischen Vielfachheit dim ker(/x - T). Es gilt nämlich 

(/X - Tf'x = 0 (/X - T)x = 0 


für selbstadjungiertes T und reelles /x, denn 

||(/x-7’)x||2 = ((/x-r)x,(/:x-r)x) 

= {(/x-T)*(/x-r)x,x) 

= {{p^-Tfx,x). 

Die Eigenwertfolge [k„{T)) entsteht durch jeweils c?^j,-faches Wiederholen des Eigen¬ 
werts /X/t; üblicherweise geschieht die Anordnung dieser Eolge ebenfalls der Betragsgröße 
nach: 


IMCr)! > IW)| > ... >0. 


Diese Folge ist das Analogon zur Folge (kt) aus dem Spektralsatz für selbstadjungierte 
Operatoren, Theorem VI.3.2. 

Im folgenden Lemma wird eine schwache Version der Jordanschen Normalform eines 
kompakten Operators produziert. 

Lemma VI.6.6 Ist T e. K{H), so existiert ein Orthonormalsystem (e,,) mit 


(Te„,e„) = k„{T). 
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Beweis. Betrachte die Einschränkung von T auf N{iXk)- Diese Einschränkung Tk = 
kann als Operator von N(ßk) in sich aufgefasst werden (siehe oben). Wähle eine Basis 
von N(fj.k), so dass 7^ bzgl. dieser Basis Jordangestalt hat, d. h. 

Tfk.i = Bkfkj + ßkJkj-\ mit ßkj e {0,1). 

Wir indizieren die/^; nun um: 

(/l>/ 2 , ..•):= ■ ■ ■)■ 

Dann sind die/„ linear unabhängig (Aufgabe VI.7.20), und es gilt nach Konstruktion 
Tfn = Kim + ßnfn-X mit G {0, 1 }. 

Wendet man auf die/„ das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren (Satz V.4.2) an, 
erhält man ein Orthonormalsystem (e„) mit 

~ ^nfn 3 " Sn^ 

WO a„ ^0,g„e lin{ei,... ,e„_i} = lin{/i,.. .,/„_i}, so dass auch Tg„ e lin{ei,... ,e„_i}. 
Es folgt für alle n e N 


{Ten, e«> = {«„ Tfn + 7g„, e„> 

= {an(K(T)fn + ßnfn-\), Sn) 

= Xn(T){anfn,en) 

— XniT^{(Xnfn gn, k^n) 

= KiT). □ 

Wir formulieren jetzt den Hauptsatz über das Eigenwertverhalten nicht selbstadjungier- 
ter kompakter Operatoren. 

Satz VI.6.7 (Weylsche Ungleichung) 

Sei T G K(H), [KiT)) sei die Folge der in ihrer algebraischen Vielfachheit gezählten 
Eigenwerte von T, und [sniT)) sei die Folge der singulären Zahlen von T. Für l < p < oo 
gilt dann 


OO OO 

^ IW)!"’< 

n =1 n=l 


oo 

T=Y,SniT){.,fn)gn 

n=\ 


Beweis. Sei 
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die kanonische Darstellung von T, und es sei (e„) ein Orthonormalsystem wie in 
Lemma VI.6.6. Es folgt für alle m e N 

OO 

XmiT) = {Tem,em) = 'Y^SniT){emJn){gn,em). (VI.33) 

n=\ 


Schreibe abkürzend 


^mn ~ {^m^fn){gn^^m)- 


Dann gelten 


OO 

\amn\ < 1 und 

m=l 


OO 

^ ^ \^mn 1^1- 
n=l 


(VI.34) 


Um das einzusehen, beachte nur 


OO 

^ ^ \{^myfn){§ny^m)\ — 
m=l 



1/2 


< i[/;,ii iig«ii = 1, 


wo wir die Cauchy-Schwarzsche und die Besselsche Ungleichung verwendet haben. Die 
zweite Behauptung wird genauso bewiesen. 

Sei nun ^ ^ = 1, und sei M e N beliebig. Dann gilt (im Fall p > 1, der Fall p = 1 ist 

entsprechend zu modifizieren) die Abschätzung 


(VI.33) 

m=l n=l 


m=l 


i/p 


Y lamnMTf Y 


V? 


(VI.34)/“ 


n=\ 


m=l 


1/4 


im vorletzten Schritt verwende die Höldersche Ungleichung, und für den letzten Schritt 
bemerke (p-\)q=p. Daraus folgt die Behauptung. □ 


Wir formulieren noch zwei Spezialfälle. 
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Korollar VI.6.8 

(a) Für einen nuklearen Operator T gilt 

OO 

^|A«(r)l < lirilnuk. 

n=\ 


(b) Für einen Hilbert-Schmidt-Operator T gilt 



< lirilHs. 


VI.7 Aufgaben 


Aufgabe VI.7.1 Bestimmen Sie das Spektrum des Shiftoperators 

sowie des adjungierten Operators V: Welche Spektralwerte sind jeweils 

Eigenwerte? Wie ändern sich die Verhältnisse, wenn wir T als Operator von in sich 

auffassen? 

Aufgabe VI.7.2 (Resolventengleichung) Sei X ein Banachraum, und seien S,T e L(X). 

Zeigen Sie: 

(a) RdT)-R^(T) = {ß- X)R2iT)R^(T) Vk, ß e p(T). 

(b) R^iS) - RxiT) = R^iSXS - T)R 2 (T) WX e p(S) 0 piT). 

Aufgabe VI.7.3 

(a) Sei M ein kompakter metrischer Raum und sei h e C(M). Berechnen Sie das Spek¬ 
trum des Multiplikationsoperators Tß. f ßi auf C{M). Gehen Sie notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür an, dass ein Element des Spektrums ein Eigenwert 
ist. 

(b) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, dass Th kompakt ist. 
Beschreiben Sie insbesondere alle kompakten Multiplikationsoperatoren auf C[0,1]. 

Aufgabe VI.7.4 Sei K eine kompakte nichtleere Teilmenge von K. Zeigen Sie, dass es 

einen Operator T e L(l^) mit a{T) = K gibt. 

(Tipp: Versuchen Sie (ä„) h-> (a„Sn).) 
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Aufgabe VI.7.5 Sei X ein Banachraum. Dann ist die Menge ^2 aller stetig invertierbarer 
Operatoren auf X eine offene Teilmenge von L(A), und die Abbildung T T ' ist stetig 
auf 

(Hinweis: Neumannsche Reihe!) 

Aufgabe VI.7.6 Es sei T e L(X) ein Operator mit ||r|| e cr(T). Dann gilt ||Id + r|| = 
i + lir||. 

Aufgabe VI.7.7 (Courantsches Minimaxprinzip) Sei H ein Hilbertraum, T e K{H) sei 
selbstadjungiert. Man ordne die positiven Eigenwerte (inklusive Vielfachheiten) monoton 
fallend: > kJ — ■ • ■ > 0- 

(a) Sei a > 0, n e N. Dann sind folgende Aussagen äquivalent: 

(i) Inklusive Vielfachheiten hat T mindestens n Eigenwerte > a. 

(ii) Es gibt einen n-dimensionalen Teilraum U von H mit 

{Tx,x) > a{x,x) 'ix e U. 


(b) Es gilt 


,+ . {Tx,x} 

= sup mm -, 

U ;te£/\{0) {x,x} 


wobei U alle «-dimensionalen Unterräume durchläuft, für die {Tx,x) > 0 für alle 
X e U,x ^0 gilt. Wann wird das Supremum angenommen? Warum wird das Minimum 
in der obigen Formel angenommen? 

(c) Ferner gilt 

,+ . {Tx,x) 

kJ = mm max -, 

V xeV-L\{0) {x,x) 


wenn die rechte Seite positiv ist. Das Minimum wird jetzt über alle (n - l)-dimensi- 
onalen Unterräume gebildet. Für welches V wird es angenommen? 


Aufgabe VI.7.8 Sei/;:® ^ C 2:^ -periodisch und A|jg 2 jr] ^ L^[0,27r]. Betrachten Sie den 
Faltungsoperator 

dt 

Th: 2n] ^ ln], T^{s) = / f{t)h{s - 1 ) —. 

Jo 27 r 


(a) Th ist wohldefiniert, normal und kompakt. 

(b) Durch Entwicklung von h in eine Fourierreihe bestimmen Sie die Eigenfunktionen 
und Eigenwerte von Th- 

(c) Bestimmen Sie die Spektralzerlegung von Th- 
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Aufgabe VI.7.9 Seien H ein Hilbertraum, (e„)„gN ein Orthonormalsystem und (!„) eine 
beschränkte Zahlenfolge. Setze 

Tx = k„(x, e„>e„. 


(a) T e L(H), und T ist normal. 

(b) T ist kompakt genau dann, wenn lim„^oo = 0. 

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von T. 

Aufgabe VI.7.10 Sei H ein Hilbertraum und T e K(H). Dann stimmen die in Auf¬ 
gabe II.5.32 definierten Approximationszahlen a„(T) mit den singulären Zahlen Sn{T) 
überein. 

Anleitung: Ausgehend von der kanonischen Darstellung Tx = Sn{x, en)fn definiere man 
Operatoren U: H ^ l^, V: H ^ und D: f durch 

XH» ((x,e„>), X ((x,/„)), (^„) 

Finden Sie den Zusammenhang zwischen D und T und zeigen Sie mit Hilfe von 
Aufgabe II.5.32(d) 


an{T) < üniD) < S„(T) < UniT). 


Aufgabe VI.7.11 (Satz von Dunford über schwache und starke Analytizität) Sei X ein 
komplexer Banachraum, G C C offen und/: G X eine Funktion, so dass xf of für jedes 
y e A' analytisch ist. Dann ist/ analytisch, d. h. 


lim 


m-m) 

A-Ao 


:/'(^o) 


existiert für alle Xq e G. 

Beweisidee: Wir müssen zeigen, dass x„ := eine Cauchyfolge definiert, falls 

Um das einzusehen, stelle man x'(x„ -Xm) mit Hilfe der Cauchyformel dar, 
dann versuche man sup||^/||<[ |x'(x„ - Xm)\ abzuschätzen. Dazu ziehe man den Satz von 
Banach-Steinhaus heran. 


Aufgabe VI.7.12 Seien X und Y Banachräume und H ein Hilbertraum. 


(a) Wenn T. X Y nuklear ist, ist auch T'\Y'^ X' nuklear. 

(b) lir||„,k< lirilnuk- 

(c) Ist Y reflexiv, gelten auch die Umkehrung von (a) und „>“ in (b). 

(d) Ist T e NiH), so gilt tr(r*) = tr(rj. 
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Aufgabe VI.7.13 Sei H ein Hilbertraum. Dann sind äquivalent: 

(i) T e N{H), 

(ii) T = T 1 T 2 mit geeigneten Hilbert-Schmidt-Operatoren Ti und T 2 . 

Aufgabe VI.7.14 

(a) Der Integrationsoperator {Tx){t) = J‘^x{s)ds ist ein Hilbert-Schmidt-Operator auf 

L2[0, 1], 

(b) Bestimmen Sie die singulären Zahlen von T und entscheiden Sie, oh T nuklear ist. 

Aufgabe VI.7.15 Sei k e C'([0,1]^) und der zugehörige Integraloperator auf i^[0,1], 
also 

(Ttx){s) = f k{s, t)x{t) dt. 

Jo 


Dann ist nuklear. 

(Hinweis: Partielle Integration und Aufgabe VI.7.13.) 

Aufgabe VI.7.16 Sei k e C([0,1]^) symmetrisch und T^'. Z^[0,1] —>• LJ[Q, 1] der zuge¬ 
hörige Integraloperator. Der Kern k heißt positiv semidefinit, wenn für alle n e N und alle 
ii,.. .,Sn e [0,1] die Matrix [k{si, sj)) positiv semidefinit ist. 

(a) Tk ist genau dann positiv, wenn k positiv semidefinit ist. 

(b) Ist k positiv semidefinit, so gilt 

\k(s,t)\^ <k{s,s)k{t,t) Vs,t e [0,1 ]. 

(c) Für k{s, t) = |s -1|“, a > 0, ist nicht positiv. 

Aufgabe VI.7.17 Sei T e HS(//) (H ein Hilbertraum) mit Spektralradius r{T) < 1. Dann 
ist Id - r bijektiv und (Id - T)-^ =ld + RmitRe nS(H). 

Aufgabe VI.7.18 Sei T\ der Multiplikationsoperator (s„) 1 -^ {snjn) und sei S: 

£2 £2 Rechtsshiftoperator (si,S 2 ,...) i-> (0,Si,S 2 ,...). Dann ist R := ST kom¬ 

pakt. Geben Sie |/?| sowie die singulären Zahlen von R an. Wie sieht die Situation für den 
Linksshiftoperator (si,S 2 ; • ■ ■) ■ • ■) aus? 

Aufgabe VI.7.19 

(a) Sei k e und Dx'. l°° der „Diagonaloperator“ (s„) (A„s„). Zeigen Sie, dass 

Dl nuklear ist, und bestimmen Sie die nukleare Norm. 
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(b) Ein Operator T e L{X, Y) ist genau dann nuklear, wenn es Operatoren A e L{X,£°°), 
B e L(£^,Y) und Di e L(£°°,£^) mit X e £^ gibt, so dass das Diagramm 


X 


T 


V 


A 


B 


t 


Da 




kommutiert. In diesem Fall gilt 

l|r||„uk = inf||A|| ||ß|| ||k||,., 

wobei sich das Infimum über alle solche Faktorisierungen erstreckt, 
(c) Faktorisieren Sie 



mit Hilfe geeigneter Diagonaloperatoren D\ und D2 und zeigen Sie, dass es zu F e 
N{X) Operatoren 5i: X ^ £^, 82'- £^ ^ X mit T = 8281 gibt, für die 8182 ein Hilbert- 
Schmidt-Operator auf ist. 

Aufgabe VI.7.20 Sei X ein komplexer Banachraum, T e i(X), und es seien /xi,..., 
paarweise verschiedene Eigenwerte von T. Für j = 1,..., n seien xj von 0 verschiedene 
Elemente des Hauptraums N{ßj). Dann sind xi,... ,x„ linear unabhängig. 

Anleitung: Gelte ^"=1 = 0. Wählen Sie A: e N mit (ixj - Tfxj = 0 für alle j. Wählen 

Sie Polynome P und Q mit 

P{ß)(ßi - ixf + Qiß) ]~[(/xy - /x/ = 1 V/x e C. 

Setzen Sie in diese Gleichung T statt /x ein und werten Sie bei a\X\ aus. 


VI.8 Bemerkungen und Ausblicke 

Nach sechs Kapiteln sind wir nun da angekommen, wo die Funktionalanalysis ih¬ 
ren Ausgangspunkt nahm: bei der Fösungstheorie linearer Integralgleichungen. Um die 
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Jahrhundertwende war bekannt, dass diverse partielle Differentialgleichungen beherrscht 
werden können, indem man assoziierte Integralgleichungen löst. Allerdings gab es keine 
allgemeine Theorie der Integralgleichungen, sondern nur verschiedene Einzelbeiträge, und 
die Entwicklung einer solchen allgemeinen Theorie schien mit „unüberwindbaren Schwie¬ 
rigkeiten“ verbunden (Dieudonne [1981], S. 97). Aber hier trog der Schein. Dieudonne 
schreibt weiter (a.a.O., S. 98): 

It therefore came as a complete surprise when, in a short note published in 1900, Fredholm 
showed that the general theory of all integral equations [...] considered before him was in 
fact extremely simple [...]. 

Fredholm {Öfversigt af Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar 57 (1900) 
39-46) gelangte zu seinen Resultaten, indem er eine Integralgleichung mit stetigem Kern 



(VI.35) 


diskretisiert, die Determinante des entstehenden linearen Gleichungssystems studiert, 
wieder zum Limes übergeht und so die Reihe 



erhält; hier wird 



gesetzt. Dann beweist er, dass (VI.35) eine stetige Lösung besitzt, wenn A(k) ^ 0 ist, 
und dass die (höchstens) eindeutige Lösbarkeit umgekehrt A(k) ^ 0 impliziert. In sei¬ 
ner nachfolgenden Arbeit (Acta Math. 27 (1903) 365-390) baut er diesen Ideenkreis zur 
vollen Fredholm-Alternative für die Gleichung (VI.35) aus, und er entwickelt aus seiner 
Determinantentheorie explizite Lösungsformeln für (VI.35). 

In seiner 1. Mitteilung von 1904 (siehe die Bemerkungen und Ausblicke zu Kap. V) 
gelang es Hilbert, Fredholms Resultate für symmetrische stetige Kerne zu verfeinern. 
Er führt die Begriffe Eigenwert und Eigenfunktion für die nichttrivialen Lösungen der 
homogenen Gleichung (VI.35) ein; seine Eigenwerte sind also die Reziproken der heu¬ 
tigen Eigenwerte. Insbesondere wird der Entwicklungssatz VI.4.3 bewiesen, allerdings 
unter der einschränkenden Voraussetzung, dass - in den heutigen Begriffen - der Ope¬ 
rator Tk'. C[0,1] ^ C[0,1] dichtes Bild bzgl. der L^-Norm hat. Ferner benötigt Hilbert 
zunächst die Annahme, dass alle Eigenwerte einfach sind, wovon er sich danach durch ein 
etwas umständliches Störungsargument befreit. Kurz darauf bewies Schmidt {Math. Ann. 
63 (1907) 433-476) durch einen einfachen direkten determinantenfreien Zugang Hilberts 
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Sätze ohne weitere Einschränkungen an den (stetigen) Kern; er betrachtet auch unste¬ 
tige, aber quadratisch integrierbare Kerne und so die ersten Hilbert-Schmidt-Operatoren. 
Die Zerlegung nicht selbstadjungierter kompakter Operatoren auf einem Hilbertraum, 
Satz VI.3.6, stammt im wesentlichen ebenfalls von Schmidt. Auch die in Abschn. VI.4 
diskutierte Orthogonalentwicklung des Kerns wurde von Hilbert und Schmidt angegeben; 
Mercer bewies seinen Satz in Phil. Trans. Roy. Soc. London (A) 209 (1909) 415-446. Ein 
Analogon zur Singulärwertzerlegung aus Satz VI.3.6 auf gewissen Banachräumen (z. B. 

oder LP) wurde kürzlich von Edmunds und Lang (Studia Math. 214 (2013) 265-278) 
bewiesen; siehe auch Edmunds/Evans [2013]. 

In seiner 4. Mitteilung von 1906 zeigte Hilbert den Spektralsatz VI.3.2 mit seiner Theo¬ 
rie der quadratischen Eormen. Hier ist sein Zugang abstrakt und nicht auf Operatoren mit 
stetigem Kern beschränkt. Er behandelt sogar beschränkte, nicht kompakte Operatoren auf 
denen wir uns in Kap. VII widmen werden; und das macht es nötig, mit dem allgemei¬ 
nen Begriff des Spektrums statt der Eigenwerte zu operieren. Aber für den kompakten Fall 
gibt er ein unabhängiges Argument (S. 201ff. der 4. Mitteilung), dessen Kern der Beweis 
der Existenz des ersten Eigenwerts ist (vgl. Lemma VI.3.1( f)). 

Wie schon in den Bemerkungen zu Kap. V erwähnt, betrachteten Hilbert und Schmidt 
statt Operatoren Bilinearformen, und sie arbeiteten nicht auf dem Hilbertraum L^[0, 1], 
sondern dem Prähilbertraum C[0,1]. Eine detaillierte Analyse der Beweise des Spek¬ 
tralsatzes nach Hilbert und Schmidt gibt Siegmund-Schultze {Arch. Hist. Exact Sei. 
36 (1986) 359-381); es ist auch ein Nachdruck ihrer wichtigsten Arbeiten erschie¬ 
nen (Hilbert/Schmidt [1989]). Für eine moderne Darstellung unendlichdimensionaler 
Determinanten siehe Kap. 4 in Pietsch [1987]. 

Die Motivation zur spektralen Zerlegung eines Operators entsprang zum Teil der Theo¬ 
rie der Sturm-Liouville-Probleme. Wir skizzieren dazu einen sehr einfachen Fall. Sei p: 
[a, ft] —)• K stetig differenzierbar, q: [a, ft] ^ K stetig, und es gelte p(t) > 0 für alle t e 
[a,b]. Wir betrachten eine gewöhnliche Differentialgleichung in sog. selbstadjungierter 
Form 


Ly ■= ipy')' + qy = g. 


wo g e C[a,b] gegeben und y e C^[a,b] gesucht ist. Unter einem regulären Sturm- 
Liouville-Problem versteht man das Randwertproblem 


Ly = g, y{a) = y(b) = 0. 


(VI.36) 


(Tatsächlich kann man noch allgemeinere Randvorgaben zulassen.) Wir setzen voraus, 
dass (VI.36) eindeutig lösbar ist, was unter qualitativen Gesichtspunkten keine Einschrän¬ 
kung ist, da man ansonsten statt q die Funktion q + k^ für ein geeignetes ko e K betrachtet. 
In der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen zeigt man, dass dann die Lösung 
von (VI.36) in der Form 



h 


(VI.37) 
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angegeben werden kann. Die Funktion k heißt die Greensche Funktion des Sturm- 
Liouville-Problems (V1.36). Sie ist symmetrisch und stetig auf {a,U\ x {a,b\, so dass 
durch (VI. 37) ein selbstadjungierter kompakter Operator T auf dem Prähilbertraum 
(C{a,b\, II . 11^2) definiert wird, der invers zu L mit dem Defmitionsbereich {y e C^{a,b\. 
yia) = yib) = 0} ist. Der Spektralsatz garantiert nun, dass es eine Orthonormalbasis von 
L?[a,U\ aus (stetigen) Eigenfunktionen von T (d. h. aus Eigenfunktionen von L) gibt; im 
Fall p = ^ = 1 ist das das trigonometrische System. Singuläre Sturm-Liouville-Probleme 
sind solche, wo statt eines kompakten Intervalls auch unbeschränkte Intervalle zugelassen 
sind oder wo p am Rand von [a, b] verschwinden darf. Der Greensche Operator hierzu 
ist i. Allg. nicht kompakt, und zur funktionalanalytischen Analyse bedarf es der Spektral¬ 
zerlegung beschränkter oder sogar unbeschränkter Operatoren, die im nächsten Kapitel 
durchgeführt wird. 

Riesz’ bereits in Kap. I und II genannte Arbeit aus Acta Math. 41 (1918) 71-98 enthält 
die Spektraltheorie kompakter Operatoren, wie sie in Abschn. VI.2 dargelegt ist. Obwohl 
er eigentlich nur kompakte Integraloperatoren auf C[0,1] betrachtet, sind seine Argumente 
vollkommen allgemein (siehe das auf S. 44 wiedergegebene Zitat); sie sind so elegant, dass 
sie bis heute nicht vereinfacht wurden. Seine Resultate wurden durch Schauder (Studia 
Math. 2 (1930) 183-196) komplementiert, der gleichzeitig den adjungierten Operator be¬ 
trachtete. Riesz’ Idee, Kern und Bild von (Id - F)" zu analysieren, ist sicherlich durch die 
Konstruktion der Jordanschen Normalform einer Matrix nach dieser Methode inspiriert 
(siehe E. Weyr, Monatshefte f. Math. u. Physik 1 (1890) 163-236; in Büchern über lineare 
Algebra wird Lemma VI.2.2 im endlichdimensionalen Fall häufig Fitting zugeschrieben, 
der aber erst 10 Jahre alt war, als Riesz seine Arbeit schrieb). Die Klasse der Operatoren, 
auf die sich die Rieszsche Theorie erstreckt, umfasst außer den kompakten Operatoren 
noch solche, für die irgendeine Potenz F'" kompakt ist; siehe z. B. Pietsch [1987], S. 147. 

Da sich das Spektrum eines kompakten Operators auf (0) reduzieren kann, kann 
es Vorkommen, dass aus Theorem VI.2.5 keine Aussagen über die Zerlegbarkeit eines 
kompakten Operators gewonnen werden können. Es stellt sich dann die Frage nach der 
Existenz von invarianten Unterräumen eines Operators F e L{X), d. h., ob es einen abge¬ 
schlossenen Unterraum {0} f U f X mit T(U) C U gibt. Hier gilt der gefeierte Satz von 
Lomonosov aus dem Jahre 1973: 


• Sei S f 0 ein kompakter Operator auf einem Banachraum X. Dann besitzt S einen 
invarianten Unterraum, der für jedes T € L{X), das mit S kommutiert, ebenfalls in¬ 
variant ist. Insbesondere besitzt jeder Operator, für den irgendeine Potenz kompakt 
ist, einen invarianten Unterraum. 


Lomonosovs Beweis, der auf einem Eixpunktargument beruht, ist bei Bollobäs [1990] und 
Heuser [1992] dargestellt; dort findet man auch eine spektraltheoretische Beweisvariante 
nach Hilden und Michaels. In der anderen Richtung war bis vor wenigen Jahren kein einzi¬ 
ges Beispiel eines stetigen linearen Operators auf einem Banachraum bekannt, der keinen 
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invarianten Unterraum besitzt, und bis heute kennt man keine solchen Operatoren auf refle¬ 
xiven Banachräumen. Das erste Gegenbeispiel stammt von Enflo; seine 1981 eingereichte 
Arbeit erschien erst 1987 in Acta Math. 158 (1987) 213-313. Offenbar auf Grund ihrer im¬ 
mensen Komplexität benötigten die Herausgeber mehrere Jahre, sie auf ihre Korrektheit 
zu überprüfen. Mit einer anderen Methode hat Read (Bull. London Math. Soc. 16 (1984) 
337-401, J. London Math. Soc. 33 (1986) 335-348) Gegenbeispiele konstruiert; er hat 
auch gezeigt, dass auf jedem Banachraum, der einen zu isomorphen komplementierten 
Teilraum enthält (z. B. L^), ein Operator ohne invariante Unterräume existiert. Zu diesem 
Themenkomplex siehe Beauzamy [1988]. 

Nukleare Operatoren auf Hilberträumen wurden zuerst von Schatten und von Neumann 
(Ann. of Math. 47 (1946) 608-630) studiert, auf Banachräumen kommen sie zuerst bei 
Ruston (Proc. London Math. Soc. 53 (1951) 109-124) und Grothendieck (C. R. Acad. Sc. 
Paris 233 (1951) 1556-1558) vor. Der Name „nuklear“ leitet sich daher ab, dass diese 
Operatoren im Zusammenhang mit L. Schwartz’ Satz vom Kern aus der Distributionen¬ 
theorie (Abschn. VIII. 9) eine Rolle spielen. Schatten und von Neumann betrachten auch 
die Klasse Cp derjenigen Operatoren auf Hilberträumen, deren singuläre Zahlen eine Folge 
in bilden. Dies ist ein linearer Raum, auf dem T (^„ ■s«(T)^))*^^ eine Norm ist, 
die Cp zu einem Banachraum macht. Diese Schattenklassen werden bisweilen als nicht¬ 
kommutative IP- (oder LP-) Räume bezeichnet, mit denen sie viele Eigenschaften teilen. 
Z.B. ist analog zu Satz 11.2.3 (Cp)' zu Cq isometrisch isomorph, falls ^ -i- i = 1; hier spielt 
das Spurfunktional tr dieselbe Rolle wie das Summenfunktional ^ für Folgenräume und 
das Integral J für Funktionenräume. Das nichtkommutative Analogon zur Aussage von 
Aufgabe III.6.6 gilt ebenfalls: Jedes Funktional l e L(H)' kann als l = li + I 2 mit 
li(T) = ir(ST) für ein S G N{LL) und = 0 geschrieben werden, und, was der 

springende Punkt ist, es gilt ||£|| = \\£i || -H Dies ist ein Resultat von Dixmier (Ann. of 

Math. 51 (1950) 387-408). 

In Analogie zur Spur von nuklearen Operatoren auf Hilberträumen liegt es auch bei 
nuklearen Operatoren auf Banachräumen nahe, eine Spur durch 


00 00 

tr T = ^ ffxn) für r = ^ ® Xn 

n=\ n=l 


definieren zu wollen; hier gibt es jedoch das Problem der Wohldefiniertheit, denn es ist 
nicht klar (und in der Tat im Allgemeinen falsch), dass x'^(xn) nur von T und nicht von 
seiner Darstellung abhängt. Die Wohldefiniertheit gilt genau dann, wenn der Banachraum 
X die Approximationseigenschaft (siehe S.99) besitzt (Findenstrauss/Tzafriri [1977], 
S. 32). 

Der Satz von Hahn-Banach garantiert, dass es auf jedem Banachraum „viele“ ste¬ 
tige Funktionale gibt; aber er sagt nichts über die Reichhaltigkeit an Operatoren. Aus 
Funktionalen kann man die eindimensionalen Operatoren V ® x basteln und aus diesen 
absolut konvergente Reihen zusammensetzen. Daher garantiert der Satz von Hahn-Banach 



VI.8 Bemerkungen und Ausblicke 


341 


zumindest, dass es auf jedem Banachraum „viele“ nukleare Operatoren gibt, aber mög¬ 
licherweise keine weiteren stetigen Operatoren (außer dem identischen Operator). Man 
vermutet, dass ein Banachraum X existiert, so dass jedes T e L(X) in der Form k Id H- 5 mit 
einem nuklearen Operator S geschrieben werden kann; aber solch einen Raum zu konstru¬ 
ieren ist bis heute noch niemandem gelungen. Das stärkste Resultat dieser Art wurde vor 
Kurzem von Argyros und Haydon geliefert {Acta Math. 206 (2011) 1-54): Es gibt einen 
Banachraum, auf dem jeder Operator von der Form k Id H- 5 mit einem kompakten Opera¬ 
tor S ist. Die Konstruktion dieses Beispiels kombiniert Ansätze von Bourgain und Delbaen 
einerseits und Gowers und Maurey andererseits, ln dieser Richtung ist auch ein Ergebnis 
von K. John bemerkenswert, der für die von Pisier {Acta Math. 151 (1983) 181-208) stu¬ 
dierten Banachräume P zeigt, dass jeder kompakte Operator von P nach P' nuklear ist 
{Math. Ann. 287 (1990) 509-514). 

Weyl bewies seine Ungleichung in Proc. Nat. Acad. Sei. USA 35 (1949) 408-411. Er 
zeigte sogar eine präzisere Form seiner Ungleichung, nämlich 

N N 

. ^ |k„(r)r < ^ k„(r)|^ VAeN; 

n=l n=l 


hierfür müssen die Folgen der Eigenwerte und der singulären Zahlen betragsmäßig fallend 
angeordnet sein. Der Beweis im Text, der Reed/Simon [1978], S. 318, folgt, impliziert die 
Vergleichbarkeit der endlichen Abschnitte nicht. Varianten der Weylschen Ungleichung für 
Operatoren auf Banachräumen wurden von H. König gezeigt und auf Fragen der Eigen¬ 
wertverteilung von Integraloperatoren angewendet; darüber geben die Monographien von 
König [1986] und Pietsch [1987] Auskunft. 

Für nukleare Operatoren auf Banachräumen gilt i. Allg. nicht mehr die Eigenwertab¬ 
schätzung (k„(r)) e f', sondern nur noch (k„(r)) e l^. Das folgt aus Aufgabe VI.7.19(c) 
und dem Prinzip der verwandten Operatoren, welches für Operatoren V —>• Y und S 2 . 
Y ^ X besagt, dass T = S 2 S 1 € L{X) dieselben in ihrer algebraischen Vielfachheit ge¬ 
zählten Eigenwerte besitzt wie S = S 1 S 2 e L{Y), falls T kompakt ist (vgl. Pietsch [1987], 
S. 150); T und S heißen verwandt. Johnson, König, Maurey und Retherford {J. Funct. Anal. 
32 (1979) 353-380) haben bewiesen, dass nur in Hilberträumen alle nukleare Operatoren 
summierbare Eigenwerte haben: 

• IstX ein Banachraum, so dass für jeden nuklearen Operator aufX die Eigenwert¬ 
folge in liegt, so ist X zu einem Hilbertraum isomorph. 

Die Schlussfolgerung (k„(r)) e für nukleare Operatoren auf Banachräumen kann 
- zumindest für X = Ü oder X = L°° - nicht verbessert werden. Das sieht man mit 
Hilfe von Aufgabe VI.7.8 so. Sei / eine stetige 27r-periodische Funktion. Deren Fourier¬ 
koeffizienten sind dann genau die Eigenwerte des assoziierten Faltungsoperators, und nach 
Beispiel VI.5(c) ist das ein nuklearer Operator auf L°°[0,27r] oderL^[0,27r]. Es bleibt,/ so 
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zu wählen, dass die Folge der Fourierkoeffizienten in keinem für p < 2 liegt. (Nach der 
Besselschen Ungleichung liegt sie auf jeden Fall in i^.) Das erste Beispiel einer solchen 
stetigen Funktion stammt von Carleman, der 1923 bewies, dass die Reihe 


OO 


^in log« 



gleichmäßig konvergiert (Zygmund [1959], vol. I, S. 199). Dasselbe Beispiel zeigt nach 
Korollar VI.6.8(a), dass solch ein Operator nicht nuklear auf L^[0,2jr] sein kann, obwohl 
es sich um einen Integraloperator mit stetigem Kern handelt. 

In Zusammenhang mit dem Beispiel von Carleman ist noch ein Resultat von Paley und 
Zygmund von 1932 erwähnenswert: 

• Ist (c„) € e^(Z) und gilt |c„|^(log |n|)^ < OO für ein ß > \, so konvergiert 

icne'"' für fast alle Wahlen von Vorzeichen gleichmäßig. 

(Zygmund [1959], vol. I, S. 219.) Damit ist Folgendes gemeint. Seien n e Z, un¬ 
abhängige Zufalls variable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum f2, die mit jeweils der 
Wahrscheinlichkeit ^ den Wert -i-l bzw. -1 annehmen. Es sei A C die Menge derjenigen 
u), für die V„(tt))c„e'"' gleichmäßig konvergiert. Dann besitzt A die Wahrschein¬ 

lichkeit 1. Auch auf diese Weise erhält man also die Existenz von stetigen Funktionen, 
deren Fourierkoeffizienten in keinem ff für p < 2 liegen; aber man kann die passende 
Wahl der Vorzeichen nicht konkret angeben. Einen weiteren Existenzbeweis gibt Woj- 
taszczyk [1991], S. 100, der mit dem Baireschen Kategoriensatz und dem Satz vom 
abgeschlossenen Graphen argumentiert. Zu zufälligen trigonometrischen Reihen siehe Ka- 
hane [1985]. Dort findet man auch einen Beweis des nachstehenden Satzes von de Leeuw, 
Kahane und Katznelson (a.a.O., S. 63), der jede Hoffnung auf eine schärfere notwendige 
Bedingung an die Beträge der Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion als (c„) e £^(Z) 
zunichte macht. 

• Ist (a„) € £^(Z), so existiert eine Folge (c„) € f^(Z) mit \c„\ > |fl„| für alle n, so 

dass die Fourierreihe einer stetigen Funktion ist. 

Für Operatoren auf Hilberträumen ist noch der Satz von Lidskii aus dem Jahre 1959 
wichtig; er besagt 


OO 


• tr(r) = ^k„(7’) VTeN(H). 


«=1 


Für selbstadjungiertes T folgt diese Formel unmittelbar aus der Definition der Spur und 
dem Spektralsatz; der Beweis des allgemeinen Falls ist sehr viel schwieriger. Man findet 
verschiedene Beweise z. B. in Reed/Simon [1978], S. 328, oder Pietsch [1987], S. 218. 
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In Abschn. VI.6 haben wir der Einfachheit halber nur Hilbert-Schmidt-Operatoren von 
einem Hilbertraum in sich selbst betrachtet; man könnte ebenso Operatoren zwischen 
verschiedenen Hilberträumen heranziehen. Im Zusammenhang mit dem Rellichschen Ein¬ 
bettungssatz V.2.13 ist dann die Tatsache erwähnenswert, dass für k > n/2 die identische 
Einbettung von nach C K" offen und beschränkt, ein Hilbert-Schmidt- 

Operator ist (Adams [1975], S. 174). Als Analogon der Hllbert-Schmldt-Operatoren im 
Banachraumkontext sind die von Pietsch eingeführten absolut 2-summierenden Opera¬ 
toren anzusehen, die durch die Eorderung 

(x'(x„)) e £2 vV eX' ^ (l|Tx„||) e 

definiert sind. Diese Operatoren brauchen nicht mehr kompakt zu sein, aber ihr Quadrat 
ist es; in der Tat ist das Produkt zweier absolut 2-summierender Operatoren - wie bei 
Hilbert-Schmidt-Operatoren - stets nuklear. Eür diese Operatorklasse sei ebenfalls auf 
König [1986], Pietsch [1987] sowie Wojtaszczyk [1991] verwiesen. 



Spektralzerlegung selbstadjungierter 
Operatoren 


VII 


VII.1 Der Spektralsatz für beschränkte Operatoren 

In diesem Kapitel bezeichnet H stets einen komplexen Hilbertraum. Ist T ein normaler 
Operator auf C", so kann - wie aus der linearen Algebra bekannt - T diagonalisiert werden, 
d. h., T ist unitär äquivalent zu einer Diagonalmatrix D: 


UTU-' = D 


Eine andere Formulierung ist 



(VII. 1) 


wobei die pLj die paarweise verschiedenen Eigenwerte von T und die Ej die Orthogonal¬ 
projektionen auf die zugehörigen Eigenräume sind. Hier ist eine weitere Formulierung: 
Ist T diagonalisierbar, so sind die Diagonalelemente der Matrix D genau die in ihrer 
Vielfachheit gezählten Eigenwerte von T, etwa ki,... ,k„. Damit ist für x e C" die i-te 
Komponente von UTU^^x nichts anderes als das k,-fache der i-ten Komponente von x: 


{UTU-'x)i = kiXi, 


und D kann so als Multiplikationsoperator aufgefasst werden. Auf diese Weise kann man 
für stetige Funktionen/ die Matrix/(E) definieren, nämlich durch 


{Uf(T)U-\)i =f(Xdxi, 


vorausgesetzt, die Eigenwerte von T liegen im Definitionsbereich von/. (Man denke z. B. 
an f{t) = e' oder /(f) = v^!) Ist nun T ein kompakter normaler Operator auf einem 
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Hilbertraum H, so gilt eine (VII. 1) entsprechende Darstellung, wo die endliche Summe 
allerdings durch eine unbedingt konvergente unendliche Reihe ersetzt ist (siehe Korol¬ 
lar VI.3. 3). Auch dieses Resultat kann so gedeutet werden, dass T unitär äquivalent zum 
Multiplikationsoperator mit der Folge der in ihrer Vielfachheit gezählten Eigenwerte auf 
ist. Des weiteren haben wir diese Spektralzerlegung von T zum Anlass genommen, um 
zu definieren, falls a{T) C [0, oo), vgl. Satz VI.3.4. 

Ziel dieses Abschnitts ist es, analoge Resultate für selbstadjungierte beschränkte (d. h. 
stetige) Operatoren zu beweisen. (Die Beschränkung auf selbstadjungierte Operatoren er¬ 
folgt aus technischen Gründen, die Modifikation für normale Operatoren soll am Schluss 
kurz angesprochen werden.) Zuerst werden wir die Existenz eines Eunktionalkalküls für 
selbstadjungierte Operatoren nachweisen, d. h. die Möglichkeit, f(T) für geeignete Eunk- 
tionen/ zu definieren. Das wird es möglich machen, T zu einem Multiplikationsoperator 
auf einem geeigneten L^(/x)-Raum zu assoziieren und die zu (VII. 1) analoge Darstel¬ 
lung zu erhalten (dann ist allerdings die Summe durch ein Integral bzgl. eines sog. 
Spektralmaßes zu ersetzen). 

Wir beginnen mit einem einfachen Lemma. Eür T e L{H) definiere den numerischen 
Wertebereich W(T) durch 


W(T) = {(Tx,x}: ||x|| = 1}. 

W(T) ist beschränkt, also W{T) kompakt. (Übrigens kann man zeigen, dass W(T) stets 
konvex ist.) 

Lemma VII.1.1 Für T e L(H) gilt a{T) C W{T). 

Beweis. Sei X ^ W{T), also d := inf{ \k - ß\: ß e W{T)} > 0. Es folgt für ||x|| = 1 

d <\X- {Tx,x) \ = I((k - T)x,x)\ < II(k - T)x\\ ||x|| = ||(k - T)x\\. 

Das zeigt, dass k - T injektiv ist und dass (k - E) ran(k - T) H stetig ist (mit 
Norm < i). Damit ist k - E ein Isomorphismus zwischen FI und ran(k - T), so dass 
k-T abgeschlossenes Bild besitzt. Wäre ran(k - T) nicht dicht, gäbe es ein Element xq e 
ran(k - T)-^ mit ||xo|| = 1. Es folgte dann 


0 = {(k - T)xq,xq) = k - {Txq,xo) 

und daher k e W{T) im Gegensatz zur Wahl dieser Größe. 

Daher ist ran(k -T) = H und k e p{T). □ 

Eür selbstadjungiertes T ist WiT) C K, so dass wir folgendes Korollar erhalten. 

Korollar VII.1.2 Ist T e L{Fr) selbstadjungiert, so ist a{T) C K. Genauer gilt a{T) C 
[m{T),M{Ty\, wo m(T) = inf{(7x,x): ||x|| = 1), M{T) = sup{(7x,x): ||x|| = 1}. Speziell ist 
o{T) C [Q,oo) für positives T. 
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(Zur Erinnerung: T heißt positiv, falls stets {Tx, x) >0 gilt; nach Satz V.5.6 sind positive 
Operatoren auf komplexen Hilberträumen selbstadjungiert.) 

Als nächstes versuchen wir,/(E) für/ e C{a(T)) zu definieren. Sei zunächst / ein 
Polynom (mit Koeffizienten in C), etwa/(f) = mit/(7^) 

dann nur der Operator Yl'k=o‘^kT'‘ (mit = Id) gemeint sein kann. (Das würde man 
bei irgendeinem Operator auf irgendeinem Banachraum nicht anders machen.) Bei ei¬ 
nem selbstadjungierten Operator hat man jedoch zwei Zusatzinformationen. Zum einen 
wird sich für ein Polynom/ (mit dieser Definition für/(7’)) ||/(r)|| = ||/|o.(j’)||oo erweisen 
(siehe unten). Zum anderen liegen die Polynomfunktionen auf cr(7’) dicht in C(c7(T)). Dazu 
verwende den Weierstraßschen Approximationssatz, der allerdings bis jetzt nur für Funk¬ 
tionen auf einem Intervall bewiesen wurde (Satz 1.2.11). Da jedoch jede stetige Funktion 
auf er (r) zu einer stetigen Funktion auf dema)?’) umfassenden Intervall [m(T),M(T)] fort¬ 
gesetzt werden kann (Satz B. 1.5), folgt die behauptete Dichtheit. Das sind die wesentlichen 
Ingredienzien im Beweis des folgenden Satzes. 

Wir bezeichnen mit t die identische Funktion t \-^ t und mit 1 die konstante Funktion 
f 1. 


Satz VII. 1.3 (Stetiger Funktionalkalkül) 

Sei T G L{H) selbstadjungiert. Dann existiert genau eine Abbildung tl»: C{a{T)) L{H) 
mit 

(a) cl)(t) = T, dr(l) = Id, 

(b) $ ist ein involutiver Algebrenhomomorphismus, d. h. 

• <t> ist linear, 

• <t> ist multiplikativ (<t>(/ • g) = '!>(/) o <I>(g)), 

• <t> ist involutiv (<!>(/) = '!>(/)*), 

(c) tt> ist stetig. 

<t> heißt der stetige Funktionalkalkül von T. Wir schreiben f{T) := <i>{f)fürf e C{a{T)). 


Beweis. Eindeutigkeit: Nach (c) ist 0 durch seine Werte auf dem dichten Unterraum der 
Polynomfunktionen eindeutig bestimmt. Wegen der Finearität bestimmen die 0(1"), n > 
0, dJ eindeutig, wegen der Multiplikativität reicht es schließlich, <t>(t) und 't>(l) zu kennen, 
und die sind in (a) vorgeschrieben. 

Existenz: Wir versuchen, das obige Argument rückwärts zu lesen, und definieren daher 
zunächst für ein Polynom/: 1 Operator tPoC/) = YTk=ü o-kT'^- Wir fassen 
dabei/ als Polynom im Sinn der Algebra bzw. als Polynomfunktion auf K, nicht aber als 
Polynomfunktion auf a{T) auf, denn hier könnte ein Wohldefmiertheitsproblem entstehen: 
Ist z. B. aiT) = {0,1}, so erzeugen die Polynome t und dieselbe Polynomfunktion auf 
aiT), aber es ist nicht a priori klar, dass auch T = gilt. 
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Dass dieses Problem in Wahrheit nicht entsteht, ergibt sich sofort aus 

ll‘I>o(/)ll = sup |/(1)| = ||/U(r)||oo. (VII.2) 

Xea(T) 


Zum Beweis dieser Behauptung benötigen wir die Aussage 

cr(<Poif))=m)-^ecr(T)}, (VII.3) 

die einstweilen akzeptiert sei. Mit Hilfe von (VII.3) schließt man nämlich, da <t>o nach 
Definition (a) und (b) erfüllt: 

l|3>o(/)|p = ||cI>o(/)*d)o(/)|| 

= \\^o(ff)\\ 

sup{\k\: k e a(0o(ff))} 

'*= sup{|(f/)(k)|:kea(r)) 

= sup{|/(k)|2:kGa(r)}. 

Bei (*) haben wir uns der Sätze VI. 1.6 und VI. 1.7 bedient und bei (**) die Gleichung 
(VII.3) auf// angewandt; beachte, dass 't>o(/f) selbstadjungiert ist. 

Kommen wir nun zum Beweis von (VII.3), das für konstante Polynome offensichtlich 
gilt. Ohne Einschränkung hat/ also echt positiven Grad. Sei k e a{T). Da k Nullstelle von 
f-f(k) ist, gilt/(0-/(k) = {t-k)g{t) für ein Polynom g. Daher ist tPo(/)-/(^) = (7’-A.)cI>o(g) 
und, falls/(k) e p('t>o(/)) wäre, folgte 

Id = (r-k)cho(g)(<I>o(/)-/(X))"' = [<^Q(f)-nk))-^^a{g){T-k) 

(bemerke, dass die Operatoren in ran(tt>o) kommutieren). Es wäre dann k e p{T). Daher 
muß/(k) e cr('t>o(/)) sein. Sei umgekehrt /x e cr(<t>o(/))- Faktorisiere das Polynom/- /x 
(/ 0 ): 


fit)-p, = a{t-ki)---(t-k„). 


Dann ist 


<ho(/)-M = «(7’-Ai)---(r-k„). 


Wären alle 1,- e p{T), wäre auch /x e p('t‘o(/)); also muss k,- e a{T) für ein i sein. 
Wegen/(k,) = /x ist /x e {/(k): kea(T)}. 
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In (VII. 2) haben wir nicht nur gezeigt, dass <t>o als Abbildung vom Raum Vo der 
Polynomfunktionen auf g{T) nach L{H) wohldefmiert ist, sondern auch die Stetigkeit (so¬ 
gar die Isometrie) von Oq: (Vq, II • Iloo) ^ L{H) nachgewiesen. Daher ist tt>o eindeutig 
auf C(ct(T)) fortsetzbar, so dass die Fortsetzung (die heiße) stetig ist. Ein einfaches 
Limesargument zeigt, dass <!> auch (b) erfüllt. Um etwa die Involutivität von O zu sehen, 
approximiere/ e C(cj(T)) durch eine Folge von Polynomen (/„). Dann ist 


ch(/) = cI>(lim/„) 

\n^oo / 

= o( lim/„) 

\«^oo / 


= lim 0(/„) 

n—*-oo 


(da g g stetig ist) 
(da <I> stetig ist) 


= lim <i>o(fn) 
n—*-oo 

= lim cl>o(/„)* 

n—*-oo 


= ( lim <Po(f„)) 

\«—^OO / 

= «>(/)*. 


(da S S* stetig ist) 


Damit ist Satz VII. 1.3 bewiesen. 


□ 


In KorollarIX.3.8 werden wir einen anderen Beweis der Existenz des stetigen Funk¬ 
tionalkalküls für selbstadjungierte (sogar normale) Operatoren mit Hilfe der Theorie der 
Banachalgebren geben. 

Als nächstes stellen wir einige Eigenschaften des stetigen Funktionalkalküls zu¬ 
sammen. Einen abgeschlossenen Unterraum von L{H), der mit zwei Operatoren S und 
T auch ST enthält, nennen wir eine Algebra von Operatoren. 

Satz VII.1.4 Sei T e L{H) selbstadjungiert, f i—>• f{T) der stetige Funktionalkalkül auf 
C{a(T)). Dann gelten: 

(a) Il/(r)|| = ll/lloo (= sup,,,,^) |/(k)|). 

(b) Istf > 0, so istf(T) > 0 {d. h.fiT) ist positiv). 

(c) Aus Tx = Xx folgt f{T)x =ffk)x. 

(d) Spektralabbildungssatz: cr(/'(7’)) =/((T(r))) (= |/(k): X e cr(7’)}). 

(e) {f{T):f G C(cr(7’))} ist eine kommutative Algebra von Operatoren. Alle fiT) sind 
normal, f{T) ist genau für reellwertige f selbstadjungiert. 

Beweis, (a) ist bereits mit (VII. 2) gezeigt, denn die Polynome liegen dicht. 
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(b) Sei/ > 0. Schreibe/ = mit g e C{a{T)), g>Q. Dann ist für alle x e H 

{f(T)x,x} = (g(T)x,g{Trx) = (g(T)x,g(T)x) 

= {g(T)x,g{T)x) = \\g(T)xf > 0. 

(c) ist klar, wenn / ein Polynom ist, und folgt ansonsten durch das übliche Limesargu¬ 
ment. 

(d) Ist/ ein Polynom, so erhält man gerade (VII. 3). Sei [i ^ f(a{T)). Dann ist g := 
(f - e C{a{T)), und es ist 


gif-ß) = if-ß)8 = 1- 


Folglich 


giT)if(T) -ß) = {f(T) - ß)giT) = Id, 

also /X e p(f(T)). Das zeigt die Inklusion „c“. Umgekehrt sei /x = /(l) für ein X e 
a{T). Wähle ein Polynom mit ||/-g„||oo < so dass auch \f(X) - g„(X)\ < ^ und 
11/(7’) - gn{T)\\ < 7 sind. Nach (VII. 3) ist gn(X) e cr(g„(T)), also existiert x„ e H mit 
||.t:„|| = 1 und ||(g„(7’)-g„(A.))(.r„)|| < 7 (Aufgabe VII.5.9). Dann ist 

ll(/(7’)-/x)^«ll < - + \\{gn(J) - gn{X))Xn\\ < -, 
n n 

also kann f{T) - /x nicht stetig invertierbar sein (wenn überhaupt!). Daher folgt /x e 
cr(/(7’)). Alternativ kann man auch so schließen: /x -f(T) ist Limes der Folge (g„(A) - 
gn{T)), die aus nicht stetig invertierbaren Operatoren besteht. Nach Aufgabe VI.7.5 ist 
auch /X -f{T) nicht stetig invertierbar. 

(e) ist jetzt klar. □ 

Sei nun T kompakt und selbstadjungiert, und sei 

OO 

7’ = X! 

Ä :=0 

seine Spektralzerlegung gemäß Korollar VI.3.3. Hier setzen wir /xq = 0 G a{T) und Eq = 
die Orthogonalprojektion auf ker(r). (ßic)k>i bezeichnet die Folge der Eigenwerte / 0. 

Aus den Ergebnissen von Abschn. VI.3 folgt, dass die Abbildung / i-)- YlT=of^ßk)Ek 
die Eigenschaften (a), (b) und (c) aus Satz VII. 1.3 besitzt und daher den stetigen 
Funktionalkalkül von T beschreibt (hier ist natürlich/ e C(ct( 7’))). Mit Hilfe des Funktio¬ 
nalkalküls kann man die Projektionen Ek zurückgewinnen: Da a{T) bis auf 0 nur isolierte 
Punkte hat, ist die Funktion (/' > 1) 


/: a{T) = {0} U {/Xi,/X 2 ,...} ^ M, /(/x/ = 1, /(O = 0 sonst 
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stetig, und es gilt 

OO 

fjiT) = = Ej. 

k=\ 


Um auch für beschränkte selbstadjungierte Operatoren die (wie auch immer) in ihnen 
steckenden Orthogonalprojektionen zu erhalten, kann man versuchen, für {0,1}-wertige 
Funktionen / auf criT) einen Operator/(F) zu definieren. Leider werden i. Allg. solche 
Funktionen auf criT) nicht stetig sein, so dass der stetige Funktionalkalkül noch nicht 
ausreicht. Im weiteren werden wir/(r) für beschränkte messbare Funktionen auf criT) 
definieren. Dazu sei an die im Anhang A zusammengestellten Begriffe und Resultate aus 
der Integrationstheorie erinnnert. 

Sei M C C kompakt. Mit B{M) bezeichne den Vektorraum der beschränkten messbaren 
Funktionen auf M. Wir werden folgendes Ergebnis benötigen. 

Lemma VII.1.5 


(a) B{M), versehen mit || . ist ein Banachraum. 

(b) U C B(M) habe die Eigenschaft: 

Fallsfn e U, sup„ ||/„||oo < oo undf(t) := lim fft) 

«—>■00 

für alle t e M existiert, dann istf e U. 

Dann folgt U = B{M), wenn nur C(M) C U. 


(*) 


Beweis, (a) ist klar (vgl. Satz A.1.5(c)). 

(b) Sei V der Schnitt über alle Mengen S, C{M) C S C B(M), die die Eigenschaft 
(*) besitzen. Das System dieser S ist nicht leer, da B{M) dazugehört; es folgt C{M) C V. 
Als erstes wird gezeigt, dass V ein Vektorraum ist. Zu/o £ V setze V/, = {ge B(M): 
fo+ g e V}. Sei nun/o e C(M); dann ist C(M) C V/„, und hat (*). Daher gilt V C Vfy; 
d.h. 


foeC(M),geV ^ fo + geV. 

Sei nun go e V. Nach dem gerade Bewiesenen ist C(M) C Vgg. Daher gilt V C Vgg, da Vgg 
(*) hat. Es folgt 


goeV, geV ^ ge Vgg ^ g + goeV. 

Genauso zeigt man; a e C, g e V ^ ag e V. 

Nun werden wir beweisen, dass alle Treppenfunktionen in V liegen. Daraus folgt dann 
V = B(M), wie behauptet, da die Menge der Treppenfunktionen sogar || . ||oo-dicht in 
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B{M) liegt (Satz A.1.5(e)). Es bezeichne E die a-Algebra der Borelmengen von M. Es 
ist nur Xe ^ V für alle £ e E zu zeigen, da V ein Vektorraum ist. Wir betrachten A = 
{E e E: Xe £ V}. A umfasst alle (relativ) offenen Mengen, da für offenes E stetige 
/„ mit 0 < /,; < 1 und lim„^oo/n(0 = XeCO für alle t existieren. Also umfasst A einen 
durchschnittsstabilen Erzeuger von E. Nach einem Resultat der Maßtheorie genügt es, 
folgende Bedingungen an A zu verifizieren, um A = E zu zeigen;' 

(1) E,F e A,E c F ^ E\E e A. 

(2) E\,E 2 , ... e A paarweise disjunkt £ := £« e A. 

Die Bedingung (1) folgt wegen xf\e = Xf - Xe aus der Vektorraumeigenschaft von V, 
und (2) gilt wegen Xe = Xe„ (punktweise Konvergenz). 

Daher gilt A = E, was zu zeigen war. □ 

Teil (b) besagt, dass B(M) der kleinste Funktionenraum ist, der abgeschlossen ge¬ 
genüber punktweisen Limiten von gleichmäßig beschränkten Folgen ist und alle stetigen 
Funktionen enthält. 

Nun zur Erweiterung des Funktionalkalküls. Seien x,y e El sowie/ e C{a{T)), wo 
T e LiH) selbstadjungiert ist. Betrachte 

4,,(/) = {f{T)x,y). 

Dann ist C{a{T)) C linear (da/ i—/(£) linear) und wegen 

I4,,(/)I < ll/(7’)|| 14111411 = ||/||ool4ll 1411 

stetig. Es existiert also nach dem Rieszschen Darstellungssatz II.2.5 ein komplexes Maß 
mit 


{f(T)x,y)=f fdß,,y VfeC{a(T)). (VII.4) 

Ja(T) 

Beachte, dass die Abbildung 

H X H M(a{T)), (x,y) 

sesquilinear ist (also bis auf bilinear); des weiteren ist sie wegen ||/Xj:,j,|| = 

\\(-x,y\\ < 1411 1411 (siehe oben) stetig. (||/x|| ist die Variationsnorm des Maßes fx, siehe 
BeispielI.l(j).) Die rechte Seite der Gleichung (VII.4) ist jedoch auch für/ e B(ct(T)) 
sinnvoll, und das gibt Anlass, auch für solche / einen Operator/(£) zu definieren. 


'Vgl. Bauer [1990], S. 8, oder Behrends [1987], S. 26. Ein Mengensystem mit (1) und (2) heißt 
Dynkinsystem. 
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Satz VII.1.6 (Messbarer Funktionalkalkül) 

Sei T € L{H) selbstadjungiert. Dann gibt es genau eine Abbildung O: B{a{T)) L{H) 
mit: 

(a) $(t) = T, $(1) = Id, 

(b) tt> ist ein involutiver Algebrenhomomorphismus, 

(c) tt> ist stetig, 

(d) fn e B(a(T)), sup„ ||/„||oo < oo und /„(f) f(f) für alle t e a{T) implizieren 
{^{fn)x,y) -> {'t>{f)x,y) für alle x,y e H. 

Beweis. Eindeutigkeit: Nach Satz VII. 1.3 bestimmen (a), (b) und (c) 0(/) für/ e C{a{T)) 
eindeutig; (d) und Lemma VII. 1.5 zeigen dann die Eindeutigkeit für/ e B(a{T)). 

Existenz: Seien/ e B(g{T)), x,y e H. Konstruiere die Maße pL^.y wie oben und 
betrachte die Abbildung 


(x,y) i-> 





Das ist eine stetige Sesquilinearform, denn 



< ll/lloollM.,rll < ll/llool|x|| Ibll. 


Nach dem Satz von Lax-Milgram (Aufgabe V.6.18) existiert ein eindeutig bestimmter 
stetiger Operator, der mit '!>(/) bezeichnet werde, mit || <!>(/)|| < ll/lloo und 


{^(f)x,y) = f fdßjcy '^x,yeH. 
Jc(T) 


Es sind noch (a), (b), (c) und (d) zu verifizieren; beachte, dass nach Konstruktion '!>(/) = 
<!>(/) =f(T) für stetige/ ist. Daraus folgt bereits (a), und (c) ist auch schon gezeigt. 

Zu (d): Nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt sofort 


{0if„)x,y) {t>(f)x,y) 


für x,y e H unter den Voraussetzungen von (d). 

Zu (b): Nach Konstruktion ist O linear, und es gilt <!>(/ • g) = <!>(/) o <t>(g) für stetige/ 
und g. 

Sei nun g stetig. Setze {/ = {/ e B{a(T)): ^(fg) = '!>(/) o 0(g)}. Nach der Vorbemer¬ 
kung gilt C{a(T)) C U. Um U = B(a(T)) zu schließen, verwende Lemma VII. 1.5(b): 
Seien/« e U, sup« ||/„||oo < oo, und gelte/„(t) ^ f{t) für alle t e a(T). Nach (d) ist 
einerseits 


lim {^(/„)('I>(g).t:),y) = (<i>(f)(<i>ig)x),y) 

W—i^OO 
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und andererseits 


lim {$(/,)('I>(g)jr),y> = lim {<i>(f„g)x,y) = {0(fg)x,y), 

«—^OO «—^OO 

da/„ e U. Da x und y beliebig waren, folgt/ e U. Mit Lemma VII. 1.5(b) schließen wir 
U = 

Als nächstes sei / messbar und beschränkt. Setze V = {g e B(a(T)): (i>(fg) = 
<I>(/)tt>(g)}. Nach dem ersten Beweisschritt ist C(a{T)) C V, und wie oben sieht man 
mit Hilfe von Lemma VII. 1.5 V = B{a(T)). Das heißt aber, dass multiplikativ ist. 

Mit einer ähnlichen Technik zeigt man <!>(/) = <!>(/)* für/ e B{a{T)). □ 

Wiederum werden wir die Schreibweise/(T) statt $(/) verwenden. Beachte, dass die 
f{T) paarweise kommutieren, dtnn f{T)g{T) = (fg){T) = (gf)(T) = g{T)f(T), und normal 
sind./(7’) ist selbstadjungiert für reellwertiges/. 

Teil (d) aus Satz VII. 1.6 kann noch verbessert werden, es gilt nämlich sogar: 

(d') /„ e B{a{T)), sup,J|/,||oo < oo und/„(t) f{t) für alle t e (y{T) implizieren 
fn(T)x f(T)x für alle x & H. 


Beweis. Zunächst zeige ||/„(r)x|| ^ ||/(r)x||: 

\\fn{T)xf = UT)x,fn(T)x) 

= {fn(T)*UT)x,x) 

= {(fnfn)(T)x,x) 

^ ((ff)(T)x,x) = \\f(T)xf-, 

hier haben wir (d) auf//„ angewandt. Da in einem Hilbertraum nach Aufgabe V.6.5 
Zn Z schwach, ||z„|| ^ ||z|| ^ Zn ^ z 

gilt, folgt nun (d') aus (d). □ 

Wir werden insbesondere an den Operatoren xa(T) für Borelmengen A interessiert sein 
und formulieren dazu zwei Lemmata. 

Lemma VII.1.7 Für Borelmengen A C <y{T) ist Ea '■= Xa(T) eine Orthogonalprojektion. 


Beweis. Wegen Xa - Xa gilt E\ = Ea und wegen xa = Xa gilt E\ = Ea (beachte noch 
SatzV.5.9). □ 
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Lemma VII.1.8 Sei T e L{H) selbstadjungiert. Dann gilt: 

(a) xdT) = 0, XaiT)(T) = Id. 

(b) Für paarweise disjunkte Borelmengen Al, A 2 ,... (Z o {T) und x & Fl ist 

00 

1=1 

(c) Xa{T)xb(T) = XAnB(T) für Borelmengen A,B C (r(T). 

Beweis, (a) folgt aus Satz VU.1.6(a), (b) aus Satz VII. 1.6(d') (siehe S.354) mit/„ = 
Eti Xa,- und (c) aus xa ■ Xb = Xahb und Satz VII. 1.6(b). □ 

Im Allgemeinen ist ^ Xa^T) = x\jAi{T) falsch, da ja fast nie ||xa, (7’)|| —>• 0 gilt (wann 
nämlich nur?). Die Lemmata VII. 1.7 und VII.1.8 besagen, dass die Abbildung 


E\ A \-^ XAr\a(T)iT) (VII.5) 

im Sinne der folgenden Definition ein Spektralmaß ist. 

► Definition VII.1.9 Sei E die Borel-cr-Algebra auf K. Eine Abbildung £: E —>• L{H), 
A\-^ Eji heißt Spektralmaß, falls alle E^ Orthogonalprojektionen sind und 

(a) Elfi = 0, Er = Id, 

(b) für paarweise disjunkte Ai, A 2 ,. .. G E 

00 

^ La, (j^) = Ey a,- (a) 'ix eH 

i=\ 

gelten. Ein Spektralmaß E hat kompakten Träger, falls eine kompakte Menge K mit Ek = 
Id existiert. 

Man zeigt leicht, dass automatisch E/iEß = EßE^ = EymB gilt (Aufgabe VII.5. 7). Als 
nächstes soll erklärt werden, wie eine beschränkte messbare Funktion / bezüglich eines 
Spektralmaßes integriert wird. Dazu geht man wie bei der skalaren Integration in mehreren 
Schritten vor. Im 1. Schritt sei/ = xa> A e E, eine Indikatorfunktion. Dann soll natürlich 

j fdE = EA 

sein. 2. Schritt: Sei/ = ^",^1 a,XA, eine Treppenfunktion. Dann setze 
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Es ist nun zu überprüfen, dass diese Definition wirklich nur von / und nicht von der Dar¬ 
stellung oiiXAi abhängt. (Das ist sehr einfach.) 3. Schritt: Sei/ beschränkt und messbar. 
Dann existiert eine Folge (/„) von Treppenfunktionen, die gleichmäßig gegen/ konvergiert 
(Satz A.1.5(e)). Man ist nun versucht, 

1 fdE= lim 1 f„dE (VII.6) 

J n^ooj 

ZU setzen. Das ist gerechtfertigt durch das folgende Lemma. 


Lemma VII. 1.10 Für eine TreppenfunktioH / gi/t Wff r/EH ^ ll/lloo- 


Beweis. Sei ||x|| < 1 und/ = Y'i=\^iXAi, wobei die A, ohne Einschränkung paarweise 
disjunkt seien. Dann ist 



^aßAiix) 


^ \\aiEAi{x)f 


= Y,\ai\^\\EA,{x)f 

< sup|a,-|2^ ||£'^/a:)||^ 

i 

= ii/iiLiiE^-^.^ir= 

< \\f\t\uf, 


2 

oo 


euaWII 


2 


wobei zweimal der Satz von Pythagoras benutzt wurde. 


□ 


Im Hinblick auf (VII.6) impliziert Lemma VII. 1.10, dass (ff„dE) eine Cauchyfolge 
in L{H) ist (da ja (/„) eine || . -Cauchyfolge ist) und folglich einen Limes besitzt. 
Gleichzeitig folgt, dass f f dE durch (VII.6) wohldefiniert, d. h. unabhängig von der 
approximierenden Folge (/„) ist. 

Für das so definierte Integral benutzen wir die Bezeichnungen 

f dE, j f(X)dEi, j fdE etc. 

J Jr 

Hat E kompakten Träger, etwa Eg = Id, und ist f:K^C eine beschränkte messbare 
Funktion, so definieren wir J f dE := ff. fdE durch xk/ dE-, beachte, dass diese Defini¬ 
tion von der Wahl von K unabhängig ist, denn für Ek = Id und K (lA = 0 gilt = 0 und 
deshalb f xxf dE = 0. 

Der folgende Satz fasst zusammen, was wir über die Integration bezüglich eines 
Spektralmaßes entwickelt haben. 


SatzVII.1.11 Für ein Spektralmaß E und eine beschränkte messbare Funktion f existiert 
f f dE G LfEl). Die Abbildung f i—>• f f dE ist linear und stetig, genauer gilt \\ff dE\\ < 
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ll/lloo- Istf reellwertig, so ist f f dE selbstadjungiert. Ist K gM. eine kompakte Menge mit 
Efc = Id, so genügt es, dass f auf K definiert und beschränkt ist. 

Sei jetzt E ein Spektralmaß mit kompaktem Träger. Da alle Polynome auf kompak¬ 
ten Mengen beschränkt sind, ist JfdE für Polynome / erklärt. Speziell existiert T := 
/ X dEx e L{H), und T ist selbstadjungiert. Wir haben also in (VI1.5) einem beschränk¬ 
ten selbstadjungierten Operator ein Spektralmaß mit kompaktem Träger zugeordnet, und 
soeben haben wir zu einem Spektralmaß mit kompaktem Träger einen beschränkten 
selbstadjungierten Operator assoziiert. Wir werden beweisen, dass das zueinander inverse 
Operationen sind. 

Zunächst sei E ein Spektralmaß mit kompaktem Träger, und sei T = f X dEx ■ Es ist zu 
zeigen, dass das Spektralmaß von T, d.h. A XAn(T( 7 ’)(E), mit E übereinstimmt. Sei/: 
aiT) -> C beschränkt und messbar. Setze / auf K \ aiT) durch 0 fort und bezeichne die 
so auf K fortgesetzte Funktion mit/. Nach Satz VII. 1.11 existiert der Operator 



und »P: B(a{T)) L(H) ist linear und stetig. »P ist auch multiplikativ (für Treppenfunk¬ 
tionen ist das klar wegen EaEb = Eacb, allgemein folgt es durch Approximation) und 
involutiv (ähnliches Argument). Um zu zeigen, dass auch (d) aus Satz VII. 1.6 gilt, be¬ 
merke, dass für x,y e H die Abbildung v^y. A i-^ {EAX,y) ein komplexes Maß ist und 
dass 



(VII.7) 


gilt (klar für Treppenfunktionen und einfach sonst); man braucht dann nur noch den 
Lebesgueschen Konvergenzsatz anzuwenden. Es bleibt zu überlegen, dass auch 


Id = 'P(l) und T = 'P(t) 


gelten. Die erste Behauptung ist äquivalent zu Ea(T) = Id, und daraus folgt dann 'P(t) = 
X dEx = T nach Satz VII. 1.11. 

Um Ea(T) = Id zu zeigen, wähle ein (aus technischen Gründen) halboffenes Inter¬ 
vall (fl, h] mit E^a,b\ = Id. Sei /x e p{T). Wir werden zuerst Ejj = 0 für eine geeignete 
Umgebung U von /x zeigen. Da /x - T invertierbar ist, existiert nach Aufgabe VI.7.5 ein 
5 > 0 mit 

||S- (/X - T)!! < i5 ^ S invertierbar und II < C := ||(/x - II + 1- 

Wir dürfen 8 = ^ und 8 < ^ annehmen, setzen a/^ = a + k8 für k = 0,... ,N und 
betrachten die Treppenfunktion/ = Ylk=i ‘^kXiaxA.akl- Satz VII.1.11 impliziert 
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wo Ek = E^a^.uak]- Also gilt wegen Ek = Id 


N 

iß-T)- '^{ß - ak)Ek 

k=i 


< 8 . 


Nach Wahl von 8 bedeutet das, dass Ylk=i (ß~‘^k)Ek invertierbar und die Norm des inversen 
Operators < C ist. Diese Norm ist jedoch andererseits sup{ |/x - ak\~^’. Ek ^ 0}. Daher gilt 
Ek = 0, falls \ß-ak\ < ^; also ist in der Tat £j/ = 0 für eine Umgebung von ß. 

Sei jetzt K C piT) kompakt. Nach dem gerade Bewiesenen existieren zu ß e K 
Umgebungen mit Eu^ = 0. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele ß\,... ,ßn mit 
K C U;Li folgt Ek = 0. Da die positiven Maße A \-^ {Eax,x) regulär sind 

(Satz 1.2. 15), ist (Ep(T)X,x) = 0 für alle x; mit Korollar V.5. 8 folgt = 0, d. h. ££,( 7 -) = Id. 

Damit haben wir die Bedingungen (a)-(d) aus Satz VII. 1.6 verifiziert und erhalten den 
folgenden Satz. 


Satz VII.1.12 Ist E ein Spektralmaß aw/M mit kompaktem Träger und T der selbstadjun- 
gierte Operator T = f k dEx, so ist 

L{H),f^ [ fdE 
Ja(T) 

der (gemäß Satz VII.1.6 eindeutig bestimmte) messbare Funktionalkalkül. Insbesondere ist 
Ea(T) = Id. 

Speziell ergibt sich für messbare A C o(T) 


Xa{T) = 'k(xA) = j XAdE = Ea, 

d. h. das gemäß (VII. 5) zu T assoziierte Spektralmaß stimmt mit dem T definierenden 
Spektralmaß überein. 

Ist umgekehrt ein selbstadjungierter Operator T gegeben, E sein assoziiertes Spektral¬ 
maß (gemäß (VII. 5)) und schließlich S definiert durch / k dEx, so ist S = 7; Zunächst hat 
E kompakten Träger wegen XairßT) = E^ij) = Id. Wähle eine Treppenfunktion/ auf a{T) 
mit 11/ - t||oo < £■ Dann ist 

\\T-S\\ < II7-/(7)II+ 11/(7) -!!/(/) II+ 11!!/(/)-S|| <2e 

(hier bezeichnet /(7) den Funktionalkalkül von 7 (Satz VII. 1.6), '!'(/) den von S 
(Satz VII. 1 .12)), da nach Satz VII. 1 .6 

lir-/(r)ll < l|t-/||oo<e 
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sowie nach Satz VII. 1.11 


ws-'i’im = II [ 

\\Jcr(T) 


(t-f)dE <||t-/||oo<e 


gelten; außerdem ist 


fiT) - ^>if) = otiXA,{T) - ^ aßA, = 0 


für/ = ^ d-iXAi nach Definition, denn = XAi(T)- 

Die bisherige Diskussion fasst der zentrale Satz dieses Abschnitts zusammen. 

Theorem VII.1.13 (Spektralsatz für selbstadjungierte beschränkte Operatoren) 

Sei T G L{E[) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmaß mit 
kompaktem Träger E aufM. mit 



(VII.8) 


Die Abbildung f i—>• f{T) = f f(X) dEx definiert den meßbaren Funktionalkalkül. f(T) ist 
bestimmt durch (vgl. (VII.7)) 



(VII.8) ist die T = XiExi verallgemeinernde Formel! Sie zeigt, dass T aus den 
Orthogonalprojektionen Ea,Ac. ct{T), zusammengesetzt ist, jedoch i. Allg. auf ,J<;ontinu- 
ierliche“ Weise, nämlich als Integral und nicht als Summe. Noch etwas zur Bezeichnung: 
Das Symbol d{Exx,y) bezeichnet die Integration bzgl. des Boreimaßes A !-)► {EAX,y), es 
ist dasselbe Maß, das in (VII.4) mit bezeichnet wurde. 

Sei nun S G L(H) ein weiterer beliebiger Operator. Die Mengenfunktion A 
{SEaX, y) = {EaX, S*y) ist dann ebenfalls ein Maß. 

Korollar VII.1.14 Sei T g L(H) selbstadjungiert und E sein Spektralmaß. Ein Operator 
S G L{EI) vertauscht genau dann mit T (d.h. ST -TS = 0), wenn S mit allen Ea vertauscht. 

Beweis. S vertauscht mit T genau dann, wenn S mit allen T", n > 0, vertauscht, und das 
heißt 


{Srx,y) = {T"Sx,y) Vx,yeH,n> 0. 


Dies wiederum ist äquivalent zu 


j X"d{SExx,y) = j 


X" d{ExSx,y) Vjc,y e H, n > 0, 
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denn es gilt 


{Srx^y) = {r'x,S*y) = J X''d{Exx,S*y) = J X’'d{SExx,y) 

und analog {T''Sx,y) = f X" d{ExSx,y). Damit stimmen die beiden Maße d{SExx,y) und 
d{ExSx,y), aufgefasst als Funktionale auf C{aiT)), auf den Polynomen überein und damit 
auch auf deren Abschluss. Mit Hilfe des Weierstraßschen Approximationssatzes und des 
Rieszschen Darstellungssatzes schließt man daraus, dass S genau dann mit T vertauscht, 
wenn 


{SEAX,y) = {EASx,y) '^x,y e EI, A e 
gilt, d. h. EaS = SEa für alle Borelmengen A. 


□ 


Beispiele 

(a) H sei endlichdimensional, also H = C". Besitzt der selbstadjungierte Operator T 
die m paarweise verschiedenen Eigenwerte ßi,..., so gilt bekanntlich 

m 

(VII.9) 

i=l 

WO Ejiu,) die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum ker(/x/ - T) von /x,- ist. Das 
Spektralmaß von T ist dann (A e E) 

Ea = 

{i: ßieA] 


und Theorem VII. 1.13 reduziert sich auf die Eormel (VII.9). 

(h) H sei beliebig und T selbstadjungiert und kompakt. Nach dem Spektralsatz für 
kompakte Operatoren ist (Korollar VI.3. 3) 

OO 

r = (VII. 10) 

!=1 

(/X, in der Bedeutung wie oben); auch das Spektralmaß schreibt sich wie oben als Ea = 
^ßi€A wobei diese Reihe nur punktweise konvergiert, nicht in der Operatornorm. 
((Vll.lO) konvergiert in der Normtopologie.) 

(c) Sei H = (Tx){t) = t-x(t). T ist selbstadjungiert mit CT(r) = [0,1]. T besitzt 

keine Eigenwerte, d. h. a{T) = adT) (vgl. Aufgabe VII.5. 8). Die Spektralzerlegung 
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von T sieht so aus: Zu A e E setze E^x = XAn[ 0 ,i]J::- Es ist leicht zu sehen, dass E ein 
Spektralmaß mit kompaktem Träger ist. E stellt T dar: 

j Xd{Exx,y) = j Xx(X)y(X)dX = {Tx,y), 

da {EAX,y) = f^^^Q ^^xiX)y(X)dX = XAWx(X)y(X)dX; d{ExX,y) hat also bzgl. des 
Lebesguemaßes die Dichte xy e Das zeigt T = f X dE^. 

(d) T e L(H) sei positiv, dann ist die Wurzelfunktion auf ct(T) definiert und stetig 
(vgl. Korollar VII. 1.2). Man kann also gemäß Satz VII. 1.3 (oder Theorem VII. 1.1 3, 
was auf dasselbe hinausläuft) definieren. Nach Satz VII. 1.4 ist positiv, und (das war 
ja der Sinn der Sache) = T. Sei S ein weiterer positiver Operator mit = T. 

Wir werden S = zeigen. Dazu benötigen wir den folgenden Satz. 

Satz VIL1.15 S e L{El) sei selbstadjungiert, g: a(S) K undf: M —>■ R seien messbar 
und beschränkt. Dann ist 


{fog){S)=f{g{S)). 

Beweis. Zunächst ist / o g messbar, also (/ o g)(S) gemäß Theorem VII. 1.13 wohldefi¬ 
niert. Da g reellwertig ist, ist g(S) selbstadjungiert und besitzt ein eindeutig bestimmtes 
Spektralmaß E. Das Spektralmaß von S sei E. Es reicht nun, die Behauptung für Indika¬ 
torfunktionen / = xa (A e E) zu beweisen, da mit der schon mehrfach verwandten 
Technik so auf Treppenfunktionen und anschließend auf messbare / zu schließen ist. 
Wegen Xa° g = Xg-i(A) ist zu zeigen (bemerke g~'(^) ^ ^ für A e E): 

= Ea VA € E. 

Nach der Definition heißt das, dass die Übereinstimmung der Maße 

ßxjiA) = {EAX,y) 

Vx.yiA) = {Fg-HA)X,y) 

gezeigt werden muß. Für n > 0 gilt nun 

j X’‘dv,,y = j g(Xrd{Exx,y), 

denn ist das sog. Bildmaß von d{Fxx,y) unter g; die obige Gleichung ist dann als 
Transformationssatz für Bildmaße in der Maßtheorie bekannt; siehe z. B. Bauer [1990], 
S. 125, oderBehrends [1987], S. 131. Also gilt 

j X''dv,,y={{g{S)fx,y) = j X’'d{Exx,y) = j X’‘dß,,y. 
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Wie im Beweis von Korollar VII. 1.14 liefern die Sätze von Riesz und Weierstraß die 
Behauptung. □ 

Um Beispiel (d) abzuschließen, verwenden wir g(t) = und/(r) = Da 

(t(S) C [0, oo) gefordert war, ist/ o g = t. Satz VII.1.15 liefert dann 

S = (fo g)(S) =fig{S)) =f(T) = 


Genauso sieht man: 

Korollar VII.1.16 Zu positivem T e L{H) und n G N existiert genau ein positives S G 
LiH) mit S" = T. 

Wie im kompakten Fall setzt man |r| = (7*7’)'/^, und wie im kompakten Fall erhält 
man die Polarzerlegung eines beschränkten Operators: 

Korollar VII.1.17 Zm 7 g L{H) existiert eine partielle Isometrie U mit 7 = U\T\. 

Beweis. Wörtlich wie bei Satz VI.3.5. □ 

Als nächstes sollen Spektrum und Resolventenmenge eines selbstadjungierten Opera¬ 
tors durch sein Spektralmaß beschrieben werden. 

Satz VII.1.18 Sei 7 g L{H) selbstadjungiert und E sein Spektralmaß. 

(a) Es ist X G p(T) genau dann, wenn eine offene Umgebung U von X mit Eu = 0 existiert. 

(b) X ist ein Eigenwert von 7 genau dann, wenn E^x^ / 0. In diesem Fall projiziert E^x] 
auf den Eigenraum von X. 

(c) Isolierte Punkte^ X von cr(7) sind Eigenwerte. 

Beweis, (a) Nach Konstruktion von E ist 7p(7’) = 0. Zum Beweis der Umkehrung sei U 
eine Umgebung von X mit Eu = 0. Setze/(t) = ^ für t U,f{t) = 0 sonst. Dann ist/ 
messbar und auf er (7) beschränkt. Dasselbe gilt für g{t) = A. - f. Es folgt 

/(7)(A - 7) =f(T)g(T) = (fg)(T) = xcu(T) = ^Ct/ = 

da Eu = 0. Genauso zeigt man {X - T)f(T) = Id, daher ist X e p(T). 


^D. h.: Es existiert eine offene Umgebung U von X mit U fl a(T) = (A). (Anders gesagt: (A) ist 
offen bzgl. der Relativtopologie von a(T).) 
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(b) Alles folgt aus ran(£'(;,i) = ker(X - T). Zum Beweis hierfür sei x e ran(£j;t)), d. h. 
E{x]X = X. Dann gilt 



für alle y e H, da {k - t)x{x]it) = 0. Es folgt x € ker(k - T). Ist umgekehrt Tx = kx, so 
ist für stetige/ nach Satz VII. 1.4(c)/(r)x =f(k)x. Mit Lemma VII. 1.5(b) folgt, dass diese 
Gleichung auch für beschränkte messbare/ gilt. Setzt man speziell/ = so erhält man 
E{x]X = x. 

(c) Wähle eine offene Menge U mit U fl (j(T) = {k}. Da 17 \ {k} C piT) gilt, muss 
Eu\ix] = 0 sein. Wäre auch £[;,i = 0, so folgte Ejj = 0 und deshalb nach (a) k e p{T). □ 

Korollar VII.1.19 Ist T e. L{H) selbstadjungiert und E sein Spektralmaß, so ist a{T) die 
kleinste kompakte Menge mit E^(X) = Id. 

Beweis. Ist K kompakt, k ^ K und Ek = Id, also Ek\k = 0, so impliziert Satz VII. 1.18(a) 
k e p(T). Also gilt cf(T) c K. □ 

Als nächstes soll eine Form des Spektralsatzes besprochen werden, die zeigt, dass 
Beispiel (c) den typischen selbstadjungierten Operator beschreibt. Sei zunächst T selbst¬ 
adjungiert und X e H ein zyklischer Vektor von T, d. h. 7/ = lin{x, Tx, T^x, ...}. Sei p. das 
endliche positive Maß d{Exx,x) auf K (oder a{T)y, dabei ist E natürlich das Spektralmaß 
von T. Dann gilt folgender Satz. 

Satz VII.1.20 Sei x & H ein zyklischer Vektor des selbstadjungierten Operators T e. L(H). 
Dann existiert ein unitärer Operator U: H ^ L^{p) (p wie oben) mit 


(UTU V)(0 = t • ViO p-fast überall. 


Beweis. Sei tp e C(a{T)). Dann gilt 



= {<p(Trcp(T)x,x) 
= MT)xf. 


Die lineare Abbildung V: C(a{T)) H, cp <p(T)x, ist also isometrisch bzgl. der Norm 
von L^{p). Sie gestattet daher (denn C liegt dicht in L^; vgl. Satzl.2.13) eine Fortsetzung 
V: L^(p) H\ diese ist linear und isometrisch, und sie hat dichtes Bild, denn V(L^{p)) 
umfasst die T’^x, n > O.V ist also surjektiv und deshalb unitär. Wegen 


T{V(cp)) = T{tp{T)x) = {T o cpiT))x = V{t ■ tp) Wtp e C{a{T)) 
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ist 


{V-^TV){(p) = i-q) e C{a{T)y, 

Aus Dichtheitsgründen überträgt sich diese Aussage auf alle (p e Die Behauptung 

folgt nun mit U=V-^ = V*. □ 

Leider besitzt nicht jeder selbstadjungierte Operator zyklische Vektoren (betrachte z. B. 
T = Id), allgemein gilt jedoch; 

Satz VII.1.21 (Multiplikationsoperatorversion des Spektralsatzes) 

Jeder selbstadjungierte Operator ist unitär äquivalent zu einem Multiplikationsoperator. 
Genauer gilt: Es existieren ein (im Fall separabler Hilberträume a-endlicher) Maßraum 
(f2, S,/x), eine beschränkte messbare Funktion f\ —>• K und ein unitärer Operator U: 
H —>• F^(fx) mit 


(UTU ^)(p = / ■ (p pL-fast überall. 

Zum Beweis nehmen wir zusätzlich an, dass H separabel ist, um einige notationstech¬ 
nische Komplikationen zu vermeiden. Die Bezeichnung H = © 2^1 bedeutet, dass jedes 
X e H eindeutig als x = ’Y^i^f^Xi mit x; € Hi und ||v:||^ = IkilP geschrieben werden 

kann; dabei ist A € N oder N = 00 . Wir werden x mit der (endlichen oder unendlichen) 
Folge (x,),<]v identifizieren. Anders gesagt sind die //, paarweise orthogonale Unterräume 
von H, deren lineare Hülle dicht liegt. 

Lemma VII.1.22 Sei H separabel und T € F(H) selbstadjungiert. Dann existiert eine 
Zerlegung H = © 2 ^ 1 ’ T(Hi) C Hi gilt und der eingeschränkte Operator Tp. 

Hi ^ Hi einen zyklischen Vektor Xi besitzt. 

Beweis. Wir verwenden das Zornsche Lemma. Sei die Menge aller höchstens abzähl¬ 
baren Familien (//,) von paarweise orthogonalen abgeschlossenen Unterräumen //, mit 
T{Hi) C Hi und Hi = lin{r"x,: « > 0} für ein geeignetes x,- € Hi. Es ist .ZZ’ ^ 0, denn 
{{01} e ,3^. JZZ ist durch Inklusion teilweise geordnet. 

Ist MG eine Kette in JZZ, so schreibe ein Element k von als k = {Hap. / < A^}. Es ist 

Äo := IJ k = {Hip. i < Nk, k e JG] e Jf, 

kejxr 

denn da H separabel ist, kann ho nur höchstens abzählbar viele verschiedene Hik ent¬ 
halten, weil es sonst ein überabzählbares Orthonormalsystem gäbe. Diese sind natürlich 
T -invariant und liefern zyklische Vektoren für die Einschränkungen von T. 

Sei h ein maximales Element von Zf, das den Nullraum umfasst. Setze U = lin UATeA 
Wäre U ^ H, so existierte x € JJ-^ \ {0}. Sei V = lin{7'"x: n > 0). Nach Konstruktion ist 
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T{V) C V, und X ist ein zyklischer Vektor zu T\y\ V ^ V. Also gilt h < hU {V} und, da 
h maximal war, V e h und x e U, folglich x = 0 (Widerspruch). Das zeigt U = H, und die 
gesuchte Zerlegung ist erreicht. □ 

Beweis von SatzVII.1.2L Verwende die Zerlegung in LemmaVII. 1.22 und Satz VII. 1.20, 
um für geeignete unitäre C/,-: Hi —>• und beschränkte messbare/-: criTj) M 

(UiTiUi^){<Pi) =f ■ (Pi 


zu schließen. Hier ist /x, auf der Borel-a-Algebra von a{Ti) C K definiert. Wir gehen nun 
zu den paarweise disjunkten Kopien = er(7)) x {i} C über und stellen uns /x,- als 
Maß auf der Borel-a-Algebra von vor. Es sei = lJi<v darauf betrachten wir die 
CT-Algebra E = {A C A fl Borelmenge Vi} und das Maß 

/x: E —)• [0, oo], /x(A) = ^ /x,(A fl Qi). 

i<N 

Setze f(t) =fi(t), falls t e Qp, dann ist/ beschränkt und messbar. Wir schreiben/ = (/), 
genauso (p = {cpi). Der Operator U.H^ L^(pl) sei durch 

definiert. Dann ist U unitär und (UTU^^)(p =f(p. □ 

Es sei ausdrücklich betont, dass die Wahl von /x nicht eindeutig ist! 


Beispiel 

Sei/ e L^(]R) fl L^(]R). Zu x € L^(]R) betrachte 

X-s)= / f(s-t)x(t)dt. 

Jr 

Dieses Integral existiert, da/ e L^(K) ist. Ferner lehrt die Maß- und Integrationstheorie, 
dass y messbar ist. y heißt die Faltung von / und x, in Zeichen y = f * x (vgl. auch den 
Beweis von Lemma V.l. 10). Da/ jedoch auch in L'(M) hegt, ist y e L^(]R). Es ist 
nämlich 




= I j f{s - t)x(t) dt 
= |y x{s-t)f(t)dt 

< Q\x{s-t)\\m^/^\m^/^dt^ 

< j \mdt j \x(s-t)fm\dt 


2 
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nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, also folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini 



= \\f\\lMl2. 


Damit ist gezeigt: Für/ e L^(]R) fl L'(K) ist der Faltungsoperator Tf \ L^(]R) —>• 
Tf(x) =f * X wohldefiniert und stetig mit ||7}-|| < ||/|/i. 

Setzt man k(s, t) =f{s - 1), so hat Tf (wie früher) die Gestalt 



im Unterschied zu den bisher betrachteten Situationen ist hier k ^ L^(TR^), denn 



(es sei denn, / = 0). Faltungsoperatoren sind daher keine Hilbert-Schmidt-Operatoren, 
sie sind nicht einmal kompakt. 

Aus der obigen Darstellung ergibt sich, dass Tf genau dann selbstadjungiert ist, wenn 
k(s,t) = k(t,s) f.ü. gilt, d. h. wenn/(s) =f(-s) f.ü. gilt. Speziell ist Tf selbstadjungiert, 
wenn/ eine gerade reellwertige Funktion ist. 

Wie sieht die Spektralzerlegung von Tf aus? Zunächst sei an die Definition der 
Fouriertransformation (Definition V.2.1) erinnert: Für/ e L/M) ist 



In Kap. V wurde gezeigt, wie man einen unitären Operator L^(]R) —>• ge¬ 

winnen kann, so dass sich im Fall f e Ci Ü die Fouriertransformierte nach 
der obigen Formel berechnen lässt (siehe SatzV.2.8 und SatzV.2.9). Wir benötigen 
folgendes Resultat der Fourieranalyse (siehe Aufgabe VII.5. 10): 


ß{f*g) = V2nßf-ßg 'if eü geü-. (VII.ll) 


Setzt man h = 'JTjz ßf, so ist h e Co(K) nach Satz V.2.2, also ist der Multiplikations¬ 
operator M/,: g h ■ g auf L^(]R) wohldefmiert, und es gilt 


ßTfß-^ = Mh 
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(das ist nichts anderes als (VII. 11)). Daher ist (vgl. Aufgabe VII.5. 8) cr(7/) = cr(M;,) = 
h{W) U {0}. X ist genau dann Eigenwert, wenn {t: h(t) = A} positives Maß hat. Ist 
speziell/(f) = so ist nach LemmaV.2.6 h{t) = d. h. Tf hat keinen 

Eigenwert. Und doch: Sei ex{t) = e'^‘, also e), e L°°. Man berechnet 

(/ * e,)(^) = j f{s- dt = j dt 

= e'^^(^/)(k) ■ = h{X}eM- 

Formal ist Eigenfunktion von Tf zum Eigenwert hiX), aber natürlich ist ^ und 
damit nicht im Definitionsbereich von Tf ! Den Physiker stört das im übrigen wenig, er 
tut einfach so, als wäre e L? (und fährt nicht einmal schlecht damit). Solche „verall¬ 
gemeinerten“ Eigenfunktionen treten typischerweise beim stetigen Spektrum auf; wir 
werden in Abschn. VIII.9 noch einmal darauf zurückkommen. 


Zum Schluss noch eine Anwendung des Spektraltheorems. Man nennt J C L{H) ein 
Ideal, wenn J ein Untervektorraum mit 


SeJ,R,Te L{H) ^ RST e J 
ist. Wir beginnen mit einem Lemma. 

Lemma VII.1.23 Sei T = j XdEx ein selbstadjungierter Operator. Setze A„ = [v. 
\t\ ^ ^ Sind alle ran(£A„) endlichdimensional, so ist T kompakt. 


Beweis. Mit Hilfe von Theorem VII. 1.13 erhält man 


\T-TE, 


' A 

f\.ri I 


/ 


{t-tXAjt))dE, 


1 

< sup \t-tXA„(t)\ < -■ 
tea(T) n 


Damit ist T Limes von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild und folglich 
(Korollar II.3. 3) kompakt. □ 


Satz VII.1.24 Sei H separabel. Dann besitzt L(H) außer {0} und L(H) nur noch KiH) als 
abgeschlossenes Ideal. 


Beweis. Natürlich ist K{H) ein abgeschlossenes Ideal (siehe SatzII.3.2). Sei nun J ein 
abgeschlossenes Ideal mit {0} ^ ^ L(H)- 

K(H) C J'. Betrachte den Operator («, v e H) 

M ® v: X (x, u)v. 

Wegen K(II) = lin{M® v: u,v e H} (Korollar VI.3. 7) reicht es, m® v e / zu zeigen. Wähle 
dazu 0 ^ T e J sowie xo,yo e H mit Txq = yo ^ 0 und setze S = ü ^ xq, R = <8> v. 

Dann zeigt eine leichte Rechnung ii®v = RTS G J. 
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/ C K(H): Wäre dem nicht so, so wäre, wie jetzt gezeigt werden wird, Id e 7 und 
somit J = L{H), was ausgeschlossen war. Wir nehmen also die Existenz eines T e J, 
T ^ K{H) an. Dann ist Tq = T*T ein selhstadjungiertes Element von J\K{H). Dass Tq e J 
ist, ist klar, weil J ein Ideal ist. Wäre T*T e K(H), so wäre auch T e K{H), denn die 
für allez e H gültige Ungleichung ||7z||^ = {T*Tx,x) < ||r*rz|| ||z|| zeigt, dass {Tx„) 
eine Cauchy-Teilfolge besitzt, wenn (T*Tx„) dies tut. Nach Lemma VII.1.23 existiert dann 
e > 0 derart, dass P = £[e_oo) unendlichdimensionales Bild hat, wo Tq = f k dEi. 

Setze 


S = 


/ 


1 

“X[b,oo)(^) dEx, 

A 


dann ist 


5^0 


f k dEx — £"[£ 00 ) — P, 


also P e J. Da H und ran(£) unendlichdimensionale separable Hilberträume sind, existiert 
ein unitärer Operator U: H ^ ran(P) (Satz V.4.12). Schreibe noch i: ran(P) ^ H für 
die Einbettung, so dass iU von H nach PI abbildet. Daher ist Id/f = (iU)*P{iU) e J, denn 
P e J, und J ist ein Ideal. □ 


Die Operatoren mit endlichdimensionalem Bild, die nuklearen Operatoren und die Hil- 
bert-Schmidt-Operatoren bilden zwar Ideale, diese sind jedoch nicht abgeschlossen. Die 
Separabilität ist für die Gültigkeit des Satzes wesentlich: Auf einem inseparablen Hilbert¬ 
raum ist 


{ T: ran(7’) ist separabel} 
ein weiteres abgeschlossenes Ideal. 

Der Spektralsatz lässt sich auf normale Operatoren ausdehnen. Ist T normal, so setze 

’Y + Y* T _ T* 


Dannistr = SiH-iSa, 5'i, ^2 sind selbstadjungiert, und, was entscheidend ist, und 5 ' 2 kom- 
mutieren, denn T und T* kommutieren. Sei E (bzw. E) das Spektralmaß von (bzw. 82)- 
Nach Korollar VII. 1.14 kommutieren alle £4 und Fß (A,B e S). Schreibe Gaxb = EaFb- 
Die Gaxb sind Orthogonalprojektionen {G\^ß = EaFbEaFb = E^F^ = EaFb = Gaxb, 
G*a^b - F%E\ = FbEa = EaFb = Gaxb)- Mnn kann zeigen, dass die Mengenfunktion 
A X B (Gaxs-^d) er-additiv auf der Menge der „Rechtecke“ ist und daher zu einem 
Maß auf der Borel-cr-Algebra E(]R^) von fortgesetzt werden kann. Wenn man jetzt 
mit C durch (x,y) \-^ x+ iy identifiziert und G auf der Borel-cr-Algebra von C betrachtet, 
kann man den Spektralsatz für normale Operatoren (fast) wörtlich wie für selbstadjungierte 
Operatoren formulieren. Wir übergehen die Einzelheiten. 
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Satz VII.1.25 (Spektralsatz für normale Operatoren) 

Zu jedem normalen Operator T existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmaß G mit kom¬ 
paktem Träger auf der Borel-a-Algebra von C mit T = j^^j^zdG^. f(T) = ff{z)dG^ 
definiert den eindeutig bestimmten messbaren Funktionalkalkül. Jeder normale Operator 
ist unitär äquivalent zu einem Multiplikationsoperator mit einer beschränkten messbaren 
komplexwertigen Funktion. 

Dieser Satz lässt sich insbesondere für unitäre Operatoren anwenden. Dabei ist das 
folgende Resultat von Interesse. 

Lemma VII.1.26 Ist U e LfH) unitär, so ist afU) C T = {z e C: |z| = 1}. 

Beweis. Es ist 0 G p(U), da U bijektiv ist. Ist |/\.| > I, so ist k e p(U), da ||f/|| = I 
(Satz VI.I.3(c)). Ist 0 < |k| < I, so ist ebenfalls k e piU), denn {k- U) = (-kt/)({ - U*) 
ist als Produkt bijektiver Operatoren bijektiv (beachte ||{/*|| = 1 < |^). □ 


VII.2 Unbeschränkte Operatoren 

Will man die bisherige Theorie auf Differentialoperatoren anwenden, so stellt man zwei¬ 
erlei Hindernisse fest: Erstens sind Differentialoperatoren in aller Regel keine Operatoren, 
die auf einem Hilbertraum definiert sind und diesen in sich abbilden, sondern sie sind nur 
auf einem Teilraum definiert, zweitens sind sie dortselbst nicht stetig (also unbeschränkt). 
Ein Beispiel: Sei H = L^[0,1]. Auf dem dichten Unterraum C'[0,1], nicht aber auf ganz 
H, ist der Ableitungsoperator ^ definiert, er ist bezüglich der L^-Norm auf C' nicht stetig. 
Beachte, dass eine gewisse Willkür in der Wahl des Defmitionsbereichs liegt, andere Vor¬ 
schläge könnten C^[0,1], ^(0,1) oder {x e C'[0,1]: x(0) = x(l) = 0} sein. Ein Teil dieses 
Abschnitts wird davon handeln, den „richtigen“ Definitionsbereich eines unbeschränkten 
Operators zu finden. Betrachte nun auf dem letztgenannten Definitionsbereich; die 
Nützlichkeit des Faktors i wird sich sofort zeigen. Dann gilt (partielle Integration) 

/■* dx - -/■* dy dy 

I i — (t)y(t) dt = ix(t)y(t) -/ ix(t) — {t)dt= / x{t)i — it)dt 

Jo dt Jq dt Jo dt 

dajax(O) =x(l) = 0 = y(0) = }'(!). 

Mit Hilfe des L^-Skalarproduktes können wir also sagen: Der Operator T = ij^, definiert 
auf dem Definitionsbereich dom(r) := {x G C^[0,1]: x(0) = x(l) = 0}, ist linear und 
erfüllt die Symmetriebeziehung {Tx,y) = (x, Ty) fürx,y G dom(r). (Um die Symmetrie zu 
erhalten, brauchte man den Faktor i in der Definition von T.) 

Derartige Operatoren tauchen typischerweise im Zusammenhang mit Randwertpro¬ 
blemen bei gewöhnlichen oder elliptischen partiellen Differentialgleichungen, in der 
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mathematischen Physik etc. auf. Im Folgenden sollen die Rudimente der Theorie solcher 

Operatoren entwickelt werden. 

Der Begriff Operator erfährt in diesem Abschnitt einen leichten Bedeutungswandel, 

nämlich (H bezeichnet stets einen komplexen Hilbertraum): 

► Definition Vll.2.1 

(a) Ein Operator T: H D dom(r) ^ H ist eine lineare Abbildung, deren Definitionsbe¬ 
reich dom(7’) ein (i. Allg. nicht abgeschlossener) Unterraum von H ist. Man sagt, T 
sei dicht definiert in H, falls dom(7’) = H ist. 

(b) Ein Operator S: H D dom(5) ^ H heißt Erweiterung von T: H D dom(7’) ^ H, falls 
dom(7’) C dom(5) und Sx = Tx fürx e dom(r) gelten. Wir schreiben T C S. 

(c) Zwei Operatoren sind gleich, T = S, falls T C S und 5 C T; mit anderen Worten, falls 
dom(7’) = dom(5) und Tx = Sx für alle x e dom(r). 

► Definition Vll.2.2 Ein Operator T: H D dom(r) ^ H heißt symmetrisch, falls 


{Tx,y) = {x, Ty) Vx,y e domCT). 


Wir haben oben gesehen, dass T = ij^ auf dom(r) = {a: € C^[0,1]: x(0) = x(l) = 0} 
symmetrisch ist. S = ij^ auf dom)^) = {x e C'[0,1]: x(0) = x(l)} ist ebenfalls 
symmetrisch, und es ist T C S. 

Nach dem Satz von Hellinger-Toeplitz (Satz V.5.5) ist ein symmetrischer Operator mit 
dom(r) = H stetig, also selbstadjungiert (T = T*). Als nächstes definieren wir den 
adjungierten Operator eines dicht definierten Operators T. Betrachte den Unterraum (!) 


dom(r*) := {y e H: X {Tx,y) stetig auf dom(r)}. 


Für y e dom(r*) kann demnach x i— (Tx,y) eindeutig zu einem stetigen linearen 
Funktional auf H fortgesetzt werden, das nach dem Darstellungssatz von Frechet-Riesz 
(Theorem V.3. 6) in der Form { ■ ,z), z & H, geschrieben werden kann, also {Tx,y) = {x,z) 
für X e dom(r). Da dom(r) dicht liegt, ist z eindeutig durch y festgelegt; wir schreiben 
z = T*y. Auf diese Weise wird ein Operator 

T*: HD dom(r) ^ H 


definiert, es gilt 


{Tx,y) = {x, T*y) Vx G dom(T), y e dom(r). 
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► Definition Vll.2.3 

(a) Ist T dicht definiert, so heißt der oben beschriebene Operator T* der adjungierte 
Opemtor von T. 

(a) T heißt selbstadjungiert, falls T = T*. 

Ist T stetig, stimmt Definition VII.2.3 mit der alten Definition von T* überein. Im un¬ 
beschränkten Fall ist die Wahl des Definitionsbereichs wesentlich dafür, ob ein Operator 
selbstadjungiert ist, denn T = T* impliziert insbesondere dom(7’) = dom(7’*). 

Im unbeschränkten Fall ist es ganz wichtig, zwischen symmetrischen und selbstadjun- 
gierten Operatoren zu unterscheiden. (Nur für die letzteren gilt der Spektralsatz, siehe 
Abschn. VII.3.) Offensichtlich sind selbstadjungierte Operatoren symmetrisch, und für 
einen symmetrischen dicht definierten Operator T ist stets T <Z T*. Insbesondere ist für 
einen solchen Operator domCF*) dicht, so dass auch T** definiert ist. 

Im nichtsymmetrischen Fall kann jedoch sogar dom(r*) = {0} Vorkommen. Dies 
zeigen Aufgabe VII.5.12 sowie das folgende einfache Beispiel, auf das mich J. Brasche 
aufmerksam gemacht hat. (Vgl. jedoch Aufgabe VIl.5.16.) 


Beispiel 

Sei (e„) eine Orthonormalbasis von L^(]R). Wir betrachten den Operator 

OO 

T-. L^(R) D S>{W) l2(M), T(p = E <p(n)e„. 

n=l 

Da q) einen kompakten Träger besitzt, ist diese Summe in Wirklichkeit nur eine endliche 
Summe, und T ist wohldefmiert. Sei nun i/f e T^(K), i/f ^ 0. Wir zeigen, dass q \-^ 
(Tq, i/f) nicht stetig auf ^(K) ist, so dass in der Tat dom(r*) = {0} ist. 

Wegen ir ^0 existiert mq e N mit {ilr,eno) 0. Wähle eine Folge (qk) in ^(K) mit 
supp((pj:) C [«0 -\,nQ + j], qk(no) = 1 für alle k und ||(Pi:||z ,2 -» 0. Dann gilt 

OO 

{Tqk,f) = '^qk{n){e„,if) = {e„g,f) fO, 

n=\ 


obwohl qk Q. 

Zwischen T und T* besteht folgender Zusammenhang, wenn T dicht definiert ist. (Vgl. 
Abschn. IV.4 für den Begriff des abgeschlossenen Operators.) 

Satz VII.2.4 T: H D dom(7’) ^ H sei dicht definiert. 

(a) T* ist abgeschlossen. 

(b) Ist T* dicht definiert (z. B. falls T symmetrisch ist), so ist T C T**. 
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(c) Ist T* dicht definiert und S eine abgeschlossene Erweiterung von T, so ist T** C S. 
In diesem Fall ist T** die sog. Abschließung von T, d. h. die kleinste abgeschlossene 
Erweiterung. 

Beweis, (a) Es ist zu zeigen: Wenn e dom(r*), ^ y e H, T*yn z & H, dann 
y e dom(r*), z = T*y (vgl. Definition IV.4.1). Es ist 

{Tx,y) =lim{Tx,y„) =\im{x, T*y„) = {x,z), 

also X {Tx,y) stetig. Folglich gilt y e dom(r*) sowie T*y = z. 

(b) Ist X e dom(r) und y e dom(r*), so ist 

(Tx,y) = {x,T*y), 

also y {T*y,x) stetig auf dom(7’*), und das heißt x e dom(7’**) sowie {x,T*y) = 
{T**x,y) für y e dom(7’*). Da dom(r*) dicht ist, folgt insgesamt 

Tx = T**x Wx e dom{T), 


d.h. r C T**. 

(c) Zunächst sei an die Definition des Graphen eines Operators S erinnert: 

gr(5) = {(x, S'x): x e domC^)). 

S ist genau dann abgeschlossen, wenn gr(5') abgeschlossen in H x H ist (Lemma IV.4. 2). 
{(u,v),(x,y)) = {u,x) + {v,y) definiert ein Skalarprodukt auf//x//, das//x//zu einem Hil¬ 
bertraum macht, dessen Norm ||(m, v)|| = (||m||^ -i- ||v||^)'/^ zur üblicherweise betrachteten 
äquivalent ist. Die Behauptung von (c) folgt dann aus 

= gr(r*). 

„C“: Das ergibt sich aus (a) und (b). 

„D“: Es reicht, gr(r)'‘- C gr(7’**)-‘- zu zeigen (-^ bezieht sich natürlich auf das Skalar¬ 
produkt von H X H). Sei also (u,v) e gr(Tf, d. h. gelte (x, m) + (7x, v) = 0 für alle 
X G dom(r). Das liefert v e dom(r*) und T*v = -u. Für (z, T**z) G gr{T**) ist dann 

((z, r*z), (m, v)> = (z, u) + (T**Z, v) 

= (z, u) + (z, T*v) 

= {z,u + T*v) = 0, 


wie behauptet. 


□ 


Aus diesem Satz und den Definitionen ergibt sich ein unmittelbares Korollar. 
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Korollar VII.2.5 T: H D dom(7’) — >• H sei dicht definiert. 

(a) T ist genau dann symmetrisch, wenn T C T*. In diesem Fall ist T C T** G T* = T***, 
und auch T** ist symmetrisch. 

(b) T ist genau dann abgeschlossen und symmetrisch, wenn T = T** C T*. 

(c) T ist genau dann selbstadjungiert, wenn T = T** = T*. 

Zwischen (a) und (c) stehen Operatoren mit folgender Eigenschaft. 

► Definition MW.IA Ein symmetrischer, dicht definierter Operator heißt wesentlich 
selbstadjungiert, wenn seine Abschließung selbstadjungiert ist. 

Es gilt also: 

T ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn T C T** = T*. 

Es sei nochmals auf die Notwendigkeit hingewiesen, zwischen symmetrischen Opera¬ 
toren und selbstadjungierten zu unterscheiden. Nur für die letztgenannten können die 
zentralen Sätze bewiesen werden. Damit ein symmetrischer Operator T selbstadjungiert 
ist, muss der ,gichtige“ Definitionsbereich gewählt werden. Manchmal genügt es zu wis¬ 
sen, dass T eine selbstadjungierte Erweiterung besitzt (was nicht immer der Fall ist); ein 
wesentlich selbstadjungierter Operator besitzt natürlich genau eine solche Erweiterung. 


Beispiele 

(a) Wir betrachten auf diversen Definitionsbereichen. Sei T = ij^ auf dom(7’) = 
{x e C'[0,1]: x(0) = x(l) = 0} C L^[0, 1]. Wie bereits festgestellt, ist T symmetrisch, 
aber nicht abgeschlossen (siehe Beispiel IV.4(b)), also erst recht nicht selbstadjungiert. 
Als nächstes bestimmen wir T*. Dazu setzen wir (vgl. Beispiel IV.4(c)) 


AC[0,1] = 


X e C[0,1]: X absolutstetig mit — e E^[0,1] 

dt 


und behaupten 

d 

dom(r) = AC[o, 1], r = i—. 

dt 

(Es sei daran erinnert, dass für absolutstetige Funktionen die Ableitung fast überall 
existiert, siehe Satz A. 1.10.) 

Seix e dom(7’*) undy = T*x. Setze F(t) = fQy(s)ds. Wegeny e I?[D, 1] C L*[0,1] 
ist nach Satz A. 1.10 F absolutstetig mit F' = y fast überall. Es folgt für z e dom(7’) (die 
partielle Integration ist auch hier erlaubt) 


(7z, x) = (z,y> = (z,F') = -{z',F) = (Tz,-iF). 
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Also gilt 


x + iF e ran(r)"‘- = lin{l}. 


Um die letzte Gleichheit einzusehen, beachte, dass 



Jo 


und deshalb 


ran(r) = w e l} w(^) ds = 0 




± 


ran(r)-^ = {1}-^-^ = lin{l}. 


Damit istx = -iF+al absolutstetig und = y = T*x e L^. Ist umgekehrt x e AC[0,1] 
und y e die fast überall existierende Ableitung, so ist wie oben (partielle Integration) 


{Tz,x) = {z,iy) Vz e dom(r). 


also X e dom(r*). T* ist nicht symmetrisch, T also nicht einmal wesentlich selbstad- 
jungiert. Mit derselben Methode wie oben zeigt man 


dom(r**) = {x e AC[0,1]: x(0) = x(l) = 0) 


und r** = (r** ist nicht selbstadjungiert.) Hingegen ist S = ij^ auf {x e AC[0,1]: 

x(0) = kx(l)} für |k| = 1 eine selbstadjungierte Erweiterung von E; man kann zeigen, 
dass jede selbstadjungierte Erweiterung von dieser Eorm ist (siehe Beispiel (e) unten). 

(b) Sei (f2, E,/x) ein Maßraum und/: —>• K messbar. Betrachte Tx = f ■ x auf 

dom(r) = {x G L?(ß): f ■ x e L^(/x)}. T ist symmetrisch (klar) und dicht definiert. 
Denn für := {co: \f{a>)\ < n] enthält dom(r) allex G L?{ß), die außerhalb eines Q.„ 
verschwinden. Wegen bilden solche x einen dichten Unterraum. T ist selbst¬ 

adjungiert: Wegen T C T* ist nur dom(r*) C dom(r) zu zeigen. Sei x G dom(r*) und 
Xn = Xn„ e E“(/x). Dann sind XnT*x G L^iß) und /,/ • x G (da Xnf e 

Eür z e dom(r) gilt wegen XnZ e dom(7’) 


{z,XnT*x) = {XnZ,T*x) = {T{XnZ),x) = (fXnZ,x) = (z,/,/x) 


d. h. XnT*x = Xnfx fast überall. Nun konvergiert x« —^ 1 punktweise, daher ist T*x =fx 
fast überall. Aber T*x liegt in also auch/t, d. h. x G dom(r). 

In Satz VII.3.1 wird gezeigt, dass jeder selbstadjungierte unbeschränkte Operator zu 
einem solchen Multiplikationsoperator unitär äquivalent ist. 
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Wir steuern jetzt auf ein wichtiges Kriterium für Selbstadjungiertheit zu. Zunächst ein 
Lemma. Dort setzen wir dom(7. -T) = dom(7’) für X e C. 

Lemma VII.2.7 T: H D dom(7’) ^ H sei dicht definiert. 

(a) Es gilt ker(r* i) = ran(r ± ifi. Insbesondere: 

ker(r* i) = {0} ran(7’ ± i) dicht in H. 


(b) T sei abgeschlossen und symmetrisch. Dann sind ran(7’ ± i) abgeschlossen. 


Beweis, (a) Beachte zunächst {T + i)* = T* - i. Für die Inklusion „D“ sei y e ran(7’ + /)-'■. 
Dann gilt {{T + i)z,y) = 0 für alle z e dom(r), also y e dom(7’*) und 0 = {z, (T* - i)y) für 
alle z e dom(r). Es folgt y e ker(7’* - i). (Für das andere Vorzeichen geht’s genauso!) 

Um die Inklusion „c“ zu erhalten, lese man das obige Argument rückwärts! 

(b) Da T symmetrisch ist, ist stets {Tx,x) e M. Deshalb ist 


\\iT+i)xf = \\Txf + \\xf + 2Re{Tx,ix) 
= \\Txf + \\xf > ||a:||2. 


(VII. 12) 


Das zeigt, dass (T + i)“': ran(r + i) —>■ dom(r) existiert und stetig ist. Sei nun (x„) eine 
Folge in dom(r) mit (T+i)x„ y & ran(r + i). Folglich ist ((7’+;)x„) eine Cauchyfolge in 
ran(7’+/) und deshalb (x„) eine Cauchyfolge in dom(7’). Es existiert dann x := lim„^oo x„ e 
H, und es gilt Txn y~ ix. Da T abgeschlossen ist, ist x e dom(r) und y- ix = Tx, d. h. 
y = (T + i)x e ran(7’ + i). Das Argument für T - i geht genauso. □ 


Satz VII.2.8 Für einen symmetrischen dicht definierten Operator T sind äquivalent: 


(i) T ist selbstadjungiert. 

(ii) T ist abgeschlossen undker(T* ± i) = (O). 

(iii) ran(r ± i) = H. 


Beweis, (i) (ii): T ist abgeschlossen nach SatzVII.2.4. Gelte {T* + i)x = 0. Da T* 

symmetrisch ist, gilt (siehe (VII. 12)) x = 0. Genauso ergibt sich ker(7’* -i) = {0}. 

(ii) =► (iii): Siehe Lemma VII.2.7! 

(iii) ^ (i): Wegen T C T* ist nur dom(7’*) C dom(7’) zu zeigen. Sei y e dom(7’*). 

Schreibe mit (iii) {T* - i)y = (T - i)x für ein x e dom(7’). Wegen T C T* ist dann 
(T* - i)y = {T* - i)x, also (Lemma VIL2.7(a)) y = x e dom(r). □ 

Mit Teil (iii) dieses Satzes sieht man sofort, dass der Multiplikationsoperator aus 
Beispiel (b) selbstadjungiert ist. 
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Korollar VII.2.9 Für einen symmetrischen dicht definierten Operator T sind äquiva¬ 
lent: 

(i) T ist wesentlich selbstadjungiert. 

(ii) ker(r ± 0 = {0}. 

(iii) ran(7’ ± i) ist dicht in H. 

Beweis, (i) (ii): Benutze Satz VII.2.8 für T** und T* = T*** (Korollar VII.2.5). 

(ii) (iii): Siehe Lemma VII.2.7. □ 

Man nennt dim ker(7’* ± i) die Defektindizes von T. Mit dim ist hierbei die Hilbertraum¬ 
dimension gemeint, also die Kardinalität einer Orthonormalbasis. Wir werden als nächstes 
zeigen, dass ein symmetrischer Operator genau dann eine selbstadjungierte Erweiterung 
besitzt, wenn seine Defektindizes übereinstimmen. Man beachte, dass ker(7’* ± /) = 
(ran(r=F 0)-^ (Lemma VII.2.7). 

Satz VII.2.10 Sei T. H Z) dom(7’) —>■ FI symmetrisch und dicht definiert. Genau dann 
besitzt T eine selbstadjungierte Erweiterung, wenn dimker(7’* -i- i) = dimker(7’* - 1 ) gilt. 

Beweis. Zuerst nehmen wir die Gleichheit der Defektindizes an. Es gilt nach (V1L12) 

II (L H- ()a:|| = II (L - i)x\\ Vx e dom(r). 

Also wird durch U: mn{T-i) —>■ ran(r-i-/), (T-i)x {T-\-i)x, ein wohldefinierter, isometri¬ 
scher, surjektiver Operator erklärt. Da die Orthogonalräume von ran(r ± i) nach Annahme 
dieselbe Hilbertraumdimension besitzen, kann man nach Satz V.4.12 den Operator U zu 
einem unitären Operator V: H ^ H fortsetzen. Wir zeigen jetzt, dass V-Id injektiv ist. 
Gelte also Vy = y; nach Lemma V.5.10 ist dann auch V*y = y. Für alle x e dom(r) ist 
daher 


2i(x, y) = ((T + i)x -(T - i)x, y) = {{V - Id)(7’ - i)x, y) 

= {{T-i)x,V*y-y) = 0. 

Deswegen ist y orthogonal zu dom(r) und folglich y = 0. 

Wir können daher den Operator 

S:H Z) ran(y - Id) ^ //, Vz-zi-^ i(Vz H- z) 

definieren; mit anderen Worten ist S = i(V -h Id)(y - Id)“^ auf ran(y - Id). Unser Ziel ist 
es, S als selbstadjungierte Erweiterung von T zu erkennen. Zunächst gilt T CZ S, denn für 
X e dom(r) ist (V - Id)(7’ - i)x = 2ix und deshalb x e dom(5) sowie Sx = Tx. 
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S ist symmetrisch, denn für x e dom(5), sagen wir x = Vy-y, gilt 

{Sx,x) = {/(y + Id)y,(y-Id)y) 

= i{{Vy, Vy) + (y, Vy) - {Vy,y) - {y,y)) 

= i((y,yy)-(yy,y>) 

= -2Im(y, Vy) e K. 

Aufgabe VII.5.11 impliziert die Symmetrie von S. 

Um schließlich die Selbstadjungiertheit von S zu zeigen, verwenden wir Satz VII.2.8. 
Danach ist nur zu zeigen, dass ranCS ± i) = H gilt. Wegen S - i = 2i(V - Id)“' bzw. 
S + i = 2iV(V - Id)“' (jeweils auf dom(S)) lässt sich in der Tat jedes z e // als 

z = (S- i)(V - Id)(|) =(S + i){V - M)V* (^) 


darstellen. 

Umgekehrt wollen wir jetzt annehmen, dass T eine selbstadjungierte Erweiterung S be¬ 
sitzt. Wir definieren V = (S+i)(S-i)~^ auf dom( V) = H (das ist möglich wegen Satz VII.2. 8) 
und U = (T + i){T - /)“' auf dom([/) = ran(r - i). Wegen T C S gilt auch U C V, und V 
ist unitär, denn (VII. 12) zeigt, dass V: (S - i)x i-^ (S H- i)x isometrisch ist, und Satz VII.2.8 
liefert die Surjektivität. Nach Konstruktion bildet V den Teilraum ran(7’ - i) auf ran(7’ + i) 
ab; als unitärer Operator bildet V folglich auch die entsprechenden Orthogonalräume auf¬ 
einander ab. Lemma VII.2.7 liefert, dass V ker(r* + i) unitär auf ker(r* - i) abbildet; diese 
Kerne müssen folglich dieselbe Hilbertraumdimension haben. □ 

Die im vorangegangenen Beweis definierte isometrische Abbildung U = (T + i){T -()“' 
heißt die Cayley-Transformierte von T\ vgl. Aufgabe V.6.36 für den Fall beschränkter T. 
Die hier zugrundeliegende Idee ist, dass t eine Bijektion zwischen K und {z e C: 

|z| = 1, z 7 ^ 1} vermittelt, deren Inverse u ist. Weiteres zum Zusammenhang 

zwischen T und U wird in Abschn. VII.6 referiert. 


Beispiele 

(c) Sei K'" = (0, oo), dom(7’) = Sl(W") C T^(K'') und T = ij,- Mit einer ähnlichen 
Technik wie in Beispiel (a) zeigt man dom(r*) = {x G L^(K''): x\j e AC(/) für alle 
kompakten Teilintervalle / C K’', ^ G l 2(K+)} undT* = Wir berechnen ker(r*±0- 
Es gilt (T* ± i)y = 0 genau dann, wenn y' ±y = 0, also y(r) = a±e^‘. Wegen e' ^ L^(M’') 
ist 


ker(r - 0 = (0), ker(r -H i) = linje“'} 7^ {0}. 

(Gemeint sind natürlich die Funktionen t e‘ bzw. t e“'.) Nach Korollar VII.2.9 
ist T nicht wesentlich selbstadjungiert, Satz VII.2.10 liefert sogar, dass T keine selbst¬ 
adjungierte Erweiterung besitzt. 
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(d) Die Greenschen Formeln zeigen, dass der Laplaceoperator T = -A auf dom(r) = 
o5^(K") C L^(K") symmetrisch ist. T ist wesentlich selbstadjungiert, und dom(7’**) 
ist der Sobolevraum W^(]R"). Es ist T** = -A, wo die auftretenden Ableitungen 
im schwachen Sinn aufzufassen sind (Definition V. 1.11). Diese Aussagen werden fast 
offensichtlich, wenn man sie mit Hilfe der Fouriertransformierten übersetzt. Das soll 
im Folgenden kurz skizziert werden. Nach Lemma V.2.4 gilt (mitx^ := ’^xj) 

(p(x) 

für X e K", q) e J^(]R"). Beachte, dass diese Formel nach Lemma V.2.11 im L^-Sinn 
auch für q e 1F^(]R") gilt. Der Multiplikationsoperator M mit der Funktion x x^ ist 
nach Korollar VII.2.9 auf wesentlich selbstadjungiert, denn ran(M ± i) enthält 

^(K”). Seine Abschließung ist (lax geschrieben) M: q x^q auf {q e L^(]R”): x^q e 
L^(]R")}, und dieser Raum ist nach Satz V.2.14 das Fourierbild von IV^(K"). Daher ist 
-A auf VF^(K") unitär äquivalent zu M mit dem obigen Definitionsbereich. 

(e) Wir versuchen in diesem Beispiel, selbstadjungierte Erweiterungen des Operators 

T aus Beispiel (a) zu konstruieren. Geht man den Beweis von Satz VII.2.10 an Hand 
dieses Operators durch, so stellt man Lolgendes fest. U bildet für x e C'[0,1] mit 
x(0) = x(l) = 0 die Lunktion i(x' -x) auf i{x' +x) ab. Um eine unitäre Lortsetzung V zu 
konstruieren, müssen wir die Defekträume ker(r* ± i) kennen. Nach Beispiel (a) sind 
das - wieder etwas lax geschrieben - die jeweils eindimensionalen Räume {ae^*: a e 
C}. Wir wählen nun aip > 0 so, dass die durch definierten Funktionen 

die L^-Norm 1 haben. Jede unitäre Fortsetzung V von U ist dann durch die Forderung 
V(e-) = ye+, wo \y\ = 1, eindeutig bestimmt. Man bestätigt nun, dass für x e ran(y-Id) 
stets x(0) = kx(l) für ein |k| = 1, nämlich! = -y(e-y)/(e - y), gilt; fürx G ran(t/-Id) 
ist ja sogar x(0) = x(l) = 0 nach Definition von dom(r), und man muss daher nur noch 
Vfe_ - e_ bei 0 und 1 vergleichen. Wir erhalten also die in Beispiel (a) bereits genannten 
selbstadjungierten Erweiterungen. 

Eine wichtige Klasse von symmetrischen Operatoren, die selbstadjungierte Erweite¬ 
rungen besitzen, sind die halbbeschränkten Operatoren, die eine Ungleichung der Form 


(Tx,x) > C||x|p 

Vx G dom(r) 

(VII. 13) 

{Tx,x) < C||x|p 

Vx G dom(r) 

(VILM) 


für ein C G K erfüllen. Beachte, dass nach Aufgabe VII.5.11 halbbeschränkte Operatoren 
symmetrisch sind. Zum Beispiel ist der Laplaceoperator aus Beispiel (d) halbbeschränkt. 

Satz VII.2.11 (Friedrichs-Erweiterung) 

Jeder dicht definierte halbbeschränkte Operator besitzt eine selbstadjungierte Erweite¬ 
rung. Genauer gilt: Erfüllt T. EI D dom(r) —>■ H die Ungleichung (VII. 13) bzw. (VII. 14), 
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so existiert eine selbstadjungierte Erweiterung, die dieser Ungleichung mit derselben 
Konstanten genügt. 

Der Kern des Beweises ist das folgende Lemma. 

Lemma VII.2.12 Seien H und K Hilberträume, und sei J e L{K, H) ein injektiver Ope¬ 
rator mit dichtem Bild. Dann ist JJ* € L{H) ein injektiver Operator mit dichtem Bild, und 
der Umkehroperator S: H D ran(7/*) —>■ H ist selbstadjungiert. 

Beweis. Weil J dichtes Bild hat, ist J* und deshalb auch JJ* injektiv (Satz V.5.2(g)). Als 
selbstadjungierter Operator hat JJ* daher dichtes Bild, und S ist dicht definiert. Die Selbst- 
adjungiertheit von S schließen wir aus Satz VII.2.8. Es ist klar, dass S symmetrisch ist, und 
um die Surjektivität von 5 ± i zu zeigen, sind bei gegebenem y e H die Gleichungen 
(S ± i)x = y in dom(5') zu lösen. Diese sind äquivalent zu (Id ± iJJ*)x = JJ*y, und da 
der selbstadjungierte Operator JJ* reelles Spektrum hat, gibt es Lösungen in H, die wegen 
X = JJ*(y =F ix) in dom(5') = ran(7/*) liegen. □ 

Beweis von Satz VII.2.11. Indem man statt T Operatoren der Gestalt ±T + k für ein k e K 
betrachtet, darf man annehmen, dass T der Ungleichung {Tx,x) > ||x||^ genügt. Betrachte 
nun die durch 


[x,y] = {Tx,y) 

auf dom(r) x dom(7’) definierte Sesquilinearform, die wegen [x,x] > ||a:||^ für alle x e 
dom(r) positiv definit ist. So erhält dom(7’) die Struktur eines Prähilbertraums, dessen 
Vervollständigung K genannt werde; die induzierte Norm sei |||x||| = {x,x\^/^. 

Offensichtlich ist der identische Operator von (dom(7’), ||| . |||) nach H kontraktiv, daher 
existiert eine kontraktive Fortsetzung J e L(K,H) (vgl. Satz II. 1.5). Es gilt 

[x,y] = {Tx,Jy) Vx e dom(r), y e K, 

denn für y e dom(7’) gilt dies definitionsgemäß, und für die übrigen y e K folgt es durch 
stetige Ausdehnung. Insbesondere ist J injektiv, da aus Jy = 0 die [ . , . ]-Orthogonalität 
von y auf dem dichten Teilraum dom(r) von K folgt. 

Wir sind also in der Situation von Lemma VII.2.12 und betrachten den dort als selbst¬ 
adjungiert erkannten Operator 5; dieser leistet das Gewünschte. Es gilt nämlich für x e 
dom(r), y e K 


[x,y] = {Tx,Jy) = [J*Tx,y], 

also X = J*Tx = JJ*Tx, denn / = Id auf dom(r). Das zeigt dom(r) C dom(5), und da nach 
Konstruktion ebenfalls x = JJ*Sx gilt und JJ* injektiv ist, erhält man T C S. Schließlich 
ist (5x,x) > ||x||^ auf dom(5') zu zeigen. Schreibt man x = JJ*^, so ergibt sich dies aus 
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{Sx,x) = > iiymi^ 


da J kontraktiv ist. □ 

Korollar VII.2.13 Sei A: H D dom(A) —H ein abgeschlossener dicht definierter Ope¬ 
rator. Dann ist der Operator A*A mit dem Definitionsbereich dom(A*A) = [x e dom(A): 
Ax G dom(A*)} dicht definiert und selbstadjungiert. 

Beweis. Es ist klar, dass A*A auf dem genannten Definitionsbereich symmetrisch ist; weit 
weniger klar ist, dass dieser dicht ist. Um das einzusehen, versehen wir dom(A) mit dem 
Skalarprodukt 


[x,y] = {x,y) + {Ax,Ay)\ 


da A abgeschlossen ist, wird dom(A) so zu einem Hilbertraum, der mit K bezeichnet sei. 
Ferner sei J e L{K, H) der Inklusionsoperator. 

Wir zeigen nun ran(/7*) C dom(A*A); weil JJ* dichtes Bild hat (vgl. Lemma VII.2. 12), 
folgt daraus die behauptete Dichtheit. Sei also y e H und x = JJ*y = J*y e ran(//*). Dann 
ist nach Definition von J* natürlich x e K = dom(A). Um zu zeigen, dass Ax in dom(A*) 
liegt, ist die Stetigkeit von f h» (A|,Ax) in der Norm von H zu beweisen; diese ergibt 
sich aus 


{A^,Ax) = [^,x]-{^,x) = [^,ry]-{^,x) 

= {JH,y)-{H,x) = {H,y-x). 

Damit ist auch der Operator T = Id + A*A dicht definiert und halbbeschränkt. Kon¬ 
struiert man die Friedrichs-Erweiterung wie im Beweis von Satz VII.2.11, so haben die 
Symbole J und K hier dieselbe Bedeutung wie dort. Die Friedrichs-Erweiterung S ist nun 
auf dom(5') = ran(y/*) definiert; folglich gilt S = T, und T selbst und damit auch A*A ist 
selbstadjungiert. □ 

Abschließend soll das Spektrum eines unbeschränkten Operators definiert werden. 

► Definition VII.2. 14 T;//D dom(7’) ^sei dicht definiert. 

(a) p{T) = {k e C: k-T: dom(7’) —>• H ist bijektiv, und (k - e L{H)} heißt die 
Resolventenmenge von T. 

(b) R'. p{T) L{H), Ri= {k- Ty^ heißt die Resolventenabbildung. 

(c) a{T) = C \ p{T) heißt das Spektrum von T. 
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Ist T abgeschlossen und k - T bijektiv, so gilt die Stetigkeit des inversen Operators 
(k - automatisch (SatzIV.4.4). Ist T nicht abgeschlossen, so gilt stets a{T) = C; 
siehe Aufgabe VII.5.32 oder Beispiel (g) unten. Deshalb sollte man das Spektrum nur für 
abgeschlossene Operatoren studieren. 

Wörtlich wie für beschränkte Operatoren zeigt man: 

Satz VII.2.15 T: H D dom(r) —>• H sei dicht definiert. 


(a) p{T) ist offen. 

(b) Die Resolventenabbildung ist analytisch, und es gilt 


Rx-Rß - (ft ~ ^)RiRß ■ 


(c) (j{T) ist abgeschlossen. 

Im unbeschränkten Fall braucht jedoch aiT) nicht kompakt zu sein, ferner kann cr(r) = 
0 Vorkommen! 


Beispiele 


(f) Sei T = dom(r) = {x e AC[0,1]: x(0) = 0} C ^^[0,1]. Dann ist ct( 7’) = 0. 
Für k e C setze nämlich 



dann ist (k - T)Si = Id, Sx(k -T) = (Die Formel für erhält man, wenn 

man die gewöhnliche Differentialgleichung ky - if = x mit der Methode der Variation 
der Konstanten löst.) Da T abgeschlossen ist (Beweis wie bei Beispiel IV.4(c)), folgt 
nach der obigen Bemerkung k e p{T), also piT) = C und aiT) = 0. (Man kann die 
Stetigkeit der Sx natürlich auch direkt zeigen.) 

(g) Sei Tx =fx,wof e C“(K), dom(r) = 2i(ß.) c L^(K). Für k e C ist dann 
ran(k -T) <Z ^(M), also k - T nie surjektiv (dank der Wahl des Definitionsbereichs 
^(K)). Daher ist in diesem Fall a(T) = C. 

Dieses Beispiel zeigt, dass das Spektrum eines symmetrischen Operators nicht reell 
zu sein braucht (siehe dazu Satz VII.2.16 unten). 

(h) Sei (f2, E, /r) ein Maßraum,/: ^ K messbar und T: x \-^ fx der zugehörige 

Multiplikationsoperator auf dom(r) = {x e L^iff)'. xf e L^(/x)). Nach Beispiel (b) ist 
T selbstadjungiert. Dann ist ^(r) = {k e K: Ve > 0 hat/' [k-e, k + e] positives Maß}. 
(Das ist der sog. wesentliche Wertebereich von/.) Ist nämlich k nicht im wesentlichen 
Wertebereich, so ist ^ e L°°(ß), und (k -/)x = y gilt genau dann, wenn ^ = x. 
Zu y e L^ipi) existiert demnach genau ein x e L^(/r) mit {k -f)x = y. Es ist auch 
X G dom(7’), denn/t = (-1 + ^)y e weil (-1 + ^) e L“(/x) ist. Da T 
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abgeschlossen ist, ist k e p(T). Das zeigt „c“. Sei nun k e p(T). Dann ist notwendig 
(k - r) ' = Mh, dem Multiplikationsoperator mit h= Wir behaupten 


1^1 < \\Mh\\ < oo fast überall. 


Seinämlichfl > 1, und wähle eine messbare Menge £ C {f: \h{t)\ > fl||M/,||} endlichen 
Maßes. Es folgt 


WhXEf <\\Mht\\XEt = \\MHfpi{E) 


sowie andererseits 



Folglich gilt p,{E) = 0, und da a > 1 beliebig war, ergibt sich unsere Behauptung. 
Insbesondere ist h e E^(ß), und k liegt nicht im wesentlichen Wertebereich. 

Satz VII.2.16 Für selbstadjungiertes T ista{T) C K. 

Beweis. Sei z = A + i/x e C \ K, also ß ^0. Sei S = ^ - ^ auf dom(S) = dom(r); dann ist 
S selbstadjungiert. Wegen (VII.12) gilt \\{z-T)x\\^ = ß^\\Sx-ix\\^ > /x^||x||^, also existiert 
(z-E) *; ran(z- r) = ran(i-S) ^ dom(7’) und ist stetig. Nach Satz VII.2.8 schließlich ist 
ran(z -T) = H. □ 

Zur Umkehrung dieses Satzes siehe Aufgabe VII.5.20. 


VII.3 Der Spektralsatz für unbeschränkte Operatoren 

Wir beginnen mit dem Analogon zu Satz VII. 1.21. 

Satz VII.3.1 (Spektralsatz, Multiplikationsoperatorversion) 

Sei T: H D dom(7’) —H selbstadjungiert. Dann existieren ein (im separablen Fall 
a- endlicher) Maßraum (Q, E,/x), eine messbare Funktion f: ^2 —>• K sowie ein unitärer 
Operator U: H L^iß) mit 

(a) X e dom(r) Of- Ux e Lj(ß). 

(b) UTU*ip =f ■ q) =; Mf((p)für cp e dom(M/) = {(p e L^'.ftp e I^}. 

Wir wissen bereits aus Beispiel VII.2(b), dass der Operator Mf selbstadjungiert ist; 
umgekehrt besagt Satz VII.3.1, dass Mf im Wesentlichen das einzige Beispiel für einen 
selbstadjungierten Operator ist. 
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Beweis. Da T selbstadjungiert ist, ist a{T) C K (Satz VII.2.16), also existiert R := {T + 
/)“' e L(H). Wir zeigen zuerst, dass R normal ist. Seien zi,Z 2 £ H. Nach Satz VII.2.8 
existieren x,y e dom(r) mit zi = (T + i)x, Z 2 = {T - i)y. Dann ist 

(RzuZ 2 ) = (x,{T-i)y) = ({T +i)x,y) = {zi,{T-iy^Z 2 ), 

also R* = [(r + 0 ']* = (T - i)-\ und Satz VII.2.15(b) impliziert RR* = R*R. Nach 
Satz VII. 1.25 ist 


URU* =Mg 

für eine beschränkte messbare Funktion g: ^ C und einen unitären Operator U: H 

L\b)- 

Um daraus eine Darstellung für T zu gewinnen, werden wir die Überlegung 

- =Y O r = - i Vt, y eC, r ^ -i, y ^ 0 

r + i Y 

zu übertragen versuchen. 

Wir betrachten/(&)) = - i. Da R injektiv ist, ist Mg injektiv, daher {co: g(cD) = 0} 

eine Nullmenge, und / ist fast überall definiert. 

Als nächstes zeigen wir Teil (a). Sei x e dom(r). Da R den Hilhertraum H auf dom(r) 
abhildet, kann man x = Ry für ein y e H schreiben, also 


Ux=URy = g- Uy 


und 


f ■ Ux=f ■ g - Uy e L^(ß.), 

da/ • g beschränkt ist. Ist umgekehrt f ■ Ux & L^(ß), so existiert y e H mit Uy = {f + i)Ux, 
also gilt g ■ Uy = Ux und jc = (U*MgU)y = (T + i)~^y e dom(r). 

Um (b) zu zeigen, bemerke dom(M/) = U{dom(T)) sowie (x = Ry wie oben, daher 
Tx = y - ix) 

UTx = Uy — iUx = ^— i^Ux =f ■ Ux\ 

das zeigt Teil (b). Mit T muss dann auch Mf symmetrisch sein, was schließlich beweist, 
dass / fast überall reellwertig ist. □ 


Beispiel 

Betrachte T = auf dem Schwartzraum dom(r) = ^(R) (Definition V.2. 3). T ist 
wesentlich selbstadjungiert, und T* = auf dom(7’*) = {x e L^(]R): x|^ e AC(/) für 
alle kompakten Teilintervalle I cR und dx/dt e L^(]R)) (vgl. Aufgabe VII.5. 22). 
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Die Fouriertransformation ^ erfüllt 




(VII. 15) 


für q) e nach Lemma V.2.4. Via ist T also unitär äquivalent zu dem Multi¬ 

plikationsoperator Mt auf ß’iW) C L^(R), denn ^(dom(r)) = ^(R). Man kann 
zeigen, dass (VII. 15) auch für den selhstadjungierten Operator T* und q e L^(]R) mit 
t - q e L^(]R) gilt. 

Abschließend soll die Spektraldarstellung eines unbeschränkten selhstadjungierten 
Operators skizziert werden. Wir beginnen mit dem selhstadjungierten Operator Mj, 
dom(My) = {^ e fq e L^(/x)}. Ist h: M. C beschränkt und messbar, 

so ist h{Mf) := M^of e L{L^(ß)) normal. Die Abbildung h h{Mf) ist stetig und 
multiplikativ. Ist A C R eine Borelmenge, so existiert insbesondere 


Fa - XA(Mf) - Myj^of - 


A Fa ist ein Spektralmaß, hat aber i. Allg. keinen kompakten Träger. Ferner gilt 
h{Mf) = f^h{X)dFx- Des weiteren ist F durch die letzte Gleichung eindeutig festgelegt. 
Sei T: H Z) dom(7’) ^ F{ selbstadjungiert und UTU* = Mf gemäß Satz VII.3.1 dargestellt. 
Setze Ea = U*Fa U, dann ist E ein Spektralmaß auf R (i. Allg. ohne kompakten Träger), 
und für beschränkte messbare h gilt 


h(T)-.= f h{X)dEx = U*KMf)U. 


(VII. 16) 


Die Abbildung h h{T) hat die üblichen Eigenschaften eines Funktionalkalküls. All das 
lässt sich genauso zeigen wie im beschränkten Fall. 

Sei nun /z: R ^ R messbar, aber nicht notwendig beschränkt. Setze Di, = [x e H: 
f I h{k) I ^ d{Exx, x) < oo}. (t/ {Exx, x) ist ein positives Maß!) Dann ist D/, ein dichter Unter¬ 
raum von H. Um diese und die folgenden Aussagen zu beweisen, ist es notwendig, sie 
vom „abstrakten“ Hilbertraum FI mittels des unitären Operators U in den „konkreten“ Hil¬ 
bertraum L^(ß) zu übersetzen. Betrachten wir dazu noch einmal den Zusammenhang der 
Spektralmaße E und F. Schreibt man Ux = q und Uy = ir, so ist 



Setzt man v(B) = fgqxj/dß, so gilt also (EAX,y) = v{f H^I)); die auf S. 361 zitierte 
Transformationsformel für Bildmaße liefert daher für integrierbare Funktionen g: R —>• R 



(VII. 17) 
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Nun zurück zu Dh - Offenbar ist wegen (VII. 17) x e Di, genau dann, wenn (p = Ux 

j \h off\(pf dß < oo 

Jn 

erfüllt, und in Beispiel VII.2(b) wurde gezeigt, dass solche q) einen dichten Unterraum von 
bilden. Also ist auch Di, ein dichter Unterraum von H. 

Des weiteren existiert für x e Di,, y e H das Integral 


/ 

Jr 


h(k)d(Exx,y), 


genauer gilt 


1 / 

\Jr 


h(X)d{ExX, y) 


/ 

Jr 


\h(X)f d{Exx,x) 


1/2 


In der Tat impliziert (VII. 17), genauer ein Analogon für die Variation, 


/ 

Jr 


\h(X)\dmx,y)\ 


Jq 


\(hof)qf\dß 


\hoff\qfdß 


1/2 


\h(k)f d{Exx,x) 


1/2 


< oo; 


es gilt ja X e Dl, O {h of )q e L^(ß). Daher existiert ein Element, das wir h(T)x e EI 
nennen wollen, mit 


{h(T)x,y) = f h(X)d{Exx,y) Vx e Du, y e H. (VII.18) 

Jr 

Der so definierte Operator h{T): Di, ^ H wird mit h(T) = f h(X)dEx bezeich¬ 
net. Im Gegensatz zum Fall beschränkter h existiert dieses Integral nicht im Sinn der 
Operatornormkonvergenz wie in Satz VII. 1.11, sondern nur im Sinn von (VII. 1 8). 

Setzt man speziell h = t,&o ergibt sich 

/ Xd{Exx,y) = j fqij/dß = {Mfq,\l^) = {U*MfUx,y) = {Tx,y) 

Jr Jn 

fürx e dom(r), d.h. (Satz VII.3. 1)/ • Ux e L^iß), d.h.xe Dt nach (VII.17). Es ist also 
Dt = dom(7’) und T = f X dEx- Genauso zeigt man 

{U*Mi„fUx,y) = {KT)x,y) Wx e Di,, yeH. 


Wir fassen zusammen. 
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Theorem VII.3.2 (Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren) 

Sei T. H D dom(r) ^ H selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes 
Spektralmaß E mit 



Ist /r: R —> M messbar und Dh = {x E H: f \h(X.)\^ d{Exx,x) < oo}, äo definiert 



einen selbstadjungierten Operator h{T)\ H D Dh H. 

VII.4 Operatorhalbgruppen 

Für eine (n x n)-Matrix A wird die Lösung des Anfangswertproblems für eine gewöhnliche 
Differentialgleichung 


u = Au, m(0) = xq 


(VII. 19) 


bekanntlich durch die C"-wertige Funktion u{t) = e‘^xo gegeben. Auch partielle Diffe¬ 
rentialgleichungen können häufig in der Form (VII. 19) geschrieben werden; dann ist A 
jedoch ein (unbeschränkter) Operator in einem Banach- oder Hilbertraum. In diesem Ab¬ 
schnitt soll die Frage untersucht werden, für welche Operatoren A das Exponential e'^ 
definiert werden kann. Für selbstadjungierte Operatoren A: H D dom(A) —>• H mit nach 
oben beschränktem Spektrum und r > 0 ist das nach dem Spektralsatz VII.3.2 der Fall, da 
dann a \-^ e'" eine stetige beschränkte Funktion auf dem Spektrum cr(A) ist. Die e'^,t> 0, 
sind beschränkte Operatoren mit 




sie bilden also eine Halbgruppe von Operatoren. Dass man im unendlichdimensionalen 
Fall nur positive t betrachtet, liegt in der Natur der Sache; z. B. ist das Anfangswertproblem 
der Wärmeleitungsgleichung u' = Au für negative Zeiten i. Allg. nicht lösbar. 

Halbgruppen von Operatoren auf Banachräumen bilden den Gegenstand dieses Ab¬ 
schnitts, in dem X stets einen komplexen Banachraum bezeichnet. 

► Definition Vll.4.1 Eine stark stetige Operatorhalbgruppe (oder Co-Halbgruppe) ist 
eine Familie 7): Z —>• V, f > 0, von stetigen linearen Operatoren auf einem Banachraum 
X mit folgenden Eigenschaften: 


(1) To = Id, 

(2) Ts-n = TsT, für alle s,t >0, 
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(3) lim TfX = X für alle x e X. 


Gilt statt (3) die stärkere Forderung 


(3') lim II r,-IdII =0, 

t->-0 


so spricht man von einer normstetigen Halbgruppe. 

In Abschn. VIII. 1 werden wir die starke Operatortopologie auf L{X) einführen; die Be¬ 
dingung (3) bedeutet dann die Stetigkeit von t F, in dieser Topologie bei t = 0. Analog 
besagt (3') die Stetigkeit von t T, bei f = 0 in der Operatornormtopologie. Beachte 
noch, dass wegen (2) die Operatoren einer Halbgruppe notwendig kommutieren. 


Beispiele 

(a) Sei A e L(X) und 



Die Reihe konvergiert absolut in L(X); daher definiert sie einen stetigen linearen Ope¬ 
rator. (T,)t>o ist eine normstetige Halbgruppe: (1) ist trivial, (2) zeigt man wie in der 
Analysisvorlesung die Funktionalgleichung e^*^ = eAe^' der Exponentialfunktion, und 
für (3') beachte nur 



mit t ^ 0. In diesem Beispiel erhalten wir sogar eine Gruppe, wenn wir f e R zulassen, 
(b) Wir betrachten die Translationshalbgruppe 


(Ttf)(x) =f{x + t) 


auf D’[0, oo), Co(R) oder Co[0, oo). Es ist klar, dass jeweils (1) und (2) erfüllt 

sind. (3) sieht man auf Co(R) so: Ist/ e Co(K), so ist/ gleichmäßig stetig (Beweis?). 
Zu e > 0 existiert dann ein S > 0 mit 


|x-y| < S l/(-*)-/Cv)l < £■ 


Daher gilt für 0 < f < 3 


l|7’/-/lloo = sup|/(xH-0-/(Jc)l < £■ 
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Im L'^-Fall für 1 < p < oo zeigt man zuerst Tif f auf dem dichten Unterraum aller 
stetigen Funktionen mit kompaktem Träger und schließt daraus mittels sup, || Ti || < oo, 
dass (3) gilt; vgl. Aufgabe II.5.5. Fürp = oo gilt (3) nicht, wie man am Beispiel/ = l[o,i] 
sieht. 

Ist die Grundmenge [0, oo), sind die Beweise identisch; im Fall von M erhält man 
aber sogar eine Gruppe von Operatoren, wenn man auch negative f zulässt. 

(c) Die Wärmeleitungshalbgruppe ist durch Tq = Id bzw. 

auf diversen Funktionenräumen auf erklärt. Wir behandeln den Fall Z/’(M'^), 1 < 
p < oo. Setzt man 


1 / Ijcl^ \ 

Ytix) = - 77^ exp(-), X e f > 0 , 

(4jrr)'^/2 4r / 

so kann (VII.20) mittels der Faltung als 

Ttf = Yt *f 

geschrieben werden. Die Youngsche Ungleichung (Satz II.4.4, sie gilt für wie für T) 
zeigt 


IIW< |lK,||i||/||p= ll/ll;,; 

daher sind alle Tt stetige lineare Operatoren mit Norm < 1 auf L!’(W^). Die Eigen¬ 
schaft (1) einer Co-Halbgruppe gilt defmitionsgemäß, und Eigenschaft (3) zeigt man 
mit einer ähnlichen Technik wie in Aufgabe II.5.6. Es bleibt, (2) nachzurechnen, das 
wegen der Assoziativität der Ealtung auf 


Ys+t = Ys* Yt Vs,t > 0 

hinausläuft. Diese Gleichung kann elementar verifiziert werden, wenn man nur 

r jj;dß , Ij2. 

I exp(-a^y^+ 2by-c^)dy =—^ exp(-c^ H-—), a,ceR,beW‘, 
jRd a“ \ / 

berücksichtigt; alternativ kann man mittels Eouriertransformation und 
Aufgabe VII.5.10 argumentieren. 

(VII. 20) definiert auch auf dem Raum Co(K'^) eine Co-Halbgruppe (Auf¬ 
gabe VII.5. 26). Sie wird wegen des Zusammenhangs zur Brownschen Bewegung auch 
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Brownsche Halbgruppe genannt. Der Name Wärmeleitungshalbgruppe reflektiert den 
engen Zusammenhang dieses Beispiels zur Wärmeleitungsgleichung, vgl. Satz VII.4. 7. 

(d) Auch in der Theorie der Delay-Gleichungen (Differentialgleichungen mit nach¬ 
eilendem Argument) treten Operatorhalbgruppen auf. Bei einer gewöhnlichen Diffe¬ 
rentialgleichung erster Ordnung hängt u'{t) nur von u{t) ab, bei einer Delay-Gleichung 
jedoch von den u{s) in einem Intervall t-a < s < t. Diese u(s) bilden die Vorgeschichte 
von u{t). Wir betrachten ein lineares autonomes Delay-Anfangswertproblem der Form 

u'it) = m(0) = (pe C[-cr,0]; (VII.21) 


dabei bezeichnet u^‘\s) = u{s+t), -er < s < 0, und l ein stetiges lineares Funktional auf 
dem Banachraum C[-cr, 0]. Ein einfaches Beispiel erhält man mit f dann lautet 

die Gleichung ii{i) = u{t-a). 

Aus der Theorie der Delay-Gleichungen ist bekannt, dass (VII.21) genau eine 
Lösung besitzt^’; diese wollen wir in der Form = TfCp mit einem Lösungsoperator 7) 
schreiben. Die 7) sind dann lineare Abbildungen auf C[-a,0], und aus der Eindeutig¬ 
keit der Lösung für jeden Anfangswert folgt die Halbgruppeneigenschaft T^+t = TsTf 
Nach Konstruktion gilt Tq = Id sowie für t > 0 und -er < ä < 0 


iT,cp){s) = 


q)(s -I- 1) 

m + C (-(TrrV) di) 


falls 5 H-1 < 0, 
falls s + t > 0. 


Daraus folgt die Abschätzung 


(VII.22) 


l|L,(p||oo < ll?)|loo + Pll f \\Tff(p\\ocdi) 

Jo 

(beachte s + t < t) und weiter nach der Gronwallschen Ungleichung (siehe z. B. 
Walter [1993], S. 257) 


l|7’,.p||oo<e"'"'ll^’llco V^eC[-a,0]. 

Das liefert die Stetigkeit der T, auf C[-cr, 0] und mit (VII.22) auch noch lim,.H>o WTtV - 
^lloo = 0. Damit ist gezeigt, dass die T,, f > 0, eine stark stetige Operatorhalbgruppe 
auf C[-fT,0] bilden. 

Wir wollen nun zwei einfache Eigenschaften einer Co-Halbgruppe kennenlernen. 


^Vgl. J. Haie, S. M. Verduyn Lunel, Introduclion to Functional Differential Equations, Springer- 
Verlag 1993, Theorem 6.1.1. 
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Lemma VII.4.2 Ist (7',),>o eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum X, so existieren 
M > 1, tti e M mit 


\\T,\\<Me“‘ Vr>0. (VII.23) 

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ein r > 0 mit 

/r := sup ||r,|| < oo (VII.24) 

0<t<z 


existiert. Wäre das falsch, gäbe es eine Nullfolge (t„) mit ||Tf^|| ^ oo. Nach dem Satz 
von Banach-Steinhaus existierte dann ein x e X mit ||Tf„A:|| —> oo im Widerspruch zur 
Eigenschaft (3) einer Co-Halbgruppe. 

Seien nun K und t wie in (VII.24). Schreibe eine Zahl t > 0 als t = nr + ■& mit n e No 
und 0 < j? < T; dann gilt 


lir,|| = \\T"Ti^\\ < ||rNi"||r,,|| < 

Letzteres wegen n < tjx, > ||7o|| = 1. Also ist (VII.23) mit M = K und co = {\ogK)/x 
erfüllt. □ 

Das Infimum über die in (VII.23) zulässigen w, genauer 

wq := inf{öj: 3M = M{w) mit (VII.23)}, (VII.25) 

heißt der Typ oder die (exponentielle) Wachstumsschranke der Halbgruppe. Das Infimum 
braucht übrigens nicht angenommen zu werden und kann -oo sein (Aufgaben VII.5.28 
undVII.5.29). 

Wenn man in (VII.23) M = 1 und ru = 0 wählen kann, mit anderen Worten wenn 
II7) II < 1 für alle t > 0 gilt, heißt die Co-Halbgruppe (7)) eine Kontraktionshalb grupp e. 

Lemma VII.4.3 Ist (7)) eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum X, so ist die 
Abbildung 


[0, oo) y.X ^ X, {t, x) TfX 

stetig, und zwar gleichmäßig in t auf kompakten Teilmengen von [0, oo). Insbesondere ist 
für jedes x & X die vektorwertige Funktion u: t T,x stetig; in Zeichen u e C([0, oo), V). 

Beweis. Seien x e X und to > 0. Zu 3 > 0 wähle ho > 0 mit 

||7),a:-x|| < S VO < h < ho. 
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Für den Beweis des Satzes reicht es, für eine gewisse Konstante C die Abschätzung 
\\x-y\\ < &, 0 < s < t < to, t-s < ho \\TtX- < CS 


zu beweisen. Seien dazu M und a> wie in (VI1.23); es folgt 

\\TiX-T,y\\ < \\TiX-T,x\\+ \\T,x-Tsy\\ 

< lirjl \\Tt_sX-x\\ + ||7;|| ||x-y|| 

< Me“^S + Me‘^'S. 

Man setze also C = 2M, falls rw < 0, und C = falls cu > 0. □ 

Wir wollen einer Co-Halbgruppe einen (in der Regel unbeschränkten) Operator, ihren 
Erzeuger, zuordnen. Eine Hauptaufgabe der Halbgruppentheorie ist, den Zusammenhang 
dieser beiden Objekte zu studieren. 

Eür eine Halbgruppe ie‘^)t>o wie in Beispiel (a) würde man A als „Erzeuger^' der Halb¬ 
gruppe ansehen. Um nun A aus der Exponentialfunktion zurückzuerhalten, muss man 
diese differenzieren. Diese Idee steht bei der folgenden Definition Pate. 

► Definition Vll.4.4 Sei {T,),>o eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum X. Der 
infinitesimale Erzeuger (kurz Erzeuger) von (Tj) ist der Operator 


Ax = lim 

h^O 


TfiX — x 

h 


auf dem Defmitionsbereich 


dom(A) = 


X e X: lim 

h^O 


TijX-X 

h 


existiert 


Mit Hilfe der vektorwertigen Eunktionen U(x)- 1T,x lässt sich dom(A) als {x: u'^^^(0) 
existiert} und Ax als (rechtsseitige) Ableitung u'^^~^(0) deuten. 

Wir berechnen die Erzeuger der Halbgruppen aus den obigen Beispielen. Dabei stellt 
sich heraus, dass A wirklich in der Regel ein unbeschränkter Operator ist; siehe dazu auch 
Satz VII.4.9. 


Beispiele 

(a) Der Erzeuger der Halbgruppe (e‘‘^) ist A selbst; es gilt ja 


e'^-ld 



II All" 

h 


^ n\ 

n=2 

3 


< /i||A||2e'‘ll^ll ^ 0. 
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Ferner ist hier der Definitionsbereich des Erzeugers ganz X. 


(b) Bei der Translationshalbgruppe gilt punktweise 

mx)-fix) fix+h)-fix) dj 

hm -= hm -=-(x); 

h^o+ h h^o+ h dx 


d* jdx bezeichnet die rechtsseitige Ableitung. Daher ist zu vermuten, dass der Erzeuger 
A der Ableitungsoperator/ /' ist. Wir bestätigen das in dem Eall, dass die Tt auf 
Co(M) (oder Co[0, oo)) erklärt sind: 

dom(A) = If e CoiM.):f existiert und/' e Co(K)}, 

Af=f. 


Sei als erstes / e Co(K) differenzierbar mit/' e Co(K). Dann ist/' gleichmäßig 
stetig, woraus mit h ^ 0* 


fix + h) -fix) 
h 


-fix) 


< 


I 2 px+h 

Wj fiy)dy-fix) 

1 

7 \fiy)-fix)\dy ^ 0 


gleichmäßig in x folgt. Das heißt/ e dom(A) und Af =f. 

Ist umgekehrt / e dom(A), so zeigt das punktweise Argument, dass / rechtssei¬ 
tig differenzierbar ist; und da Af defmitionsgemäß in Co(M) liegt, ist die rechtsseitige 
Ableitung stetig. Daraus folgt aber die Differenzierbarkeit von/ schlechthin'^. 

In der L'’-Theorie ist der Definitionsbereich des Erzeugers schwieriger zu beschrei¬ 
ben. Es sei an den Begriff der absolutstetigen Eunktion erinnert (Definition A. 1 .9) und 
daran, dass eine solche Eunktion fast überall differenzierbar ist (Satz A. 1.10). Dann 
kann man für den Erzeuger der Translationshalbgruppe auf LPiM.), l < p < oo, zeigen: 


dom(A) = {/ e LFiK):f ist absolutstetig und/' e L^(M)}, 

Af=f. 


(c) Der Erzeuger der Wärmeleitungshalbgruppe ist der Laplaceoperator. Wir be¬ 
trachten im Detail den Eall p = 2; hier sieht man das am schnellsten mittels der Eourier- 
transformation ein. Zunächst ist festzustellen, dass alle y, e JX'iMf) sind. Da die Ealtung 
zweier Schwartzfunktionen wieder eine Schwartzfunktion ist (Aufgabe VII.5. 10), gilt 
7’,(oZ’(K'^)) C =5^(K'^) für alle r > 0. Als erstes wird nun 

Yh* f — f 

lim ^ •' = Af V/ e ^iRf 

h-s-O h 


"'Siehe W. Walter, Analysis I, Springer-Verlag 1985, Satz 12.25. 


(VII.26) 
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(mit Konvergenz in behauptet. Da die Fouriertransformation ein Isomorphis¬ 
mus auf ist, der den Schwartzraum invariant lässt (SatzV.2.8), ist (VII.26) 

wegen Aufgabe VII.5.10 äquivalent zu 



h 




V/ e 


Weiter gelten nach Lemma V.2.6 und Lemma V.2.4 

1 




(27r)'^/2 




und da die Fouriertransformation ein Isomorphismus auf ist, ist (VIL26) 

schließlich zu 


hm- 

h^O h 


qg 


Vg e 




(VIL27) 


äquivalent, wo q(^) = gesetzt und wieder die Konvergenz in gemeint ist. 

Um (VIL27) einzusehen, betrachte die Hilfsfunktion 


oo 


7 • ^ n ' 


damit gilt 


- g ^ 


■qg 


= \\{<^o{hq))-qg\\l= [ 


mit h ^ 0 nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz, denn der Integrand strebt punkt¬ 
weise gegen 0 und wird von der integrierbaren Funktion \qg\^ majorisiert (beachte 
-1 < 'I>(z) < 0 für z < 0). Mehr noch: das Argument zeigt, dass (VIL26) für alle 
f e gilt, für die q ■ in iJ liegt, und das ist genau für die / aus dem Sobolev- 
raum VF2(]R‘^) der Fall (Satz V.2.14); hier ist der Laplaceoperator natürlich im Sinn der 
schwachen Ableitungen zu verstehen. Damit ist für p = 2 


dom(A) = W^(K''), Af = Af 


gezeigt. Im Fall p 2 kann man den Definitionsbereich von A als {/ e U: Af e 
LF} beschreiben; hier werden Ableitungen im Distributionensinn aufgefasst, siehe 
Abschn. VIIL5. Für 1 < p < oo stimmt dom(A) mit dem auf Seite 275 angesprochenen 
Sobolevraum IL2’'’(]R'^) überein, aber nicht für p = 1. 


(d) In diesem Beispiel ist der Erzeuger der Ableitungsoperator Acp = <p' auf dem 
Defmitionsbereich 


dom(A) = {(pe CH-(t,0]: ^'(0) = 
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Ist nämlich zunächst (p e dom(A), so folgt aus (VII.22) 


{A(p){s) = hm 


Th(p{s) - (p(s) 
h 



(VII.28) 


Da A(p stetig ist, muss (p (beidseitig) stetig differenzierbar sein (vgl. das Argument in 
Beispiel (b)); also ist (p e C'[-(t, 0], (p(0) = l((p) und A(p = <p'. Dass umgekehrt ein 
solches q) zu dom(A) gehört, ergibt sich aus der gleichmäßigen Konvergenz bzgl. s in 
(V11.22). 

Als nächstes werden einige Eigenschaften des infinitesimalen Erzeugers A einer Cq- 
Halbgruppe studiert. Aus der Definition von dom(A) ergibt sich nicht unmittelbar, dass 
dom(A) mehr als die 0 enthält. Unser erstes Ziel ist zu zeigen, dass A stets dicht defi¬ 
niert und abgeschlossen ist. Dazu wird das Riemannintegral für banachraumwertige stetige 
Funktionen benötigt. Dieses kann wie im skalaren Fall als Grenzwert von Riemannschen 
Summen erklärt werden; es gelten dann sämtliche vertrauten Rechenregeln (Linearität, 
la Ib ~ Ja inklusive des Hauptsatzes 



(VII.29) 


für stetige Funktionen mit Werten in einem Banachraum. Die Beweise dieser Aussagen 
erfolgen wie im skalaren Fall. Ferner gilt für stetige lineare Operatoren T 



(VII.30) 


Zuerst nun ein wichtiges Lemma. 

Lemma VII.4.5 Sei A der Erzeuger der Co-Halbgruppe (Tt) auf dem Banachraum X, und 
sei t > 0. 

(a) l Tsxds e don\(A) für alle X e X, undA (j: Tsxds^ = T,x-x. 

(b) T',(dom(A)) C dom(A). 

(c) TfAx = ATfXfür alle x e dom(A). 

(d) Ttx-x= I TsAxds für alle X e domiA). 


Beweis. Beachte, dass die Funktionen t 7)x nach Lemma VII.4.3 stetig sind. 
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(a) Es gilt nach (VII.30) und (VII.29) 


-M 


I Ts+h^ds~ I Tsxds 

Jo Jo 

l 


TsX ~ J ds 
TiX-Tqx = T,x-x 


mit h ^ 0; daraus folgt (a). 

(b), (c) Sei X e dom(A). Dann konvergiert mit h 0 


Th(T,x) - T,x 




denn Tt ist stetig. Also ist TtX e dom(A) und ATfX = TtAx. 
(d) Sei X € dom(A). Unter (a) wurde bewiesen 


T,x-x=A f TsXds = \\m-(Th f TsXds- f TsXds 

Jo h \ Jq Jo 

»lim 

h^oJo \ h / 


Wegen x e dom(A) konvergiert 


Ts 


( 


ThX-x\ 

h ) 


TsAx 


für h ^ Q, und zwar wegen sup^<, ||rj|| < oo (Lemma VII.4. 2) gleichmäßig auf [0, t]. 
Daraus folgt 

lim f Ts( — - \ ds = f TsAxds, 

h^oJo X h J io 


und (d) ist bewiesen. □ 

Es ist zu bemerken, dass in Beispiel (c) sogar TfX e dom(A) für alle x e X gilt, nicht 
jedoch in Beispiel (b). Aussage (a) aus Lemma VII.4.5 kann so interpretiert werden, dass 
„im Mittel“ Tjx stets in dom(A) liegt; im Kontext von Beispiel (b) sieht man erneut die 
glättende Wirkung der Integration. 

Satz VII.4.6 Der Erzeuger einer Co-Halbgruppe ist dicht definiert und abgeschlossen. 

Beweis. Sei A der Erzeuger von {Tt). Zu x e V und t > 0 betrachte x, := y Jq TsX ds. Dann 
ist nach Lemma VIL4.5(a) x, e dom(A), und es gilt nach (VII.29) Iim,^o-t^f = x. Deshalb 
ist A dicht definiert. 
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Zum Beweis der Abgeschlossenheit von A betrachte eine Folge (x„) in dom(A) mit 
Xn —>■ X, Ax„ ^ y e A. Es ist X e dom(A) und Ax = y zu zeigen. Das folgt aus 


ThX — x 

~li 


.. TfiXfi Xii 

hm - 

n—*-oo }i 

1 /•* 

lim - / TsAxnds (Lemma VII.4.5(d)) 

n^oo h Jq 



(da TsAxn -> Tsy gleichmäßig in e [0, t\) 


y 


mit h ^ 0. 


□ 


Lemma VII.4.5 liefert Informationen über die Lösungen eines abstrakten Cauchypro- 
blems 


u'=Au, u(0)=xo. (VII.31) 

Satz VII.4.7 Es sei A der Erzeuger der Co-Elalbgruppe (Tt) auf einem Banachraum X, 
und es sei xo e dom(A). Dann ist die Funktion u: [0, oo) —>■ X, u(t) = T,xo, stetig differen¬ 
zierbar, Aom{A)-wertig und eine Lösung von (VII.31). Ferner ist u die einzige Lösung von 
(VII.31) mit diesen Eigenschaften, und u(t) hängt stetig vom Anfangswert xq ab. 


Beweis. Nach Lemma VII.4.5(b) ist r,xo e dom(A) für alle t > 0, also ist A(u(t)) 
wohldefmiert. Für die rechtsseitige Ableitung von u gilt 


u(t + h)-u{t) T,+hXo-T,xo 

hm -= hm - 

h^0+ h h^0+ h 


lim Tt 

A-^0+ 


.(ThXo-XQ\ 


= T,Axo = ATfXQ = A(u(t)) 


und für die linksseitige ebenfalls 


u(t - h) - u(t) 

lim - 

h^O* —h 


lim = T,Axo=A(um 

h^0+ h 


Im vorletzten Schritt geht ein, dass wegen sup^<, UTitH < oo die Tt-h gleichgradig stetig 
sind; mit der Abkürzung Ah = \(Th - Id) lautet die Abschätzung explizit 


Tt^hAhXo - T,Axo II < II Tt^hAhXQ - T,_hAxQ || + || T,_hAxQ - T,Axq || 
< \\Tt-h\\ ll^ft-t^o-^-^oll + \\Tt-hAxo-T,Axo\\ 
0 


nach Definition von A sowie Lemma VII.4.3. Außerdem zeigt dieses Lemma wegen u'{t) = 
AT,xo = T,Axo, dass u' stetig ist. 
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Sei nun v eine weitere Lösung von (VII.31). Dann liefert die „Produktregel“ der 
Differentiation (Beweis wie in der Analysis) für 0 < t < s 

^Ts-,v(t) = + Ts-,v{t) (denn ^T.,x = AT.,x) 

dt \ dr / 

= ~T,_,Av(t) + T,_,Av(t) = 0. 


Daraus folgt die Konstanz der Funktion <!>: [0,5] ^ X, tt>(f) = Ts-tv{t)\ denn für alle 
Funktionale £ e X' ist 


d 

— (£ o O) = £ o — = 0, 
dt dt 

so dass £(<I>(0)) = £(<t>(0) für alle t e [0,5], insbesondere für t = s. Der Satz von Hahn- 
Banach impliziert <1>(0) = 't>(5), d. h. 7)xo = v(5). Da s beliebig war, ist die Eindeutigkeit 
der Lösung gezeigt. 

Die stetige Abhängigkeit von u(t) von xq ist nichts anderes als die Stetigkeit der 
Operatoren 7). □ 

Korollar VII.4.8 Zwei Co-Halbgruppen mit demselben Erzeuger stimmen überein. 

Beweis. Haben (S,) und (T,) denselben Erzeuger A, so lösen sowohl t S,x als auch 
t h- TfX das Anfangswertproblem 

u'(t) = Au{t), m(0) = X e dom(A). 

Die eindeutige Lösbarkeit impliziert für alle t > 0 und, da die S, und 

T, stetig sind und dom(A) dicht liegt (Satz VIL4.6), S, = 7). □ 

Will man Satz VII.4.7 auf ein konkretes Cauchyproblem mit einem gegebenen Diffe¬ 
rentialoperator A anwenden, benötigt man Kriterien, mit deren Hilfe man einem abge¬ 
schlossenen Operator ansehen kann, ob er eine Co-Halbgruppe erzeugt. Solche Kriterien 
werden im Eolgenden hergeleitet. 

Wir behandeln zuerst den Fall normstetiger Halbgruppen. Bei einer normstetigen Halb¬ 
gruppe (T,) ist die Abbildung t \-^ T, bzgl. der Operatornorm stetig, wie aus der für 
0 < s < t < to gültigen Abschätzung 

= ||r,(r,_,-id)|| < ||r,|| ||r,_,-id|| < C||r,.,-id|| 

folgt. Daher konvergiert das Riemannintegral ds in der Operatornorm, und wir 
können die Operatoren 


M,= -f T,ds (t> 0) 
t Jo 


(VII.32) 
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definieren. Da T i—Ix ein stetiger linearer Operator von L(X) nach X ist, gilt 

1 r‘ 

MfX = - I TsX ds Vx e X. 
t Jo 

Satz VII.4.9 Für eine Co-Halbgruppe (Tt) mit Erzeuger A sind folgende Aussagen 
äquivalent: 


(i) (T,) ist normstetig. 

(ii) A ist stetig. 

(iii) dom(A) = X. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, gilt Tt = e'^ für alle t > 0. 

Beweis, (i) (iii): Wir verwenden die obige Notation. Ist (I,) normstetig, folgt aus 
(VII.29) \\Mt - Id|| 0, denn t Tt ist stetig. Für hinreichend kleines r ist deshalb 
invertierbar und insbesondere surjektiv (Neumannsche Reihe, Satz II. 1.12). Nun ist 
nach Lemma VII.4.5(a) ran(MT) C dom(A); folglich ist dom(A) = X. 

(iii) ^ (ii): Da A nach Satz VII.4.6 abgeschlossen ist, folgt diese Implikation aus dem 
Satz vom abgeschlossenen Graphen. 

(ii) (i): Betrachte die Halbgruppe 5, = e‘^', nach Beispiel (a) ist {St) normstetig und 
hat A als Erzeuger. Wegen Korollar VII.4.8 ist I, = e*^, und damit ist auch der Zusatz 
gezeigt. □ 

Beachte, dass die Äquivalenz von (ii) und (iii) für jeden dicht definierten abgeschlosse¬ 
nen Operator in einem Banachraum gültig ist. 

Um den fundamentalen Satz von Hille-Yosida über die Erzeugung von Co-Halbgruppen 
zu formulieren, benötigen wir Grundbegriffe der Spektraltheorie unbeschränkter Opera¬ 
toren in einem Banachraum. Diese sind vollkommen analog zu denen aus Defini¬ 
tion VII.2.14 für Hilbertraum-Operatoren; auch Satz VII.2.15 gilt entsprechend. 

Wir wenden uns als erstes den Kontraktionshalbgruppen zu, also den Co-Halbgruppen 
mit II 1,11 < 1 für alle r > 0. 

Satz VII.4.10 Sei A der Erzeuger der Kontraktionshalbgruppe (Tt). 

(a) {k: Rek > 0} C p(A). 

pOO 

(b) (k-A)'^x= / e^^^TsXdsfür alle k mit Rek > 0. 

Jo 

(c) ||(Re A.)(k-A)~'II < l für alle k mit Rs k > 0. 
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Beweis. Sei ReA. > 0; dann ist lim,^oo = 0, da UrfU < 1. Wendet man 

Lemma VII.4.5 auf die Halbgruppe (e~^'T,) an, die den Erzeuger A - X mit Defmitions- 
bereich dom(A) hat, folgt 


e ^'T,x-x = 


f 




(A-X) / e-^^^Tsxds '^xeX, 

Io 


e ^^Ts(A- k)xds 'ix e dom(A). 


Der Grenzübergang f oo liefert 


X = 


{X-A) 


f 


f 


e^^TsXds ix E X, 


e ^^Ts(X-A)xds ix e dom(A). 


Daher ist X-A: dom(A) X bijektiv und X e p(A), und der inverse Operator hat die in 
(b) angegebene Gestalt. Schließlich folgt (c) aus 


||(A-Ar'x| 


< 






-Re Xs 


ds ■ 


||jc|| 

Rek 


□ 


Teil (b) kann man so deuten, dass die Resolvente von A die Laplacetransformation der 
Halbgruppe ist. 

Wir kommen zum ersten Hauptergebnis, wonach die Umkehrung von Satz VII.4.10 
ebenfalls richtig ist. 


Theorem VII.4.11 (Satz von Hille-Yosida für Kontraktionshalbgruppen) 

Ein Operator A ist genau dann Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe, wenn A dicht 
definiert und abgeschlossen ist, (0, oo) C p(A) gilt und 

||k(A-A)'^|| <1 VA > 0. (VII.33) 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen wurde in Satz VII.4.6 und Satz VII.4.10 be¬ 
wiesen. Der Beweis der Umkehrung nach Yosida beruht auf folgender Idee: Definiere 
für A > 0 beschränkte Operatoren A;, und die zugehörigen Halbgruppen dann 

zeige, dass T,x = lim;^^oo existiert und eine Kontraktionshalbgruppe mit Erzeuger 
A definiert. 

Eür A > 0 definieren wir also die Yosida-Approximation 

Ax := XA(X - A)“' = A^CA - A)~^ -Ae L(Y) 
und die zugehörige normstetige Halbgruppe beachte 


Axx = A(A - A) ^Ax ix e dom(A). 
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Die Operatoren e‘'^^ sind kontraktiv wegen 

im zweiten Schritt wurde die für einen beschränkten Operator S gültige Abschätzung 

^ n! 

n=0 

und im vorletzten die Voraussetzung (VII.33) benutzt. 

Wir möchten nun das Verhalten von Axx und e‘'^*-x für k oo untersuchen. Dazu wird 
zuerst 



lim Axx = Ax Vx e dom(A) (VII.34) 

Ä—>oo 

gezeigt. Ist nämlich y e dom(A), so erhält man 

lim k{k -A)‘V = lim (y + A(k -A)‘V) = y, (VII.35) 

A^OO A—i^OO 


denn 


||A(k-A)-V|| = ||(A-A)-'Ay|| < ^ 0 

K 

mit k ^ oo wegen (VII. 33). Nun ist nach Voraussetzung die Familie der Operatoren 
k{k - A)“' beschränkt, so dass (VI1.35) sogar für alle y e X gilt. Setzt man speziell v = Ax 
ein, erhält man (VII. 34). 

Seien jetzt X G X und t > 0. Wir zeigen, dass limp^^oo e‘‘^*-x existiert, und beweisen dazu 
die Cauchy-Eigenschaft. Wir gehen aus von 

-A.)x, 

ds 

integrieren von 0 bis t und wenden dann an; das liefert 

e''^^x-e''^'‘x = f e^^^e^‘~^^^>^{Ax-Afi)xds. 

Jo 

Hier ist zu beachten, dass für kommutierende beschränkte Operatoren S und T auch e^, e^, 
S und T kommutieren und dass gilt (Aufgabe VII.5. 30). Man erhält jetzt für 

X G dom(A) 
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mit X, fx, oo wegen (VII.34). Aber da stets < I gilt, schließen wir, dass 

lim;^^oo sogar für alle x e X und nicht bloß auf dom(A) existiert; beachte außer¬ 
dem, dass die Konvergenz gleichmäßig auf beschränkten f-Intervallen ist. Für jedes t > 0 
und jedes x e X kann man daher 


T,x := lim e’^^x (VII.36) 

definieren. Dann sind die F, stetige Operatoren mit Norm < 1, da die es sind. Der 
nächste Schritt ist zu zeigen, dass iTt)t>o eine Kontraktionshalbgruppe ist. Hier sind die 
Forderungen (1) und (2) aus Definition VII.4.1 klar, und die starke Stetigkeit ergibt sich 
aus der gleichmäßigen Konvergenz in (VII.36) auf beschränkten Intervallen. 

Schließlich ist A als der Erzeuger von (F,) zu identifizieren, der einstweilen mit B 
bezeichnet sei. Wir behaupten zuerst 

dom(A) C dom(Z?), Bx = Ax für x e dom(A). (VII.37) 

Für X € dom(A) zeigt Lemma VII.4.5 nämlich 

TtX-X = lim e‘^*-x-x = lim / e^'^^-Axxds = 1 T^Axds, 

X^OO X^OO Jq Jq 

denn 

< f ||Axx-Ax|| t/i 

Jo 

+ f ||e'''^^Ax-FjAxll t/j, 

Jo 

und das erste Integral strebt nach (VII. 34) mit X oo gegen 0 und das zweite wegen der 
gleichmäßigen Konvergenz der Integranden. 

Andererseits ist 1 e p(A) nach Voraussetzung und 1 e p(B) nach Satz VII.4.10. Wegen 
(VII. 37) ist X = (Id - ß)(Id - A)“'x für alle x e Z, so dass auch (Id - By^x = (Id - A)''x für 
alle X gilt, und das zeigt dom(5) = dom(A). 

Damit ist der Satz von Hille-Yosida bewiesen. □ 


f e^^^Axxds- f TsAxds 
Ido Jo 


Das nächste Ziel wird sein, den Satz von Hille-Yosida auf beliebige Co-Halbgruppen 
auszudehnen. Dazu wird eine Umnormierungstechnik verwandt; beachte, dass die starke 
Stetigkeit einer Halbgruppe, also Forderung (3) aus Definition VII.4.1, bei Übergang zu 
einer äquivalenten Norm erhalten bleibt, und auch der Erzeuger ändert sich dabei nicht. 

Hier ist als erstes die notwendige Spektralbedingung an den Erzeuger einer Cq- 
Halbgruppe, die sich in Theorem VII.4.13 auch als hinreichend erweisen wird. 

Satz VII.4.12 Sei (T,) eine Co-Halbgruppe mit ||r,|| < Me‘^‘ für alle f > 0 und A ihr 
Erzeuger. Dann gelten 
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(a) {X: ReA. > w} C p{A), 

Aoo 

(b) (A-A)“^x= / e~^^Tsxds für alle k mit R&X > 0 ), 

(c) ||(Re A. - (y)"(A. - A)“" II < M für alle k mit Rek > a>, n eN. 

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall ru = 0, so dass stets ||r,|| < M vorausgesetzt 
ist. Der Ausdruck 


ll|x||| = sup iir^xii 

t>0 

definiert eine Norm, die wegen ||x|| < |||x||| < M||x|| zur ursprünglichen Norm äquiva¬ 
lent ist. Die zugehörige Operatornorm bezeichnen wir ebenfalls mit diesem Symbol, also 
|||S||| = sup|||^|||<[ IIIS'xlll. In der neuen Norm ist (T,) eine Kontraktionshalbgruppe, denn 

lll^jxlll = sup lir^+rxll < |||x|||. 

r>0 


Satz VII.4.10 impliziert daher {A: ReA > 0) C p(A) und 

|||(ReA)"(A-Ar"||| < |||(ReA)(A-Ar'||r < 1 

für alle ReA > 0, n e N, und Satz VII.4.12 ist in diesem Spezialfah gezeigt, denn ||S|| < 
M|||S||| für alle 5 e L(Z). 

Im allgemeinen Fall gehen wir zur Halbgruppe St = e^’^'Tt mit dem Erzeuger A - co 
über, für die ||Sr|| < M für alle t > 0 gilt. Nach dem bereits Bewiesenen ist {ß\ Re ß > 
0} C p(A-a>) = {k-co: k e p(A)} und ||(Re ßYf ß - (A -cu))“"!! < M für alle Re/x > 0 
und n e N. Schreibt man ß = k - a>, so liefert das sofort die Behauptung. Der Beweis der 
Formel für die Resolvente ist wie in Satz VII.4.10. □ 

Wir kommen zur Umkehrung. 

Theorem VII.4.13 (Satz von Hille-Yosida im allgemeinen Fall) 

Ein Operator A ist genau dann Erzeuger einer Co-EIalbgruppe, wenn er dicht definiert und 
abgeschlossen ist und Konstanten cu G K, M > 1 existieren, so dass (ft), oo) C p(A) und 

||(A-ftj)"(A-A)'"|| <M VA > ft), n e N. (VII.38) 

In diesem Fall erfüllt die erzeugte Halbgruppe die Abschätzung ||r,|| < Me‘^’ für alle 
f > 0. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen wurde gerade in Satz VII.4.12 bewiesen. Die 
Hinlänglichkeit wird wieder zuerst im Spezialfall ca = 0 untersucht. Die Idee für den 
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Beweis ist, durch eine geschickte Umnormierung (VII.38) in (VII.33) zu überführen und 
dann Theorem VII.4.11 anzuwenden. 

Wir führen zuerst zu jedem /x > 0 die durch 

\\x\\ij^ = sup ||/x"(/x-A)'"x|| 

n>0 


definierte Norm || . ||^ auf X ein. Dies ist eine äquivalente Norm, denn (VII.38) liefert 

IWI < IWU <M||x||; (VII.39) 


außerdem gilt nach Konstruktion 

||/x(/x-A)-i|U< 1. (VII.40) 

Wir werden zeigen, dass ||x|||U mit /x monoton wächst. Dazu wird als erstes 

\\XiX - A)-' 11^ < 1 VO < k < /X (VII.41) 


behauptet; das ergibt sich folgendermaßen aus der Resolventengleichung (vgl. 
SatzVII.2.15(b)): 

||(1-A)-'|U = ||(/x-A)-i+(/x-k)(/x-A)-'(k-A)-'|U 

< 1 + ||(A, - A)‘i |L (nach (VII.40)) 

/X /X 

= ||(k-A)-'|U + -(l-||k(k-A)-'|U). 
ß 

Weiter hat man für 0 < k < /x und n e N wg. (VII.39) und (VII.41) 

lir(k-A)-"x|| < ||k"(k-A)-”xiu < ||k(k-A)-'||" Iixiu < Ikiu 

und daher 


klU < vo < k < /X. 


Wir können deshalb die äquivalente Norm 


|x||| = lim ||x|L 


einführen, die ebenfalls 


(VII.42) 




404 


VII Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren 


erfüllt. (VII.41) liefert |||A(A. -Ä) '||| < 1, also die Hille-Yosida-Bedingung (VII. 33); man 
lasse nämlich in 


||1(A.-A) < ||x||^ 


ß oo streben. 

Theorem V1I.4.11 garantiert jetzt, dass A der Erzeuger einer Q-Halbgruppe mit 
|||7)||| < 1 ist; (VII.42) liefert \\T,x\\ < |||7)x||| < |||x||| < M||x||, also ||r,|| < M, und 
Theorem VII.4.13 ist im Fall a> = 0 gezeigt. 

Im Fall eines beliebigen w betrachten wir B = A - co. Nach dem gerade Bewiesenen 
erzeugt B eine Co-Halbgruppe mit ||5,|| < M. Der Operator A erzeugt dann die Halbgruppe 
T, = e“'S,, und die erfüllt ||7)|| < Me“". 

Damit ist das Theorem vollständig bewiesen. □ 

Die Bedingungen im Satz von Hille-Yosida können so verstanden werden, dass die in 
einem geeigneten Sinn „nach oben beschränkten“ Operatoren Co-Halbgruppen erzeugen 
und „negative“ Operatoren Kontraktionshalbgruppen. 

Obwohl die Theoreme VII.4.11 und VII.4.13 in theoretischer Hinsicht sehr befriedi¬ 
gend sind, sind sie in der Praxis häufig schwierig anzuwenden, da man eine explizite 
Kenntnis der Resolvente benötigt. Deshalb soll jetzt ein praktikableres Kriterium auf¬ 
gestellt werden. Die dabei auftauchenden dissipativen Operatoren können als Analoga 
der negativen selbstadjungierten Operatoren im Kontext eines Banachraums verstanden 
werden. 

► Definition Vll.4.14 

(a) Die Dualitätsabbildung auf einem Banachraum X ist die mengenwertige Abbildung 
J-.X^ <P(Z') mit 

J{x) = {x'-. ||x'|| = ||x|| undx'(x) = ||x|p}. 

(b) Ein linearer Operator A in A heißt dissipativ, falls 

Vx e dom(A) 3x' e /(x) Rex'(Ax) < 0. (VII.43) 

(c) Ein linearer Operator A in A heißt akkretiv, falls -A dissipativ ist. 

Nach dem Satz von Hahn-Banach ist stets J(x) ^ 0. Im Fall eines Hilbertraums H, wo 
H' wie üblich mit H identifiziert wird, ist J{x) = {x}, und ein Operator ist genau dann 
dissipativ, wenn Re(Ax,x) < 0 auf dom(A) gilt. Insbesondere trifft das auf selbstadjun- 
gierte Operatoren mit negativem Spektrum zu (vgl. Aufgabe VII.5. 24). 

Auch für X = LF mit 1 < p < oo ist 7(/) (Z Lß = (LP)' stets einelementig, nämlich 
-/(/) = {g} mit g{m) = \\f\\f‘’f{(o)\f{m)\P-^ bzw. g{w) = 0 für/(öj) = 0. Für/? = 1 oder 
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p = oo sowie X = C[0,1] ist 7 i. Allg. tatsächlich mengenwertig; für X = C[0,1] ist z. B. 
7(1) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf [0, !]• 


Beispiel 

Sei X = CoCK'^), und betrachte den Laplaceoperator mit dem Definitionsbereich 
dom(A) = Dann ist A dissipativ: Zu ^ e existiert eine Stelle xq, so 

dass ||(p||oo = Setze a = (p{xq) und betrachte das Funktional l = Dann ist 

l € Ji(p) klar, und weiter gilt 

Re£(A^) = Reo'(A(p)(rco) < 0, 

denn die reell wertige Funktion i/r = Ksa<p nimmt bei xq ihr Maximum an, und dann 
müssen beixo alle d^iz/dxj < 0 sein. 

Satz VII.4.15 Ein linearer Operator A ist genau dann dissipativ, wenn 

||(k -A).r|| > k||x|| Vk > 0, X e dom(A). (VII.44) 

Beweis. Sei A dissipativ. Zu rc e dom(A) wähle x' e 7(x) mit Re^ (A.x) < 0; für alle k > 0 
folgt dann 

||(k-A)x|| liyil > |x'((k-A).t:)| > Re/((k-A).x) 

> A.Rex'(x) = k||x||^, 

was wegen ||y || = ||x|| (VII.44) ergibt. 

Umgekehrt sei (VII.44) vorausgesetzt. Zu jc e dom(A) und k > 0 sei ein beliebiges 
e J{kx-Ax) gewählt. Für= -tl/Ik^ll gilt dann nach (VII.44) bzw. nach Wahl von jr^ 

•^Ikll < ||A.x-Ax|| = ^^(kjc-Ax) = kRey^(A:)-Re}’^(Ar:). 

Daraus folgen die beiden Ungleichungen 

||x|| < Rey[(x) + Reyl(Ax) < 0. 

Sei E = lin{x,Aj:} C X und z!„ = y'„\E- Dann besitzt die beschränkte Folge (zj,) des 
endlichdimensionalen Raums E' einen Häufungspunkt z'; sei y e X' eine Hahn-Banach- 
Fortsetzung von z'. (Leserinnen und Leser, die mit dem Satz von Alaoglu aus dem nächsten 
Kapitel (KorollarVIII.3.12) bereits vertraut sind, können an dieser Stelle einfach einen 
Schwach*-Häufungspunkt y dery^, n e N, wählen.) Auf jeden Fall folgt damit ||y || < 1, 
||x|| < Rey(x), Rey(Ax) < 0, so dass x' := ||x||y € 7(x) und Rex'(Ax) <0. □ 

Jetzt können wir eine weitere Charakterisierung der Erzeuger von Kontraktionshalb¬ 
gruppen beweisen. 
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Theorem VII.4.16 (Satz von Lumer-Phillips) 

Sei A ein dicht definierter linearer Operator in einem Banachraum X. Genau dann erzeugt 
A eine Kontraktionshalbgruppe, wenn A dissipativ ist und Xq -Afür ein ko > 0 surjektiv 
ist. 

Beweis. Erzeugt A eine Kontraktionshalbgruppe, so gilt (0, oo) C p{A), und die Hille- 
Yosida-Bedingung (VII.33) impliziert sofort (VII.44), so dass A dissipativ ist. 

Umgekehrt sei A dissipativ und ko - A surjektiv. Aus (VII.44) folgt, dass Xq-A auch 
injektiv mit stetiger Inverser ist. Insbesondere ist (ko - A)~' abgeschlossen und deshalb 
auch ko - A sowie A, vgl. Aufgabe IV.8.16. 

Wenn gezeigt werden kann, dass alle k - A für k > 0 surjektiv sind, so zeigt die obige 
Überlegung (0, oo) C p(A), und da (VII.44) für den dissipativen Operator A (VII.33) 
impliziert, ist der abgeschlossene Operator A nach dem Satz von Hille-Yosida Erzeuger 
einer kontraktiven Halbgruppe. Wir betrachten daher 

A = {k e (0, oo): k - A ist surjektiv} = (0, oo) n p(A). 

Offensichtlich ist A eine offene Teilmenge von (0, oo) und ^ 0, denn ko e A. Wir wer¬ 
den zeigen, dass A in der Relativtopologie von (0, oo) auch abgeschlossen ist, was, wie 
gewünscht, A = (0, oo) liefert. 

Sei also (k„) eine Folge in A mit k„ ^ k e (0, oo). Wegen (VII.44) folgt mit 
Aufgabe VII.5.1, deren Aussage auch für unbeschränkte Operatoren gilt, dass 


und daher auch 


dist(k,a(A)) > k > 0, 


d. h. k e p(A). □ 

Als Beispiel behandeln wir ein einfaches Anfangsrandwertproblem: 

H = Vxx für f>0, 0<x<l, 1 

v(0,x) = folx) für0<x<l, l (VII.45) 

v(t, 0) = v(t, 1) = 0 fürf>0. j 

Dieses Problem übersetzen wir in ein abstraktes Cauchyproblem wie folgt: Setze X = 
{/ e C[0, l]:/(0) = /(l) = 0} mit der Supremumsnorm, Af = f" mit dom(A) = {/ e 
C^[0, IjnA:/" e X] und (u{t)^(x) = v(t,x). Statt eine skalarwertige Lösung vvon (VII.45) 
zu bestimmen, versucht man, eine vektorwertige Lösung u: [0, oo) — X von 


u! = Au, m(0) = fo 


(VII.46) 
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zu finden. Eine solche Lösung existiert nach Satz VII.4. 7, wenn A eine Co-Halbgruppe auf 
X erzeugt und/o € dom(A). Ersteres folgt aus dem Satz von Lumer-Phillips: Zunächst 
ist es nicht schwierig zu zeigen, dass A abgeschlossen und dicht definiert ist; die Technik 
aus Lemma V. 1.10 zeigt nämlich, dass &(0, 1) dicht in X liegt. Die Dissipativität von A 
folgt wie im obigen Beispiel des Laplaceoperators. Schließlich ist Id - A surjektiv; diese 
Aussage ist dazu äquivalent, dass für jedes g e X das Randwertproblem/-/" = g, 
/(O) =./(!) = 0, eindeutig lösbar ist. Das ist jedoch ein bekannter Satz aus der Theorie 
gewöhnlicher Differentialgleichungen (siehe z. B. Walter [1993], S. 219). 

Dies ist natürlich nur die Spitze des Eisbergs; auch wesentlich allgemeinere Anfangs¬ 
randwertprobleme für gleichmäßig stark elliptische Differentialoperatoren in U können 
mit Halbgruppenmethoden gelöst werden, siehe etwa Pazy [1983]. 


VII.5 Aufgaben 

Es bezeichne H stets einen komplexen Hilbertraum und X einen komplexen Banachraum. 


Aufgabe VII.5.1 Sei T e L(X). Eür k e p(T) gilt 


ll(k-r)-' 


> 


1 

dist(k, cr(7’)) 


Ist T e L{H) selbstadjungiert, gilt sogar Gleichheit. 

Aufgabe VII.5.2 Zeigen Sie mittels eines Beispiels, dass der numerische Wertebereich 
eines Operators nicht abgeschlossen zu sein braucht. 


Aufgabe VII.5.3 Sei T e L{H) selbstadjungiert. 

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung <!> aus Satz VII. 1.6 involutiv ist. 

(b) Eür/ e B(a(T)) ist f(T)(x) =f{k)x, falls Tx = kx. 

(c) Gilt/(a(r)) = für/ e B{ct{T))1 

Aufgabe VII.5.4 (Analytischer Eunktionalkalkül) 

Es sei T e L(X) ein Operator auf einem Banachraum, und es definiere/(z) = a„z" 
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > r{T). 

(a) Dann konvergiert die Reihe/(7’) := ^,'^o a„T" in L(X). 

(b) Ist g(z) = i>„z" eine weitere Potenzreihe mit Konvergenzradius > r{T), so gilt 

(fgKT) =f(T)g(T). 

(c) Es gilt der Spektralabbildungssatz er (/'(T)) =f{a{T)Y 
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(d) Ist T ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum, so stimmt der soeben 
definierte Operator/(r) mit dem aus Satz VII. 1.3 überein. 

Aufgabe VII.5.5 Ist T e L(H) selbstadjungiert und gilt cr(r) = {0,1), so ist T eine 
Orthogonalproj ektion. 

Aufgabe VII.5.6 Für zwei Orthogonalprojektionen Ei und E 2 sind äquivalent: 

(i) ran(£i) C ran(£' 2 ), 

(ii) ker(£ 2 ) C ker(£i), 

(iii) E 1 E 2 = E 2 E 1 = El, 

(iv) E 2 -E 1 > 0. 

Aufgabe VII.5.7 A Ea sei ein Spektralmaß. Zeigen Sie EaEb = EbEa = Eacb für A, 
ß e E sowie Ea < Eß (d. h. Eb-Ea > 0), falls zusätzlich A C B. 

(Verwenden Sie Aufgabe VII.5.6.) 

Aufgabe VII.5.8 

(a) Sei h e Co(M) und M/, der Multiplikationsoperator (p h(p auf Bestimmen Sie 

das Spektrum von M/,. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, 
dass ein Spektralwert ein Eigenwert ist. 

(b) Behandeln Sie dasselbe Problem für h e L°°(]R). 

Aufgabe VII.5.9 Sei T e L{H) ein normaler Operator und k e a{T). Dann existiert eine 
Folge (x„) in H mit ||x„|| = 1, so dass Txn - kx„ 0. (Man sagt, k sei ein approximativer 
Eigenwert von T.) 

Aufgabe VII.5.10 

(a) Seien/, g e Dann ist die Faltung/ * g e und es gilt 

.^{f*g) = (2nY/^^f^g. 


(b) Beweisen Sie diese Formel für/ e n g e L^(K‘'). 

Aufgabe VII.5.11 Sei T: H D dom(7’) ^ H dicht definiert. Zeigen Sie, dass T symme¬ 
trisch ist, wenn {Tx,x) e K für alle x e dom(7’) ist. 

(Hinweis: Betrachten Sie {T{x + y),x + y).) 
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Aufgabe VII.5.12 

(a) Sei Ti = d/dt auf dem Definitionsbereich 

dom(ri) = |/ e L^[0,1]: ^ existiert f.ü. und gehört zu L^[0,1]|. 

Dann ist dom(r*) = {0}. 

(Tipp: Approximieren Sie durch stückweise konstante Funktionen.) 

(b) Sei 72 = d/dt auf dem Definitionsbereich dom(72) = dom(ri) fl C[0,1]. Auch dann 
ist dom(7’|) = {0}. 

(Hinweis: Es ist hilfreich zu wissen, dass nicht konstante stetige monotone Funktionen 
/ mit/' = 0 f.ü. existieren, siehe Rudin [1986], S. 144.) 

Aufgabe VII.5.13 Sei T: H D dom(7’) —)► H dicht definiert. 

(a) Aus r C 5 folgt S* cT*. 

(b) Wenn T wesentlich selbstadjungiert ist, besitzt T genau eine selbstadjungierte Erweite¬ 
rung. 

(c) Wenn T selbstadjungiert ist, besitzt T keine echte symmetrische Erweiterung. 

Aufgabe VII.5.14 Sei T: H D dom(r) ^ H dicht definiert und symmetrisch. Dann ist T 
genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn T* symmetrisch ist. 

Aufgabe VII.5.15 Seien T: H D dom(r) —)► H und S: H D dom(5) —)► H dicht definiert. 
Setze dom(5r) = {x e dom(r): Tx e dom(5')}, und auch ST: H D dom(5'r) ^ H, 
X i-> S(Tx), sei dicht definiert. Dann gilt T*S* C (ST)*, wo dom(7’*5*) analog erklärt ist. 
Ist S e UH), so gilt sogar T*S* = (ST)*. 

Aufgabe VII.5.16 Sei T: H D dom(r) ^ H dicht definiert und abgeschlossen, und sei 
V: H X H H X H durch (x, y) (-y, x) definiert. 

(a) V ist unitär bzgl. des kanonischen Skalarprodukts von H x H. 

(b) gx(T) = [y(gr(r*))]^. 

(c) Istz e dom(r*)-‘-, so gilt (z,0) e gr(r*)-‘- sowie (0,z) e gr(r). 

(d) T* ist dicht definiert. 

(e) T=T**. 

Aufgabe VII.5.17 Bestimmen Sie die Objekte J, K, J* und S aus dem Beweis von 
Satz Vll.2.11 explizit, falls T der Operator Id - A auf ^(R.") ist. 

(Hinweis: SatzV.2.14.) 
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Aufgabe VII.5.18 Zeigen Sie, dass die im Beweis von Satz VII.2.11 konstruierte 
Friedrichs-Erweiterung S 

dom(S) = dom(r) n J{K), S = r | 


erfüllt. 

Aufgabe VII.5.19 (Satz vom abgeschlossenen Bild) 

In dieser Aufgabe soll der Satz vom abgeschlossenen Bild (TheoremIV.5.1) für unbe¬ 
schränkte Operatoren diskutiert werden. Sei T: H D dom(7’) —)► H dicht definiert und 
abgeschlossen. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent: 

(i) ran(r) ist abgeschlossen. 

(ii) ran(7’) = ker(7’*)-‘-. 

(iii) ran(7’*) ist abgeschlossen. 

(iv) ran(7’*) = ker(r)-^. 

Anleitung: (ii) (i) und (iv) ^ (iii) sind trivial. Für die Umkehrung dieser Implikationen 
zeige man zuerst, dass für einen abgeschlossenen dicht definierten Operator stets ran(r) 
dicht in ker(r*)-‘- und ran(7’*) dicht in ker(7’)'‘‘ ist; beachten Sie dafür die Aufgaben IV.8.14 
und VII.5.16. Die Äquivalenz (i) 4^ (iii) wird auf die entsprechende Äquivalenz in 
TheoremIV.5.1 zurückgeführt. Dazu betrachten Sie den Hilbertraum H x H und dessen 
abgeschlossenen Unterraum G = gr(T). Definieren Sie S: G H durch S: (x, Tx) h-)- Tx. 
Offensichtlich ist ran(r) = ran(5'), und S ist stetig. Daher reicht es zu zeigen, dass ran(r*) 
genau dann abgeschlossen ist, wenn ran(S*) (C H x H) es ist. Das erzielt man durch 
folgende Überlegungen. 

(a) {S{x, Tx),y)H = {(x, Tx), (0,y))HxH Vx e dom(T), y e H. 

(h) S*y-i0,y) e G-^ 'iyeH. 

(c) (§, r])eG^ r] e dom(T*), ? = -T*r]. 

(d) Vy e H 3p e dom(r) S*Cy) = i-T*rj,y + p). 

(e) ran(S*) = ran(r*) x H. 

Aufgabe VII.5.20 Sei T: H D dom(r) ^ H abgeschlossen, dicht definiert und 
symmetrisch. Dann ist T genau dann selbstadjungiert, wenn cj(T) C K gilt. 

Aufgabe VII.5.21 Sei T: H D dom(r) ^ H selbstadjungiert. Es existiere k e p{T), so 
dass (A. - T) ' kompakt ist. (Man sagt, T habe eine kompakte Resolvente.) 

(a) Dann ist für alle k e piT) die Resolvente {k - T)“^ kompakt. 

(b) a{T) besteht nur aus Eigenwerten endlicher Vielfachheit, die keinen Häufungspunkt 
besitzen. 
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Aufgabe VII.5.22 Der Operator ist auf J^(R) wesentlich selbstadjungiert, und seine 
Abschließung ist auf {x e L^(]R): x\j € AC(/) für alle kompakten Teilintervalle / C K 
und dx/dt e L^(]R)}. 

Aufgabe VII.5.23 Sei/ e T^(K), und gelte/(f) = f{-t) fast überall. Dann ist der Fal¬ 
tungsoperator T: (p f * (p auf dom(r) = {^ e L^(K):/ * (p e L^(K)} selbstadjungiert. 
Diskutieren Sie die Spektralzerlegung von T. 

Aufgabe VII.5.24 Sei T: H D dom(r) — >• H dicht definiert. Der numerische Wertebereich 
von T ist 


W{T) = { (Tx,x): X e dom(r), ||x|| = 1}. 


(a) Ist k ^ W{T), so gilt 


0 < dist(A., W{T)) < ||(k - T)x\\ Vx G dom(7’), ||x|| = 1. 


(b) Ist X ^ W{T) und X e p{T), so gilt 


IKk-D-i 


< 


1 

dist(k, W{T)) ■ 


(c) Ist T selbstadjungiert, so gilt a{T) C W{T) sowie infCT(7’) = infVT(r), supcr(r) = 
sup W{T). 

(Tipp: Ist infCT(7’) = 0, zeige man {{X - Ty'^y,y) < 0 für X < 0; dann setze man 
y = {X- T)x und lasse X ^ Q streben.) 


Aufgabe VII.5.25 Sei (7j) eine Familie stetiger linearer Operatoren auf einem Banach- 
raum, die (2) bzw. (2) und (3) aus Definition VII.4.1 erfüllt. Gilt dann auch (1)? 

Aufgabe VII.5.26 Zeigen Sie, dass die Wärmeleitungshalbgruppe (siehe (VII. 20)) eine 
Co-Halbgruppe auf Co(K‘^) ist. 

Aufgabe VII.5.27 Sei ( 7 : —>• K eine nach oben beschränkte stetige Funktion. Betrach¬ 
ten Sie die Operatoren (7/')(x) = e“‘^^^f{x) auf Co(K‘^) oder L'’(K‘^), I < p < 00 . Zeigen 
Sie, dass (7)) eine Co-Halbgruppe ist. Was ist ihr Erzeuger? Wann erhält man auch für 
p = 00 eine Co-Halbgruppe? 

Aufgabe VIL5.28 Sei X = {f e C[0,1]:/(1) = 0}, und die Operatoren Tp. X X seien 
durch (T(f){x) = f{x + t) für 0 < x H- f < 1 und {Ttf){x) = 0 sonst erklärt. Zeigen Sie, 
dass iTt)t>o eine Co-Halbgruppe auf X ist, und bestimmen Sie ihren Erzeuger sowie ihre 
Wachstumsschranke. 
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Aufgabe VII.5.29 Sei Z = mit der Summennorm, A(xi,X 2 ) = fejO) und T, = 
Bestimmen Sie die Wachstumsschranke von (Ti). Wird das Infimum in (VII.25) 
angenommen? 

Aufgabe VII.5.30 Seien S,T e L(X) kommutierende Operatoren. Dann gilt . 

Aufgabe VII.5.31 Betrachten Sie die Operatoren Af = /"' und Bf = f" -f" jeweils mit 
dem Defmitionsbereich W^(]R) C T^(K). Dann erzeugt A eine Co-Halbgruppe, B jedoch 
nicht. 

(Tipp: Fouriertransformation!) 

Aufgabe VII.5.32 Sei A: X D dom(A) —X ein dicht definierter Operator mit p{A) f 0. 
Dann ist A abgeschlossen. 

Aufgabe VII.5.33 Sei A: X D dom(A) ^ X ein dicht definierter dissipativer Operator 
mit (0, oo) n p(A) f 0. Dann gilt 

Vx e dom(A) Vx' e T(x) Rex'(Ax) < 0. 

Aufgabe VII.5.34 Ein Operator A: Z D dom(A) —)► Z heißt abschließbar, falls A eine 
abgeschlossene Erweiterung besitzt. 

(a) A ist genau dann abschließbar, wenn aus x„ 0, (Ax„) Cauchyfolge auch Ax„ -» 0 
folgt. 

(b) Ist A abschließbar, so ist der Abschluss des Graphen gr(A) C Z © Z der Graph eines 
abgeschlossenen Operators A. A heißt die Abschließung von A und ist offenbar die 
kleinste abgeschlossene Erweiterung von A. 

(c) Geben Sie ein Beispiel eines nicht abschließbaren Operators. 

Aufgabe VII.5.35 Ein determinierender oder wesentlicher Bereich (engl, core) eines 
dicht definierten abgeschlossenen Operators A: Z D dom(A) ^ Z ist ein Untervektor¬ 
raum D C dom(A), der bzgl. der Graphennorm ||xm = ||x|| + ||Ax|| dicht in dom(A) liegt. 
Zeigen Sie, dass D genau dann ein determinierender Bereich für A ist, wenn A die Ab¬ 
schließung von A|^ ist. Ist X e p(A), trifft das genau dann zu, wenn (1 -A){D) dicht in Z 
liegt. 

Aufgabe VII.5.36 SeiA:Z D dom(A) ^ Z ein dicht definierter dissipativer Operator. 

(a) Dann ist A abschließbar, und A ist ebenfalls dissipativ. 

(b) Hat für ein ko > 0 der Operator ko - A dichtes Bild, so ist ko - A surjektiv, und A ist 
der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe. 
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Aufgabe VII.5.37 Hat ein Banachraum einen strikt konvexen Dualraum (siehe Auf¬ 
gabe 1.4. 13), so ist die Dualitätsabbildung stets einelementig. 

Aufgabe VII.5.38 Sei X = C[0,1] und Af = f" mit dem Definitionsbereich dom(A) = 
{/ e C^[0, l]:/'(0) =/'(!) = 0}. Dann erzeugt A eine Kontraktionshalbgruppe aufZ. 

Aufgabe VII.5.39 (Operatorgruppen) 

(a) Sei A: H D dom(A) —>• H selbstadjungiert. Sei Tt := e"'^ gemäß (VII. 16) definiert. 
Dann ist (7)),gR eine Gruppe von unitären Operatoren, d. h. es ist Ts+t = T^Tt für 
s,t eM., für die 

lim TfX = X Wx e H 
t^o 

gilt. (Wegen dieser Eigenschaft nennt man (7)) wieder stark stetig.) Ferner ist 

TfX — x 

lim-= iAx Vx e dom(A). 

f^O t 

(Tipp; Analysieren Sie zuerst den Fall A = Mf.) 

(b) Ist A ein stetiger selbstadjungierter Operator, so gilt sogar 

lim||r,-Id|| =0. 

f^O 

(c) Sei A die selbstadjungierte Erweiterung von auf J^(R) (siehe Aufgabe VII.5. 22). 
Was sind in diesem Fall die T,? 

(d) (Satz von Stone) 

Jede stark stetige Gruppe unitärer Operatoren kann als { t e M} mit einem selbst- 
adjungierten Operator A geschrieben werden; man nennt häufig A - statt iA - den 
Erzeuger der Operatorgruppe. Zeigen Sie diesen Satz mit Hilfe des Satzes von Fumer- 
Phillips. 


VII.6 Bemerkungen und Ausblicke 

Das Kernstück der in den vorangegangenen Kapiteln bereits erwähnten 4. Mitteilung von 
Hilbert aus dem Jahre 1906 ist sein Beweis des Spektralsatzes für beschränkte selbstadjun¬ 
gierte Operatoren (bzw. in seiner Sprache für beschränkte symmetrische Bilinearformen). 
Die Tatsache, dass im Fall beschränkter Operatoren außer einer Reihendarstellung noch 
ein Integral auftaucht, war ein vollkommen unvorhergesehenes Phänomen. Hilberts Dar¬ 
stellung sieht freilich von der heutigen verschieden aus; statt eines Spektralmaßes erscheint 
bei ihm ein Stieltjes-Integral, wobei man sich in Erinnerung rufen muss, dass Stieltjes sein 
Integral erst 1894 im Rahmen seiner Untersuchung von Kettenbrüchen einführte. In der 
Zeit nach Hilbert wurden Beweise des Spektralsatzes für beschränkte und unbeschränkte 
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Operatoren von Riesz {Acta. Sei. Math. Szeged 5 (1930-1932) 23-54), Lengyel und 
Stone (Ann. Math. 37 (1936) 853-864) und anderen gegeben; eine erschöpfende Liste 
von Literaturverweisen findet man in Dunford/Schwartz [1963], S. 927. Darüber hinaus 
erwähnen wir den Beweis von Leinfelder (Math. Ann. 242 (1979) 85-96) im unbe¬ 
schränkten Fall. Der im Text gegebene Beweis des Spektralsatzes orientiert sich stark 
an Reed/Simon [1980]. Ein wesentlicher Teil dieses Beweises war der Entwicklung des 
Funktionalkalküls gewidmet. Die Essenz des Satzes VILL3 ist, dass die Algebra C{(t{T)) 
in allen Strukturen zur von Id und dem selbstadjungierten Operator T e L{H) erzeug¬ 
ten abgeschlossenen Unteralgebra von L{H) isomorph ist. Eine sehr elegante Methode, 
dieses Resultat sogar gleich für normale Operatoren zu zeigen, stellt die Theorie der 
Banachalgebren bereit; siehe Korollar IX.3.8. 

Die Theorie der unbeschränkten Operatoren ist das Werk J. von Neumanns (Math. 
Ann. 102 (1929) 49-131) sowie, kurz darauf und weitgehend unabhängig von diesem, 
M. FI. Stones (Stone [1932]). (Es sei daran erinnert, dass erst in diesen Arbeiten Hilbert¬ 
räume abstrakt definiert wurden.) Als Vorarbeiten hierzu sind Weyls Untersuchungen über 
Eigenfunktionen von Randwertproblemen (1910) und Carlemans Studien singulärer Inte¬ 
graloperatoren (1923) zu nennen. Von Neumann ist es, der als erster die Notwendigkeit 
erkennt, zwischen symmetrischen und selbstadjungierten Operatoren zu unterscheiden, da 
sich nur letztere spektral zerlegen lassen. In seiner Nomenklatur heißen die symmetri¬ 
schen Operatoren hermitesch, und von Neumann stellt zunächst fest, dass „infolge einer 
willkürlichen Einengung des Defmitionsbereiches“ (a.a.O., S. 57) die Forderung der Sym¬ 
metrie zu schwach ist. Es ist wichtig, dass der Operator maximal hermitesch ist, d. h. keine 
symmetrische Erweiterung zulässt. Aber auch das ist noch nicht hinreichend. Um den 
Spektralsatz zu beweisen, braucht man die Selbstadjungiertheit des Operators, die von von 
Neumann auf Anregung Schmidts (a.a.O., S. 62) unter dem Namen Hypermaximalität 
definiert wird. (Glücklicherweise hat sich der von Stone geprägte Begriff selbstadjun- 
giert gegenüber der eher an die Werbebranche erinnernden Bezeichnung „hypermaximal“ 
durchgesetzt.) 

Mit Hilfe der Cayley-Transformation führt von Neumann den Spektralsatz für un¬ 
beschränkte selbstadjungierte Operatoren auf den Spektralsatz für beschränkte uni- 
täre Operatoren zurück. Die Cayley-Transformation gestattet es von Neumann eben¬ 
falls, die nicht selbstadjungierten maximal hermiteschen Operatoren zu untersuchen. 
Der Zusammenhang zwischen einem symmetrischen Operator T und seiner Cayley- 
Transformierten Ut = (T + i)(T - i)^* ist der: Zunächst ist T dann und nur dann 
abgeschlossen, wenn Uj es ist, und in diesem Fall sind sowohl dom(C/ 7 -) = ran(r - i) = 
(ker(r* -I- O)"'" als auch vwiUj) = ran(7’ -i- i) = (ker(r* - i))"'" abgeschlossene Teilräume. 
Ut ist stets isometrisch und genau dann unitär, wenn T selbstadjungiert ist. Umgekehrt 
existiert zu jedem auf einem Teilraum von H definierten isometrischen Operator V, für den 
y - Id dichtes Bild hat, genau ein dicht definierter symmetrischer Operator T mit V = Uj- 
DaT C S äquivalent zu Uj C t/j ist, ist Satz VIL2.10 vor diesem Hintergrund evident, und 
die maximal hermiteschen nicht selbstadjungierten Operatoren sind dadurch gekennzeich¬ 
net, dass genau ein Defektindex = 0 ist. Ferner kann gezeigt werden, dass der Operator, 
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dessen Cayley-Transformierte unitär äquivalent zum Shift (s'i, ■ ■ ■) ^ (0,äi,■ ■ ■) 

auf ist, der Archetyp solcher Operatoren ist. (In Beispiel VII.2(c) haben wir einen 
Differentialoperator mit den Defektindizes 0 und 1 kennengelernt.) 

Satz VII.2.11 wurde von Friedrichs (1934) und Stone (1932) gezeigt, der Beweis im 
Text folgt der Methode von Friedrichs {Math. Ann. 109 (1934) 465-487). Vorher hatte 
von Neumann eine etwas schwächere Form dieses Satzes bewiesen, nämlich: Ist T halb¬ 
beschränkt mit {Tx,x) > C||a:||^, so existiert für jedes c < C eine selbstadjungierte 
Erweiterung Sc mit {ScX,x) > c||.t:|p. Sein Beweis ist in der 1. Auflage dieses Buchs zu 
finden. 

In zwei weiteren Arbeiten (Math. Ann. 102 (1929) 370^27, Ann. Math. 33 (1932) 
294-310) erweitert von Neumann seine Resultate auf unbeschränkte normale Operatoren. 
(Den Fall beschränkter normaler Operatoren hatte er im Anhang seiner Arbeit von 1929 
erledigt.) Auch im unbeschränkten Fall heißt ein Operator normal, wenn T*T = TT* gilt, 
nur muss man jetzt auf die Defmitionsbereiche achtgeben; der Defmitionsbereich für eine 
Komposition ST ist dabei als {x e dom(r): Tx e dom(S)} erklärt. Außerdem zeigt er, 
dass für einen dicht definierten abgeschlossenen Operator T die Komposition T*T stets 
selbstadjungiert ist (Korollar VII.2. 13). 

Nach Aufgabe VII.5.13(a) besteht das Problem, eine selbstadjungierte Erweiterung ei¬ 
nes symmetrischen Operators T zu finden, darin, dom(r*) passend einzuschränken. Ealls 
T ein Differentialoperator ist, führt das dazu, T* passenden Randbedingungen zu un¬ 
terwerfen. Eür den Eall gewöhnlicher Differentialoperatoren wird dieser Problemkreis 
vollständig von der WeyTKodaim-Theorie behandelt, siehe Dunford/Schwartz [1963], 
Kap. XIII. Insbesondere liefert diese Theorie die Entwicklung nach Eigenfunktionen eines 
Differentialoperators in größter Allgemeinheit (a.a.O., S. 1330-1333). 

Wir wollen noch auf den Zusammenhang zwischen Spektralmaßen und der älteren 
Variante, Spektralintegrale als Stieltjes-Integrale nach „Spektralscharen“ aufzufassen, ein- 
gehen. Eine Eunktion X E{X) von K nach L{H) heißt eine Spektralschar, wenn sie 
folgende Eigenschaften besitzt: 

(a) E{k) ist stets eine Orthogonalprojektion. 

(b) £■(•) ist monoton wachsend, d. h. k < /u, E{)C) < E{fx). 

(c) lim E{X)x = X, lim E{k)x = 0 Wx e EI. 

A^OO A—i^-OO 

(d) £■(•) ist rechtsseitig stetig in der Topologie der punktweisen Konvergenz, d. h. 

lim E{k + s)x = E{k)x Vx e H. 

B^0+ 

(e) £■(•) hat kompakten Träger, wenn m und M existieren mit 

E{k) = 0 für k < m, E{k) = Id für k > M. 

Ist £(•) eine Spektralschar und /: K ^ C eine stetige Funktion, so kann man 
f f{k)d{E{k)x,x) als (Riemann-)Stieltjes-Integral definieren, d. h. als Limes von Rie- 
mannsummen Y^"^j^f{^j)[(E(ti+\)x,x) - (E(ti)x,x)). Der Spektralsatz behauptet dann eine 
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eineindeutige Zuordnung zwischen selbstadjungierten [beschränkten] Operatoren und 
Spektralscharen [mit kompaktem Träger]. Ist E ein Spektralmaß, so definiert k £(- 00 ,;.] 
eine Spektralschar, und die entsprechenden Integrale stimmen überein. Umgekehrt lehrt 
die Maßtheorie, dass jede Spektralschar ein Spektralmaß induziert, so dass beide Formen 
des Spektralsatzes äquivalent sind. Die Spektralmaßversion des Spektralsatzes wurde 
offenbar zuerst von Haimos [1951] dargestellt. 

Eine Spektralschar braucht nicht linksseitig stetig zu sein; sie ist bei X genau dann 
linksseitig stetig (und daher stetig), wenn (in unserer Darstellung) Ej;,) = 0 ist. Damit 
lautet Satz VII. 1.18 

X e p{T) £(•) in einer Umgebung von X konstant, 

X e Gp{T) £(■) bei X unstetig, 

X e adT) £(•) bei X stetig, aber nicht konstant. 

An einem Punkt des stetigen Spektrums wächst die Spektralschar also stetig! 

Für manche Anwendungen in der mathematischen Physik ist eine andere Aufspal¬ 
tung des Spektrums als in Definition VI. 1.1 nützlich. Sei T ein (eventuell unbeschränkter) 
selbstadjungierter Operator in einem Hilbertraum H und E sein Spektralmaß. Wir betrach¬ 
ten zu jc e // die positiven Borelmaße A Mx(^) := {Eax,x). Es folgt aus Satz VII. 1.1 8, 
dass ßx eine Summe von Dlracmaßen ist, wenn x eine Linearkombination von Eigen¬ 
vektoren von T ist. Steht x senkrecht auf der linearen Hülle aller Eigenvektoren, so ist 
ßx{{t]) = 0 für alle f e K, so dass also t /Xx((-oo,t]) eine stetige Funktion ist; in 

diesem Fall wollen wir /x^ selbst stetig nennen. Ist /x^ stetig, so lehrt die Maßtheorie, dass 

ßx = Mx.ac + Mx.sing niit einem Maß ßx, 3 .c 7 das bzgl. des Lebesguemaßes X absolutstetig 
ist, und einem stetigen Maß ßx,sm%, das bzgl. des Lebesguemaßes singulär ist, geschrieben 
werden kann. (Ein positives Maß /x heißt absolutstetig, wenn X{N) = 0 ß{N) = 0 für alle 
Borelmengen gilt, und es heißt singulär, wenn eine Borelmenge N mit XiN) = 0, /x(CA) = 0 
existiert.) Es sei = {x & H: ßx ist absolutstetig] und //sing = [x G //: ßx ist singu¬ 
lär, aber stetig]. Dies sind abgeschlossene Unterräume von H, und es gilt r(//ac) C //ac 
sowie r(//sing) C //sing- Man nennt das Spektrum der Restriktion T: //ac —>• //ac das 
absolutstetige Spektrum (TaciT) und das Spektrum der Restriktion T: //sing —>• //sing das 
singulär-stetige Spektrum crsing(7’)- Es gilt er (T) = crp(7’)Ucrac(r)UCTsing(/’); jedoch braucht 
diese Zerlegung nicht disjunkt zu sein, da es Vorkommen kann, dass OadT) U crsing(r) 
Eigenwerte von T enthält. Das singulär-stetige Spektrum ist der Anteil, der die meisten 
Komplikationen in sich birgt, und in vielen konkreten Fällen gilt in der Tat crsing(T) = 0- 
Um so überraschender ist ein kürzlich erschienenes Resultat von Simon, dass die „mei¬ 
sten“ (im Baireschen Kategoriensinn) selbstadjungierten Operatoren rein singulär-stetiges 
Spektrum haben, d. h. // = //sing {Ann. Math. 141 (1995) 131-145). 

Von Neumanns Studien waren zum großen Teil motiviert von der mathematischen 
Physik, nämlich der sich in den zwanziger Jahren rasant entwickelnden Quantenmecha¬ 
nik eine adäquate mathematische Formulierung zu geben. Dies kann in der Tat mit Hilfe 
der Theorie der selbstadjungierten Operatoren in Hilberträumen erreicht werden, was jetzt 
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kurz skizziert werden soll. (Dazu siehe etwa Triebei [1972], Kap. VII, und natürlich von 
Neumanns klassische Monographie Die mathematischen Grundlagen der Quantenmecha¬ 
nik aus dem Jahre 1932^.) Ein Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch 
einen normierten Vektor eines Hilbertraums beschrieben; dabei sollen die Zustände q) und 
Xq (wo |k| = 1) identisch sein. Physikalische Größen werden durch selbstadjungierte 
Operatoren (Observable) ausgedrückt. Beim Wasserstoffatom (ohne Spin, nichtrelativi¬ 
stisch) betrachtet man H = die x-Koordinate des Orts wird durch den Operator 

q ((x,y, z) xq{x,y,z}) beschrieben, die x-Koordinate des Impulses durch q i^ 
etc. Auf diese Funktionsvorschriften kommt man durch physikalische Überlegungen; dass 
die entstehenden Operatoren (auf dem richtigen Definitionsbereich!) selbstadjungiert sein 
sollen, hat mathematische Gründe. 

Die Messung einer physikalischen Größe in einem Zustand q ist dann mathema¬ 
tisch Folgendes: Sei T = f XdEx die Spektralzerlegung der Observablen T. Die Zahl 
d{Exq,q) wird dann als Wahrscheinlichkeit dafür interpretiert, dass der Messwert von 
T im Zustand q in der Menge A liegt. In Analogie zu Satz VII. 1.18 ist diese Wahrschein¬ 
lichkeit im Fall A = (ko) genau dann positiv, wenn ko Eigenwert von T ist. Daher 
sind genau die Eigenwerte von T einer scharfen Messung zugänglich. Da der Ortsopera¬ 
tor keinen Eigenwert, sondern nur das stetige Spektrum a{T) = crdT) = K hat (vgl. 
Beispiel VII. 2(h)), kann der Ort eines Teilchens nicht scharf gemessen werden. 

Die Energie und damit die zeitliche Entwicklung des Systems werden durch den Hamil¬ 
tonoperator ausgedrückt. Im Fall des Wasserstoffatoms ist das (bis auf physikalische 
Konstanten) der Operator 

M’q = -Aq—q (wo r = (x^ H-H-z^)'/^) 

r 

auf dom(J^) = IT^(K^) C L^(K^), dem Sobolevraum der Ordnung 2. (Ableitungen 
sind hier im schwachen Sinn, Definition V. 1.11 , zu verstehen.) Jif besitzt die Eigenwerte 
(-J?/n^)„gN (R > 0 eine Konstante) sowie das stetige Spektrum [0, oo). 

Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems wird mit Hilfe der 
Schrödingergleichung 

i^^(0 = J^((p{t)), q{Q) = qQ e domiJf’) 
beschrieben. Die Lösung dieser Gleichung kann in der Form 

q(t) = e^^-^qo 

angegeben werden. Stationäre Zustände, d. h. solche, die sich zeitlich nicht ändern, sind 
die Eigenfunktionen von Das Wasserstoffatom besitzt stationäre Zustände zu den 
Energieniveaus E„ = -Rjn^, n e N, wie eben berichtet wurde. Das Bohrsche Postulat 


^Ein Nachdruck erschien 1996 im Springer-Verlag. 
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fordert, dass beim Übergang vom Energieniveau zum Energieniveau m > n, 
elektromagnetische Wellen der Erequenz y„_,„ = \{E„, - En) {h = Plancksches Wir¬ 
kungsquantum) ausgesandt werden. Das liefert (zumindest im Eall n = 2) sichtbare 
Spektrallinien. Hier kann man das Spektrum eines Operators wirklich sehen! Als Hilbert 
1906 den Begriff des Spektrums prägte, konnte er nicht ahnen, wie eng sein Spektrum mit 
dem physikalischen Spektrum verwandt ist. 

Wir haben oben die Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators = -A -My, wo My 
der Multiplikationsoperator mit dem Coulombpotential ^ ist, auf erwähnt. Da nach 

Beispiel Vn.2(d) -A auf selbstadjungiert ist, können wir die Selbstadjungiertheit 

von so ausdrücken, dass die Störung von -A durch My an dessen Selbstadjungiertheit 
nichts ändert, also in gewisser Weise „klein“ ist. Solche Phänomene werden systematisch 
in der Störungstheorie linearer Operatoren untersucht. Das erste Resultat in dieser Rich¬ 
tung geht auf Rellich (1939) zurück; es wurde von Kalo verallgemeinert. Der Störungssatz 
von Rellich besagt folgendes. 

• Sei T: H D dom(7’) ^ H selbstadjungiert und S ein symmetrischer Operator mit 
dom(5) D dom(r). Es sollen Q < a < 1, /jgK mit 

||5x|| < a\\Tx\\+b\\x\\ Vx e dom(r) 

existieren. Dann ist T + S aufdovajT) selbstadjungiert. Ist T nur wesentlich selbst¬ 
adjungiert, so ist auch T -¥ S wesentlich selbstadjungiert. 

Hier ist die Voraussetzung a < l wesentlich; die Existenz irgendeines a e M wird vom 
Satz vom abgeschlossenen Graphen impliziert. Man kann zeigen, dass die obige Situa¬ 
tion im Eall T = -A, dom(7’) = W^(]R^) und S = My vorliegt, wenn V ein Potential 
ist, das sich als V = V 2 -f- Voo mit V 2 e L^(M^), Voo e L°“(M^) schreiben lässt. (Offen¬ 
bar ist das Coulombpotential von dieser Gestalt, denn mit B = Einheitskugel von gilt 
i = -I- (1 - XB)y e H- L“.) Zu diesem Themenkomplex vgl. Reed/Simon [1975], 

Kap. X, oder Triebei [1972], Kap. VII; die Selbstadjungiertheit komplizierterer quanten¬ 
mechanischer Operatoren wurde erstmals von Kato {Trans. Amer. Math. Soc. 70 (1951) 
195-211) bewiesen. Zur Mathematik der Quantenmechanik insgesamt siehe Hall [2013]. 

Abschließend soll kurz der Eall von Operatoren auf Banachräumen zur Sprache 
kommen. Auch hier gibt es Klassen von Operatoren, die wie selbstadjungierte Operatoren 
auf Hilberträumen spektral zerlegt werden können; Dunford/Schwartz [1971] beschäftigen 
sich intensiv mit dieser Problematik. Eür einen beliebigen Operator auf einem komplexen 
Banachraum kann man mit Mitteln der Punktionentheorie einen Funktionalkalkül für 
analytische Funktionen aufbauen. Der einfachste Fall eines solchen symbolischen Kal¬ 
küls ist in Aufgabe VII.5.4 beschrieben; wesentlich weitgehendere Resultate erhält man 
jedoch, wenn man den Cauchyschen Integralsatz benutzt. Diese Idee geht auf F. Riesz 
(1913) zurück und wurde von N. Dunford (1943) in größerer Allgemeinheit ausgeführt. 
Sei T e L{X). Man bezeichne mit ^(T) die Menge der in einer offenen Umgebung von 
a{T) definierten analytischen komplexwertigen Funktionen. Der Definitionsbereich Uf 
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von/ e ß’{T) variiert mit/ und braucht nicht zusammenhängend zu sein - das Spektrum 
kann schließlich eine beliebige kompakte Teilmenge von C bilden und der Defmitions- 
bereich von/ + g bzw./g ist natürlich Uf fl Ug. Ist Uf nicht zusammenhängend, so wird der 
Analytizitätsbegriff übrigens lokal verstanden: Jeder Punkt besitzt eine Umgebung, auf der 
/ im elementaren Sinn analytisch ist. Für eine Funktion/ e ff{T) lässt sich nun mit Hilfe 
eines Umlaufintegrals ein Operator/(T) definieren. Dazu sei F C U/ \ cr(r) eine endliche 
Vereinigung geschlossener Kurven (ein „Zykel“), so dass die Umlaufzahl von F um jeden 
Punkt von (j(T) gleich +1 ist („F umrundet cr(7’) genau einmal im positiven Sinn“). Solche 
Zykeln existieren stets, können jedoch beliebig kompliziert aussehen, insbesondere, wenn 
cj(T) unzusammenhängend ist. Man setze nun 

f(T) := (ff{k)R>^(T)dX. 

2jti Jr 

So ein operatorwertiges Integral definiert man genau wie in der Funktionentheorie, und 
offensichtlich stand die Cauchysche Integralformel Pate bei der Definition von/(r). Man 
kann zeigen, dass/(r) nicht von der speziellen Wahl von F abhängt und dass die üblichen 
Eigenschaften eines Funktionalkalküls gelten: 

. f(T) = Id für f = = T"fürf{z) = zf 

• (/ + 8)(T) =f{T) + g{T) Wf, g e 

• (fg)(T)=f(T)g{T) Wf,geik(T), 

• a(f(T))=f{cT(T)) V/e^(n 

. (/ o g)(T) =f(g{T)) Wg e ff in f e ff{g{T)). 

Insbesondere sind Wurzeln oder der Logarithmus eines Operators erklärt, wenn a{T) etwa 
in der geschlitzten Ebene C \ {z: Imz = 0, Rez < 0} liegt. 

Eür einen selbstadjungierten Operator kann man zu jeder abgeschlossenen Teilmenge 
A des Spektrums eine Projektion assoziieren; das gelingt im allgemeinen Pall nicht mehr, 
wohl aber, wenn aiT) \A ebenfalls abgeschlossen ist. (Außer 0 und (j(T) gibt es solche A 
nur, wenn cr(7’) nicht zusammenhängend ist.) In diesem Fall betrachte eine Funktion/, die 
auf einer Umgebung von A den Wert 1 und auf einer Umgebung von a(T)\A den Wert 0 
annimmt. Da dann/^ = / ist, ist auch/(r)^ = /(T); also ist/(r) eine Projektion, die im 
übrigen mit T kommutiert. Besonders wichtig ist der Fall eines isolierten Punkts ko des 
Spektrums. Die zugehörige Spektralprojektion kann nun durch 

P= Ri(T)dX 

27t l Jy 

definiert werden, wo y ein hinreichend kleiner positiv orientierter Kreis um ko ist. Die 
Resolventenabbildung besitzt jetzt bei ko eine isolierte Singularität, die wie in der Funk¬ 
tionentheorie durch die Laurentreihe als Pol oder als wesentliche Singularität klassifiziert 
werden kann. Palls es sich um einen Pol der Ordnung p handelt, ist ko ein Eigenwert, 
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und ran(P) ist der Hauptraum ker(2.o - Jy zum Eigenwert Xq, im Fall eines einfa¬ 
chen Pols also der Eigenraum. Diese Resultate kann man z. B. bei Conway [1985], 
Dunford/Schwartz [1958] oder Heuser [1992] nachlesen. 

Im Unterschied zu Satz VII. 1.24 ist die Idealstruktur von L(X) im Fall separabler Ba- 
nachräume i. Allg. recht kompliziert. Nur für X = £p, l < p < oo, oder X = cq weiß 
man, dass K{X) das einzige nichttriviale zweiseitige abgeschlossene Ideal in L{X) ist (siehe 
Pietsch [1980], Abschnitt 5); die abgeschlossenen zweiseitigen Ideale von L{H) im nicht- 
separablen Fall wurden von Gramsch (J. Reine Angew. Math. 225 (1967) 97-115) und Fuft 
{Czechoslovak. Math. 7. 18 (1967) 595-605) vollständig beschrieben. 

Zum Spektralsatz sind die Übersichtsartikel von Haimos (Amer. Math. Monthly 70 
(1963) 241-247) und Steen (Amer. Math. Monthly 80 (1973) 359-381) erwähnenswert, 
zu von Neumann siehe Haimos’ Artikel in Amer Math. Monthly 80 (1973) 382-394. 

Das fundamentale Theorem VII.4.11 über die Charakterisierung der Erzeuger von Kon¬ 
traktionshalbgruppen wurde 1948 unabhängig und fast gleichzeitig von Yosida (J. Math. 
Soc. Japan 1 (1948) 15-21) und Hille (in der von ihm allein verfassten 1. Auflage von 
Hille/Phillips [1957]) bewiesen. Der Beweis im Text beschreibt den Zugang von Yosida, 
während Hilles Beweis von der Formel e*“ = 1 = lim„^oo(l - talny" ausgeht. Diesen 

Term kann man nämlich auch für einen unbeschränkten Operator A als Potenz der Resol- 
vente [(Id - ’-Ay'^Y interpretieren und auf Konvergenz untersuchen; hingegen ergeben die 
naheliegenden Kandidaten lim„(Id -i- '-AJ' und fA"/n\ für unbeschränkte Operatoren 
i. Allg. keinen Sinn. Kurze Zeit darauf erhielten 1952 - wiederum unabhängig und fast 
gleichzeitig - Feiler, Miyadera und Phillips die allgemeine Version des Theorems VII.4.13, 
das in der Fiteratur gelegentlich Satz von Hille-Yosida-Phillips genannt wird. Turner und 
Phillips bewiesen Theorem VII.4.16 in Pac. J. Math. 11 (1961) 679-698; der Satz von 
Stone über unitäre Operatorgruppen (Aufgabe VII.5. 39) wurde erstmals in Stone [1932] 
gezeigt. 

Operatorhalbgruppen finden u. a. in der Wahrscheinlichkeitstheorie Anwendung (dazu 
siehe z. B. Famperti [1977]), in der mathematischen Physik (Reed/Simon [1975]) und 
bei den partiellen Differentialgleichungen (Pazy [1983]). Detaillierte Darstellungen der 
Halbgruppentheorie findet man bei Davies [1980], Engel/Nagel [1999], Goldstein [1985], 
Pazy [1983] und natürlich in der klassischen Quelle Hille/Phillips [1957]. 

Viele in den Anwendungen vorkommende Halbgruppen (7)) besitzen die Zusatzeigen¬ 
schaft, zu einer in einem Sektor E® = Eq.U( 0} = (z G C: |arg(z)| < a] U [0] der 
komplexen Ebene definierten Halbgruppe (T^) ausgedehnt werden zu können, so dass 
z TjX eine banachraumwertige analytische Funktion im offenen Sektor Eq, ist. Da¬ 
bei nimmt die starke Stetigkeit bei z = 0 die Form lim^^o T^x = x an, wo die z in einem 
Teilsektor E^, /I < a, von E° bleiben müssen. Solche Halbgruppen werden analytische 
Halbgruppen genannt und ihre Erzeuger sektorielle Operatoren. In diesem Kontext gilt 
folgender Satz vom Hille-Yosida-Typ: 

• Ein dicht definierter abgeschlossener Operator A erzeugt genau dann eine analyti¬ 
sche Halbgruppe (f)^^-^o, die in allen Teilsektoren E^, ß < a, beschränkt bleibt, 
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wenn Ha+nß C p{A) und für alle ß < a eine Konstante Cß existiert mit 


IW^-Ar‘||<C^ VXeE^+,/2- 


Zum Beispiel erzeugt der Laplaceoperator eine analytische Halbgruppe auf LF(ßf ) mit 
dem Winkel a = jt jl. Eine interessante Eigenschaft analytischer Halbgruppen ist, dass 
T,x G dom(A) für alle x e X und nicht nur für x e dom(A); entsprechend ist das 
Cauchyproblem (VII.31) sogar für alle xq G X lösbar mit Lösung u{t) = TfXo in 
C([0, oo),X) n C“((0, oo),Z). 

Bei der Diskussion eines Cauchyproblems ist man natürlich nicht nur an der Lösbarkeit 
schlechthin interessiert, sondern auch an den Eigenschaften der Lösung, z. B. an deren 
asymptotischem Verhalten. Im Endlichdimensionalen gilt für jede Lösung von u' = Au 
bekanntlich u(t) 0 mit t oo, wenn i'o := supjRel; X G o-(A)}, die Spektralschranke 
von A, negativ ist; genauer ist hier die Wachstumsschranke coq gleich der Spektralschranke. 
Im unendlichdimensionalen Fall gilt coq = sq z.B. für jede analytische Halbgruppe und für 
positive Halbgruppen auf ü’ (Weis, Proc. Amer. Math. Soc. 123 (1995) 3089-3094 oder 
Proc. Amer. Math. Soc. 126 (1998) 3253-3256), aber nicht immer. (Ein Operator T auf 
einem Funktionenraum heißt positiv im Sinn von „positivitätserhaltend“, wenn/ > 0 
Tf > 0.) Damit eng verwandt ist der spektrale Abbildungssatz für Halbgruppen. 

• Ist (Tt) eine Co-Halbgruppe mit Erzeuger A, für die t Tt auf einem Intervall 
[to, oo) normstetig ist (z. B. eine analytische Halbgruppe), so gilt 


MA) ._ jgfi. g j ^ ^ JQJ 


e 


In diesem Fall folgt a>o = sq. 

Eine andere hinreichende Voraussetzung für die Gültigkeit des spektralen Abbildungs¬ 
satzes ist, dass für t > to alle L, kompakt sind. Ohne weitere Voraussetzungen gelten 
aber nur q er(7)) \ {0} und coq > sq, selbst wenn die 7) positive Operatoren auf 
einem Funktionenraum sind. Arendt (Diff. Int. Eq. 1 (1994) 1153-1168) gibt dafür fol¬ 
gendes einfache Beispiel: Sei X = U’{\,oo) fl L''(l,oo), wo 1 < p < r < oo, mit 
der Norm ||/|| = max{||/||p, ||/||r} und 7'/(x) = fixe'). Dann ist iAf)ix) = xfix) und 
io = -1/p < -l/r = a>o. Im übrigen liefert der Satz von Datko-Pazy ein wichtiges 
Kriterium für die Stabilität der Lösung (Pazy [1983], S. 116): 

• Es gilt (Wo < 0 genau dann, wenn für ein p > 1 



Eine wichtige Frage über Erzeuger von Operatorhalbgruppen lautet: Wenn A eine Co- 
Halbgruppe erzeugt und B ein weiterer Operator ist, ist dann auch Ah- 7? ein Erzeuger? Wenn 
B beschränkt ist, trifft das zu. Für Kontraktionshalbgruppen gilt das folgende Kriterium: 
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• Sei A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe. Ferner sei B ein dissipativer 
Operator mit dom(ß) D dom(A), für den Konstanten 0 < a < 1 und b > 0 mit 

||5x|| < a||Ax|| + £i||x|| Vx e dom(A) 

existieren. Dann erzeugt auch A + B. X D dom(A) —>■ X eine Kontraktionshalb¬ 
gruppe. 

Die Ähnlichkeit dieses Resultats zum Störungssatz von Rellich (siehe oben) ist frappant; 
in der Tat kann man den Rellichschen Satz aus diesem herleiten, wenn man A = ±iT und 
B = ±iS setzt. 

Manchmal kann man die von A + Z? erzeugte Halbgruppe explizit beschreiben, z. B. in 
der folgenden Trotter-Formel, die ein unendlichdimensionales Analogon zu der auf Lie 
zurückgehenden Formel für Matrizen = lim„^oo(e^'^"e^'^")” darstellt. 

• Es seien A, B und die Abschließung von A + B Erzeuger der Kontraktionshalbgrup¬ 
pen (Sj), {Tt) und (Ut). (Der Definitions bereich von AB ist dom(A) fl dom(ß).) 
Dann gilt 


lim (S,i„T,i„fx = U,x Vx e A, f > 0. 

«—>■00 ' ' 

Ein überraschender Aspekt der Halbgruppentheorie auf L°° ist der Satz von Lotz 
(Math. Z. 190 (1985) 207-220), wonach jede Co-Halbgruppe auf L°° automatisch norm¬ 
stetig ist; mit anderen Worten ist jeder Erzeuger einer Co-Halbgruppe hier automatisch 
beschränkt. Es ist übrigens nicht ganz einfach, überhaupt einen dicht definierten abge¬ 
schlossenen unbeschränkten Operator in L°° zu definieren. Ein Beispiel erhält man so: 
Nach Aufgabe II.5.15 existiert ein isometrischer Operator J: -> l} (R). Der adjungierte 
Operator J'\ L°°(M.) ist dann eine Quotientenabbildung und insbesondere surjektiv. 

Setze dom(A) = {f e L°°(R): ff e £'} und A: L“(R) D dom(A) -» t\Af = ff- dieser 
Operator hat die gewünschten Eigenschaften. Der Satz von Lotz gilt auch für und den 
Banachraum H°° aller beschränkten analytischen Eunktionen im Einheitskreis. 
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VIII.1 Definition lokalkonvexer Räume; Beispiele 

Wir haben bislang Vektorräume betrachtet, worin auf sinnvolle Weise die Konvergenz ei¬ 
ner Folge von Elementen durch eine (Halb-) Norm definiert war, z. B. die gleichmäßige 
Konvergenz in C[0,1] durch die Supremumsnorm. Das Konzept der punktweisen Kon¬ 
vergenz ordnet sich diesem System nicht unter. Man kann jedoch folgenden Standpunkt 
einnehmen: Setzt man für f e [0,1] und eine Funktion a:: [0,1] —C 

Pt(x) = \x(t)\, 

so bedeutet „(x„) konvergiert punktweise gegen 0“ nichts anderes als 

Pt(Xn) 0 Vf. 

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dass die p. Halbnormen sind und die punktweise 
Konvergenz nicht durch das Bestehen allein einer Halbnormkonvergenz, sondern das si¬ 
multane Bestehen mehrerer Halbnormkonvergenzen ausgedrückt wird. Wir werden es 
daher im Folgenden mit Vektorräumen X und Familien von Halbnormen auf X (anstatt 
einer einzigen Norm) zu tun haben. 

Aus diesen Ingredienzien wird die Theorie der lokalkonvexen Räume aufgebaut, deren 
elementarer Teil in mancher Hinsicht parallel zur Theorie normierter Räume verlaufen 
wird. Die Theorie lokalkonvexer Räume verlangt allerdings eine rudimentäre Kenntnis 
der Prinzipien (oder zumindest des Vokabulars) topologischer Räume, die im Anhang B.2 
dargestellt sind. 

Kommen wir nun zur Definition eines lokalkonvexen Vektorraums. X sei ein Vektor¬ 
raum und P eine Menge von Halbnormen auf X, die einem ungeschriebenen Gesetz zufolge 
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mit p bzw. Pi bezeichnet werden. Sei nun F eine endliche Teilmenge von P und e > 0. 
Setze 

UF,e = {x e X: p{x) < sWp e F] 

sowie 

il = { F C P endlich, e > 0}. 

Das System il ist das Substitut der Menge aller Kugeln {x: ||x|| < e} im normierten Fall. 
Es hat folgende Eigenschaften: 

(1) 0 e U für alle £/ e il. 

(2) Zu Ul, t /2 e ü existiert t/ e il mit U C Ui r\ U 2 (,4i ist abwärts filtrierend“), 

denn Uf^[jF 2 ,mm(si,s 2 ) Fl Uf 2 ^E 2 ' 

(3) Zu t/ e il existiert y eilmit* V+V C t/; es gilt nämlich t/f_g /2 + t/F,E /2 C Uf^s- 

(4) Alle U e il sind absorbierend (DefinitionIII. 2.1), denn xq e ^Uf,b, falls k > 
f ■ maXpgfp(xo). 

(5) Zu t/ e il und i > 0 existiert V e il mit XV C U. Es gilt nämlich XUf^e/x C 
Uf,e, ja sogar „=“. 

Wir benötigen folgende Definition. 

► Definition VIII.1.1 

(a) Eine Teilmenge A eines Vektorraums heißt kreisförmig, falls 

{X: |i| < 1} -A C A. 

(b) A heißt absolutkonvex, falls A konvex und kreisförmig ist. 

Man zeigt leicht, dass A genau dann absolutkonvex ist, wenn 
x,y G A, |i| + |/x| < 1 Xx + ßy e A 
ist. Speziell gilt für unser System il: 

(6) Jedes U € il ist kreisförmig. 

'Hier wie im Folgenden benutzen wir die suggestive Symbolik 

A + B = {a + b: a e A, b e B], AA = {ka: X e A, a e A]. 

Achtung: i. Allg. ist A + A 5 ^ 2A! (Beispiel?) 
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Sogar: 

(7) Jedes U e il ist absolutkonvex. 

Wir werden sehen, dass man mit Hilfe der Eigenschaften (l)-(6) auf X eine Vektor¬ 
raumtopologie definieren kann, bezüglich derer die algebraischen Operationen Addition 
und Skalarmultiplikation stetig sind. Den entscheidenden Schritt, nämlich den Satz von 
Hahn-Banach in verallgemeinerter Form zu zeigen, wird allerdings erst Eigenschaft (7) 
zulassen (dazu siehe Abschn. VIII. 2). 

Zunächst sei nun il irgendein nichtleeres Mengensystem mit den Eigenschaften (l)-(6) 
(diese Eigenschaften sind teilweise redundant, z. B. folgt (1) aus (4)). Wir definieren dann 
folgendermaßen eine Topologie auf Z: 

O <ZX offen Vxe03t/eilx-Hf/c0. 

Es ist noch zu verifizieren, dass in der Tat eine Topologie definiert wird: 

• 0 und X sind offen (klar!). 

• Seien 0\ und O 2 offen und x e Oi fl 02. Dann existieren t/i, t /2 e il mit x + Ui C 
Oi- Wähle nach (2) U e ilmit U C t/i fl t/ 2 , dann istx-i-1/ C Oi 002, und Oi 0 02 
ist offen. 

• Seien O,, i e /, offen und x e O,, etwa x e Oi^. Dann existiert U e ii mit 
X + U C Oio C Ui€/ ^ 1 ’ und Oi ist offen. 

Nach Konstruktion ist il eine Nullumgebungsbasis, d. h. jede Umgebung der Null um¬ 
fasst ein U e ii (das ist klar), und alle U e il sind Nullumgebungen. Um Letzteres 
einzusehen, beachte man nur, dass für eine Menge A C Z die Menge O = {x G A: es 
existiert W G il mit x + W C A} offen ist; ist nämlich x + W C A und wählt man V G il 
mit y -I- y C VT, so ist für y G X -I- y stets y -1- y C A, d. h. x -i- V C O. Ferner sind 
konstruktionsgemäß bei festem x G Z die Abbildungen y x + y stetig, es sind so¬ 
gar Homöomorphismen, was defmitionsgemäß bedeutet, dass auch die Umkehrabbildung 
(y -X -I- y) stetig ist. Darüber hinaus gilt: 

Lemma VIII.1.2 In der oben beschriebenen Topologie sind 

(a) Addition: Z x Z Z, (x, y) x -i- y, 

(b) Skalarmultiplikation: K x Z —> Z, (i,x) i-> ix, 

stetige Abbildungen. Dabei tragen Z x Z und K x Z jeweils die Produkttopologie. 
Beweis. Sei O C X offen. Es ist zu zeigen: 

(a) Ö := {(x,y): X -I- y G 0} ist offen, 

(b) O := {(i,x): ix G 0} ist offen. 
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Zum Beweis von (a) sei (x, y) e Ö. Wähle [/ e il mit x + y + U C O und V gemäß 
Eigenschaft (3). Dann ist (x + E) x (y + V) C O und deshalb (x,y) ein innerer Punkt von 
O. Das zeigt die Offenheit von O. 

Zum Beweis von (h) sei (k,x) e O. Wähle U e ii mit Xx+ U C O. Wir werden £ > 0 
und W e ifmit {/x: |A.-/x| < £}-(x+W)-{kx} C [/,d.h. {/x: |k-/x| < £} x(x+W) C O, 
angeben. Wähle zunächst V e ii mit V + V <Z U (Eigenschaft (3)), und bestimme dann 
£ > 0 mit £x e y (Eigenschaft (4)). Da V kreisförmig ist, gilt 

(/X - k)x e y, falls IA. - /x| < £. 


Nun wähle W eii mit 


/xW C y, falls |/x| < |A.| + £ 

(Eigenschaften (5) und (6)). Dann folgt für |A. - /x| < e und w e W 

/x(x + w) - A.X = (/X - X)x + /xw G y + y C [/. □ 

► Definition VIII.1 .3 X sei ein Vektorraum und r eine Topologie auf X. 

(a) Sind Addition und Skalarmultiplikation stetig bzgl. r, so heißt iX,x) topologischer 
Vektorraum. 

(b) Sei P eine Menge von Halbnormen auf X und r die oben beschriebene Topologie, 
für die eine Nullumgebungsbasis aus den Up.e = {x: p(x) < s Vp e F], £ > 0, 
F C P endlich, besteht. {X, r) heißt dann lokalkonvexer topologischer Vektorraum 
(oder kürzer lokalkonvexer Raum). 

Nach Lemma VIII. 1.2 ist ein lokalkonvexer Raum wirklich ein topologischer Vektor¬ 
raum! Ferner sollte ausdrücklich bemerkt werden, dass ein Vektorraum, der eine Topologie 
trägt, nicht automatisch ein topologischer Vektorraum ist: Versieht man nämlich irgend¬ 
einen Vektorraum X mit der diskreten Topologie (in der jede Menge offen ist), so ist die 
Skalarmultiplikation nicht stetig. (Sonst wäre für jedes x ^ 0 bereits lim„^oo = 0, 
aber in einem diskreten Raum konvergieren nur Folgen, die schließlich konstant wer¬ 
den.) Es gibt zwar Beispiele nicht lokalkonvexer topologischer Vektorräume, aber fast alle 
Topologien auf Vektorräumen, die für Anwendungen wichtig sind, sind lokalkonvex. 


Beispiele 

(a) Sei T eine Menge und X ein Vektorraum von Funktionen auf T (z. B. T = K", 
X = C*(K")). Betrachte die Halbnormen pt(x) = |x(t)| (t e T). Die von der Familie 
P = {pt'. t e T] erzeugte lokalkonvexe Topologie heißt Topologie der punktweisen 
Konvergenz. 
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(b) Sei T ein topologischer Raum und X ein Vektorraum von stetigen Funktionen auf 
T. Betrachte die Halbnormen 

Pk{x) = sup \x{f)\, K C T kompakt. 

t€K 

Die von P = {px- K C T kompakt} erzeugte lokalkonvexe Topologie heißt Topologie 
der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta. 

(c) Sei V = C“(K) und 

PK,m{x) = sup |x<'”*(f)| 
t€K 

für m > 0, Ä" C K kompakt. P = {pK,m- K C M. kompakt, m e No) erzeugt eine 
lokalkonvexe Topologie auf X. Wird C“(K) mit dieser Topologie versehen, schreibt 
man häufig <^(K). Analog definiert man die Topologie von ^(K") und von S‘(Q) für 
offenes ^2 C K". 

(d) Der Schwartzraum c5^(]R") (Definition V.2. 3) wird durch die Halbnormen 

PaAV) = SUp(l + |xr)|(D»(x)| 

;i:eR" 

topologisiert. (Hier ist a ein Multiindex und m e Nq.) 

(e) Sei C K" offen und K C ^ kompakt. Es sei 

^k(^) := {(p:Q^C:(pe C“(f2), supp((p) c K}. 

(Zur Existenz solcher Funktionen siehe Lemma V.l. 10.) ^k(^) wird durch die Halb¬ 
normen 


Pa((p) = sup|(D“^)(a:)|, 

xeQ 

a ein Multiindex, topologisiert. 

(f) Die soeben beschriebene Topologie könnte man auch auf betrachten; aus 
verschiedenen Gründen ist das jedoch nicht angemessen. Unter anderem möchte man 
nämlich auf eine Topologie betrachten, die die Tatsache, dass ^(f2) = ^k(^) 

ist (hier wird über alle kompakten Teilmengen von vereinigt), reflektiert. Eine solche 
lokalkonvexe Topologie kann so definiert werden. Sei tx die Topologie von &x(^)- Es 
sei P die Menge aller Halbnormen p auf für die alle Restriktionen p\^^ bezüg¬ 
lich Xx stetig sind. Auf betrachtet man dann die von P erzeugte lokalkonvexe 

Topologie. 

Die Beispiele (c)-(f) sind fundamental für die Distributionentheorie 
(Abschn. VIII.5). 
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(g) X sei ein Vektorraum und p eine Norm auf X. Die von P = {p} erzeugte lokal¬ 
konvexe Topologie ist die Normtopologie auf X. 

(h) X sei ein normierter Raum. Betrachte die Halbnormen 


p^/(x) = |y(x)| {x'eX'). 


Diese Halbnormen erzeugen die schwache Topologie a{X,X') auf X. Die schwa¬ 
che Topologie ist fast immer von der Normtopologie verschieden. (Näheres dazu in 
Abschn. VIII.3.) 

(i) Auf dem Dualraum X' eines normierten Raums definieren die Halbnormen 


Px(x') = Ix' (x)| (x e X) 


die schwach*-Topologie (j{X',X), die sowohl von der Normtopologie als auch von der 
schwachen Topologie er (Z',X") zu unterscheiden ist (auch hierzu siehe Abschn. VIII.3). 

(j) Auf dem Raum L{X, Y) {X und Y normierte Räume) sind außer der Normtopo¬ 
logie zwei weitere Topologien von Interesse: die starke Operatortopologie, die von den 
Halbnormen 

p,(7’)= II7VII (xeZ) 

erzeugt wird, sowie die schwache Operatortopologie, die durch die Halbnormen 
PxyiT) = \y'{Tx)\ (x eX,y' e Y') 

definiert wird. (Diese Topologie kam implizit im Kap. VII bei der Diskussion von 
Spektralmaßen vor; vgl. Satz VII. 1.6(d).) 

(k) In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist auf dem Raum M(K) aller endlichen 
signierten Maße diejenige lokalkonvexe Topologie von Bedeutung, die von den Halb¬ 
normen 




erzeugt wird. Sie wird in der Wahrscheinlichkeitstheorie ebenfalls schwache Topologie 
genannt, ist aber von der funktionalanalytischen schwachen Topologie aus Beispiel (h) 
verschieden. 

(1) P = {0} erzeugt auf jedem Vektorraum X die chaotische Topologie, in der nur 0 
und X offen sind. 


Das letzte Beispiel zeigt auf dramatische Weise, dass ein lokalkonvexer Raum nicht die 
Hausdorffsche Trennungseigenschaft (d. h. verschiedene Punkte besitzen disjunkte Um- 
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gebungen) zu haben braucht. Diese Eigenschaft ist für lokalkonvexe Räume leicht zu 
charakterisieren. 

Lemma VIII.1.4 Die Halbnormfamilie P erzeuge auf X die lokalkonvexe Topologie r. 
Dann sind äquivalent: 

(i) (X, r) ist Hausdorffraum. 

(ii) ZuxfQ existiertp & P mitp{x) f 0. 

(iii) Es gibt eine Nullumgebungsbasis il mit Plc/eu ^ “ {0}. 

Beweis, (i) ^ (ii): Sei x fO. Wähle Nullumgebungen U und V mit (x + C/) fl V = 0. Nach 
Definition der Topologie r darf man annehmen, dass V von der Form V = = [w. 

p{u) < s für alle p e F} mit einer endlichen Teilmenge F (Z P ist. Wegen x ^ E ist dann 
p{x) f 0 für ein p e F. 

(ii) (iii) gilt wegen x e Up^^ 4^ p(x) = 0 für alle p e P. 

(iii) (i): Sei x f y. Wähle U e ii mit x-y ^ [/. Da die Differenzhildung stetig ist, 
existieren Nullumgebungen V und W mit W -V C U.Es folgt (x + V) D (y + W) = 0. □ 

Das Lemma zeigt, dass alle obigen Beispiele (bis auf (1)) Hausdorffräume sind; bei (h) 
(und (j)) folgt das aus dem Satz von Hahn-Banach, bei (k) aus der Regularität von pt. Auf 
Beispiel (f) werden wir noch detaillierter eingehen. 

Der nächste Satz erklärt, warum lokalkonvexe Räume „lokalkonvex“ heißen. 

Satz VIII.1.5 {X, r) sei ein topologischer Vektorraum. X ist genau dann lokalkonvex, 
wenn es eine Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen absorbierenden Mengen gibt. 

Beweis. Nach Konstruktion besitzt ein lokalkonvexer Raum eine solche Nullumgehungs- 
hasis. Sei nun il eine Nullumgebungshasis, so dass alle U e ii ahsolutkonvex und 
absorbierend sind. Wir betrachten die Minkowskifunktionale 

Pu(x) := inf{k > 0: x e XU} 

(Definition III. 2.1). Da U absorbierend ist, ist stets pu(x) < oo (das ist gerade die Defini¬ 
tion der Absorbanz); da U konvex ist, ist pu sublinear (LemmaIII.2.2(b); dort war zwar 
vorausgesetzt, dass X normiert und 0 innerer Punkt von U ist, der Beweis macht davon 
allerdings keinen Gebrauch). Schließlich folgt aus der Kreisförmigkeit 

Pu(Xx) = \X\puix) WX e K, (VIII. 1) 

so dass insgesamt pu eine Halbnorm ist. [Beweis von (VIII. 1): Da (VIII. 1) für k > 0 
richtig ist ipu ist sublinear), darf o.E. |k| = 1 vorausgesetzt werden. Die Kreisförmigkeit 
von U liefert dann XU = U, also pu{Xx) = pxuiXx) = puix).] 

Betrachte nun die von der Halbnormfamilie P = [pu: U e ii] erzeugte lokalkonvexe 
Topologie f mit der kanonischen Nullumgebungsbasis ii= {Upy. F Z P endlich, e > 0}. 
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Es ist dann nicht schwer zu verifizieren, dass r = r gilt; die Details seien den Leserinnen 
und Lesern überlassen. □ 

Satz VIII. 1.5 sagt aus, dass lokalkonvexe Räume geometrisch (durch Angabe einer 
Nullumgebungsbasis) oder analytisch (durch Angabe einer Halbnormfamilie) beschrieben 
werden können. Wir werden hier weitgehend dem analytischen Zugang folgen. 


VIII.2 Stetige Funktionale und der Satz von Hahn-Banach 

In noch stärkerem Maße als für normierte Räume ist die Kenntnis von stetigen Funktio¬ 
nalen für lokalkonvexe Räume von Bedeutung. In der Tat ist es gerade die Existenz 
konvexer Nullumgebungen, die die Existenz von stetigen Funktionalen im Satz von 
Hahn-Banach garantieren wird. 

Das folgende Lemma ist der Dreh- und Angelpunkt unserer Untersuchungen. 

Lemma VIII.2.1 Die Halbnormfamilie P erzeuge die lokalkonvexe Topologie r aufX. 

(a) Für eine Halbnorm q: X [0, oo) sind äquivalent: 

(i) q ist stetig. 

(ii) q ist stetig bei 0. 

(iii) {x: q(x) < 1} ist eine Nullumgebung. 

(b) Alle p e P sind stetig. 

(c) Eine Halbnorm q ist genau dann stetig, wenn M > 0 und eine endliche Teilmenge 
F C P mit 

q(x) < M max p(x) 'ix e X 

peF 

existieren. 

Beweis, (a) Die Implikationen (i) ^ (ii) (iii) sind trivial. Gelte (iii), und seien x e X 
und e > 0. Wir zeigen für U = e • {y: q(y) < 1} = {y: q(y) < e} 

q(x+ U) c {a e M: \a-q{x)\ < e), 

was die Stetigkeit von q bei x zeigt. In der Tat gilt für y e U 

\qix H- y) - q(x)\ < q[(x h- y) -.x:) = q{y) < e, 

wobei wir die umgekehrte Dreiecksungleichung benutzt haben, die für Halbnormen 
genauso wie für Normen gilt. 

(b) Nach Definition von r sind die {v: p{x) < 1} Nullumgebungen. 

(c) Nach (iii) in (a) ist q genau dann stetig, wenn es e > 0 und endliches F C P mit 
t/f e C {x; q(x) < 1} gibt. Das heißt aber 

1 

<?(x) < - max p{x) 'ix e X. 

S P€F 


□ 
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Korollar VIII.2.2 Die Halbnormfamilie P erzeuge die lokalkonvexe Topologie r auf 
X, und es sei P C. Q <Z Iq'. q ist x-stetige Halbnorm}. Dann erzeugt Q ebenfalls die 
Topologie X. 

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma VIII.2.1 . □ 

Wir behandeln nun lineare Abbildungen. Die von einer Halbnormfamilie P erzeugte 
lokalkonvexe Topologie werden wir mit Xp bezeichnen. 

Satz VIII.2.3 Seien (X, Xp) und (T, Tg) zwei lokalkonvexe Räume und T: X ^ Y linear. 
Dann sind äquivalent: 

(i) T ist stetig. 

(ii) T ist stetig bei 0. 

(iii) Ist q eine stetige Halbnorm auf Y, so ist qoT eine stetige Halbnorm aufX. 

(iv) Für alle q & Q existieren endliches F G P und M > 0 mit 

q(Tx) < M max p(x) 'ix e X. 

peF 

Beweis, (i) 4^ (ii): ist klar. Für bemerke, dass T genau dann stetig bei x ist, wenn 

für alle Nullumgebungen V gY eine Nullumgebung U G X mit 7 ’(t+ U) (= Tx + T(U)) G 
Tx+V existiert. 

(ii) (iii) gilt wegen Lemma VIII.2. l(a) und der Tatsache, dass die Komposition 
stetiger Abbildungen stetig ist. 

(iii) ^ (iv) gilt wegen Lemma VIIL2.1(b) und (c). 

(iv) (ii): Es ist zu zeigen: Zu einer Nullumgebung V G Y existiert eine Nullumge¬ 
bung U G X mit T(U) G V. O.E. ist V von der Form V = {j: qi(y) < e, ; = 1, ■ • ■ ,n}, 
wo qi,... ,q„ e Q sind. Wähle F, und M, zu qi gemäß (iv) und setze F = [JJLj F,, 
M = max,'^i „ M, . Dann gilt 

max qfTx) < M max p{x) 'ix e X, 

p€F 

d.h.T{UF,s/M)CV. □ 

Beachte die Analogie von (iv) zur Formel ||Fx|| < M||t||. Wir notieren noch explizit 
einen Spezialfall von Satz VIII.2.3. 

Korollar VIII.2.4 Sei (X, Xp) ein lokalkonvexer Raum. Eine lineare Abbildung £: A —>■ K 
ist genau dann stetig, wenn es endlich viele p\,... ,pn e P und M > 0 mit 

\l{x)\ < M max pfx) 'ix eX 

gibt. 


Wie bei normierten Räumen führt man nun den Dualraum ein. 
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Definition Vlll.2.5 Die Menge der stetigen linearen Funktionale auf einem lokalkonve¬ 
xen Raum (X, r) heißt Dualraum von X und wird mit X' oder, um die Abhängigkeit von 
der Topologie t zu betonen, (X^)' bezeichnet. L(X, Y) (bzw. 7 ^ 2 )) bezeichnet die 

Menge der stetigen linearen Abbildungen zwischen den lokalkonvexen Räumen (X, Xi ) 
und (Y, X 2 ). 

Aus Satz VIII.2.3 folgt sofort, dass L(X,Y) und X' ihrerseits Vektorräume sind. Auf 
die Möglichkeit, auf X' eine geeignete lokalkonvexe Topologie zu erklären, werden wir in 
Abschn. VIII.3 eingehen. 

Es ist noch ein Spezialfall von Satz VIII.2.3 von Interesse, nämlich der Fall X = Y und 
T = Id, wenn zwei lokalkonvexe Topologien auf X definiert sind. (Man denke z. B. an einen 
normierten Raum X, der außer mit der Normtopologie mit der zugehörigen schwachen 
Topologie a{X,X') (vgl. Beispiel VIII. l(h)) versehen werden kann.) Es ist häufig wichtig, 
diese Topologien zu vergleichen. 

Sind Ti und X 2 lokalkonvexe Topologien auf X, so heißt xi feiner als X 2 (und X 2 grö¬ 
ber als ti), falls jede T 2 -offene Menge auch offen bzgl. Ti ist, wenn also X 2 C x\ gilt. 
Äquivalent dazu ist 

Id e 

und Satz VIII.2.3 gibt leicht zu verifizierende Kriterien dafür. Natürlich stimmen die zwei 
Topologien auf X überein, wenn Id e LiX^:^,X^:f) und Id e gelten. 

Ist Ti feiner als X 2 , so hat ti 

• mehr offene Mengen, 

• mehr abgeschlossene Mengen, aber 

• weniger kompakte Mengen, 

• mehr stetige Abbildungen nach K (oder in irgendeinen anderen topologischen Raum), 

• weniger konvergente Folgen. 

(Diese Aufzählung betrifft natürlich nicht nur lokalkonvexe Vektorräume, sondern all¬ 
gemein topologische Räume.) 


Beispiel 

Sei A = C(K") und Xi = Topologie der punktweisen Konvergenz, X 2 = Topologie 
der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta (Beispiele VIII. l(a) und (b)). Dann ist 
X 2 feiner als Xi, da man sofort das Kriterium in Satz VIII.2.3(iv) für Id; A^j ^ A^j 
nachprüft: 

Pt{x) < 1 -PiDix). 

(Bezeichnungen wie in den Beispielen VIII. l(a) und (b); natürlich gilt sogar „=“.) 

Ein weiteres Beispiel: Die Normtopologie eines normierten Raums ist stets feiner 
als die schwache Topologie cr(A, A'), da (Beispiel VIII. l(h)) 
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Px^{x) = \x'(x)\ < ||y|| ||;ii:|| Vjc e X, x' e X', 
also Id e L{Xf_ff,Xa(xx))- 

Als nächstes soll kurz über Konvergenz in lokalkonvexen Räumen gesprochen wer¬ 
den; zur Definition der Konvergenz in topologischen Räumen siehe Anhang B.2. Dort 
wird bemerkt, dass sich topologische Begriffe im Allgemeinen nur unzureichend durch 
Folgen beschreiben lassen. Wir geben dazu jetzt ein Beispiel im Kontext der lokalkonvexen 
Räume, das auf von Neumann zurückgeht. 


Beispiel 

Betrachte X = mit der schwachen Topologie aiX,X') und A = {em + nie„: \ < m < 
n], wo natürlich e„ der n-te Einheitsvektor ist. Dann ist 0 e A, aber keine Folge in A 
konvergiert gegen 0 (alles bzgl. a{X,X') und nicht bzgl. der Normtopologie). 

Zum Beweis hierfür sei U eine Nullumgebung; wir haben dann [/fl A 7 ^ 0 zu zeigen. 
Ohne Einschränkung sei 17 = {x e | (x, j,)| < e (i = 1,..., r)} für y\,... ,yr e (? . 
Wähle m so groß, dass \yi{m)\ < | für i = 1,..., r ist, und anschließend n > m mit 
\yi{n)\ < ^ für i = 1,..., r. Dann ist 

\{e,n + men,yi)\ < \yi(m)\ + m\yi(n)\ < s, 

also Cm + niSn e U. Daher gilt 0 G A. 

Sei nun eine Folge in A. Wäre es eine Nullfolge, so wäre, da x 1 -^ 

I (x, y) I für alle y e eine stetige Halbnorm ist (Lemma VIII.2. l(b)), für alle y e £^ 

lim\yimk) + m,yink)\=0. (VIII.2) 

k-^oo 

Ist die Folge beschränkt, liefert ein geeignetes y = ei einen Widerspruch zu 

(VIII.2). Ist (mi)A:eN unbeschränkt, so dürfen {nk)keti und als streng monoton 

wachsend angenommen werden, und dann liefert y e mit y(j) := | für j = und 
yij) = 0 sonst einen Widerspruch. 

Für die lokalkonvexe Theorie ist das folgende Resultat wichtig; es zeigt, dass die 
Bezeichnungen der Beispiele VIII. l(a) und (b) zu Recht bestehen. 

Satz VIII.2.6 {X, Xp) sei ein lokalkonvexer Raum. Ein Netz {xi)i^i konvergiert genau dann 
gegen x, wenn limp(x; -x) = Qfür alle p e P gilt. 

Beweis. Das Netz (x,) konvergiert genau dann gegen x, wenn (x, - x) gegen 0 konvergiert; 
also dürfen wir ohne Einschränkung x = 0 annehmen. Aus limx, = 0 folgt dann wegen 
Lemma VIII.2. l(b) und Satz B.2.3 bereits lim/7(x,) = 0 für p e P. Gelte umgekehrt diese 
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Bedingung, und sei U (o.E. = Uf^s) eine Nullumgebung. Zu p e P existiert dann ein 
ip e I mit 


pixi) < e Vi > ip. 

Die Gerichtetheit von I liefert ein j mit j > ip für alle p e F, denn F ist endlich. Für i > j 
und p e F folgt p{xi) < s, d. h. x, e Uf,e für i > j. Das zeigt limx, = 0. □ 

Hier ist eine Illustration der Netztechnik. 

Satz VIII.2.7 In einem lokalkonvexen Raum ist der Abschluss einer konvexen Menge 
konvex. (Desgleichen für absolutkonvexe Mengen.) 

Beweis. Sei C konvex, seien x,>’eC, 0<1<1. Nach Satz B.2.1 existieren Netze (x,),g/ 
und CViOig/ in C mit limx, = x, limy, = y. (Als Indexmenge kann jeweils 7 = 11, eine 
Nullumgebungsbasis, gewählt werden.) Da Addition und Skalarmultiplikation stetig sind, 
folgt 

lim(kx; + (1 - k)y,) = A.X + (1 - k)y e C. □ 

Man hätte Satz VIII.2.7 natürlich auch ohne Netze, also direkt nach Definition VIII. 1.3, 
beweisen können (Aufgabe VIII.8.1 bittet darum, das zu tun), aber so geht es vermutlich 
schneller. 

Nun folgen noch einige Beispiele für stetige Funktionale. 


Beispiele 

(a) Betrachte den Raum o5^(]R") (Beispiel VIII.l(d)). Elemente des Dualraums, 

der mit bezeichnet wird, heißen temperierte Distributionen und werden in 

Abschn. VIII.5 detaillierter studiert. Wir zeigen L^(]R") C für 1 < p < oo, 

genauer, für/ e L^(]R") definiert 

Tf((p)= f fix)<p(x)dx 

Jr" 

ein Funktional 7} e Nach der Hölderschen Ungleichung gilt für p > I und 

f + f = 1 mit den Bezeichnungen aus Beispiel VIII. l(d) 

IWI < ll/llz^ll^ll« 

/ f dx \ 

TTTTÜiTIw) sup(l + |x|"-"i)|^o(x)| 

= Mpo,«+i(^o); 

der Fall /? = 1 ist analog zu behandeln. 

(b) Als nächstes berechnen wir den Dualraum eines normierten Raums X bezüglich 
seiner schwachen Topologie a{X,X'). 
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Behauptung: (X, j)' = {Xa(x,x’)y^ anderen Worten, ein lineares Funktional ist 
genau dann normstetig, wenn es schwach stetig ist. 

Zunächst gilt „D“, da die Normtopologie feiner als die schwache Topologie ist (siehe 
S.432). Umgekehrt gilt „c“, da jedes x' e (2f|| .|i)^ nach Korollar VIII.2.4 schwach stetig 
ist, denn 

W{x)\ < Px>(x) Wx e X 

(sogar =, Bezeichnung nach Beispiel VIII. l(h)). In KorollarVIII.3.4 wird gezeigt, 
dass der Dualraum von (X',a(X',X)) (Beispiel VIII.l(i)) genau aus den Auswertungs¬ 
funktionalen x' I-)- x'(x) besteht, also (X'^^x'jc)^' ~ ^ ^ Unterraum von X" 

(= (VJ ||)') aufgefasst ist. 

(c) X und Y seien normierte Räume. Wir versehen L{X, Y) mit der starken Operator¬ 
topologie (Beispiel VIII. l(j)) und bezeichnen den so topologisierten Operatorraum mit 
Ts.(V, F). 

Behauptung: <t> e (L^tiX, F))' genau dann, wenn <t> von der Form 't>(7’) = 
Yl'Li y'iiTxi) für geeignete « e N, x,- e X, y\ e F' ist. 

ist klar wegen Korollar VIII.2.4. Zu Nach Korollar VIII.2.4 existieren 
x\,... ,Xn e V und M > 0 mit 


|d)(r)| < Mmax II TV; II. (VIII.3) 

/ 

£M(F) bezeichne den normierten Raum F ©oo • • • ©oo F aller n-Tupel in F mit der 
Maximumsnorm ||Cy;)|| = max,- ||ji||. Setze T*: L(X, F) ^ f“(F), 4'(7’) = (TV,). (VII1.3) 
impliziert dann, dass durch 


f((7V;)) = 0(T) 

ein wohldefiniertes stetiges lineares Funktional auf ran('I') erklärt wird. Nach dem Satz 
von Hahn-Banach (für normierte Räume) kann £ zu einem stetigen linearen Funktional 
L e (f“(F))' fortgesetzt werden. Wie im Fall F = K zeigt man, dass L eine Darstellung 


i=l 


mit ... e Y' besitzt. Es folgt 


ci)(r) = f((7V;)) = L{(Txd) = Y^y'iiTxi). 

i=\ 

Wir kommen nun zum Satz von Hahn-Banach für lokalkonvexe Räume. Ausgehend 
vom algebraischen Hahn-Banach-SatzIII.1.2 bzw. III. 1.4 lassen sich die Beweise vom 
normierten auf den lokalkonvexen Fall (fast) wörtlich übertragen, wenn man ,JS[orm“ 
durch „stetige Halbnorm“ und „Kugel“ durch „absolutkonvexe Nullumgebung“ ersetzt. 
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Satz VIII.2.8 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach) 

Sei X ein lokalkonvexer Raum und U C X ein Untervektorraum sowie l e U'. Dann 
existiert eine Fortsetzung L von i mit L e X'. 

Beweis. Zunächst bemerke, dass die Topologie von U von {p\u'. p e P) erzeugt wird, 
wenn P die von X erzeugt. Zuerst sei K = R. Nach Korollar VIII.2.4 existiert dann eine 
stetige Halbnorm p auf X (nämlich p = Mmax,■<„/?,) mit 

i(x) < \i{x)\ < p{x) Vx e U. 

Nach Satz III. 1.2 existiert eine lineare Fortsetzung L: V —>■ M von l mit 

k(x) < p{x) Vx G X. 

Also ist L e X', denn es gilt auch L{-x) < p(x) und deshalb |L(x)| < p(x). 

Für K = C erhalten wir aus Re€(x) < p(x) (x e U) ein lineares L: A —> C mit 
ReL(x) < p(x) (x € X), also mit Lemma III. 1.3(c) 

|L(x)| < p(x) 


und wieder L e X'. □ 

Die jetzt folgenden Hahn-Banach-Trennungssätze bilden das Kernstück der lokalkon¬ 
vexen Theorie. Wir notieren zunächst ein Lemma. 

Lemma VIII.2.9 W sei eine absolutkonvexe Nullumgebung des lokalkonvexen Raumes X. 
Dann ist das Minkowskifunktional pw eine stetige Halbnorm. 

Beweis. Dass pw eine Halbnorm ist, wurde im Beweis von Satz VIII. 1.5 bemerkt. Die 
Stetigkeit folgt aus Lemma VIII. 2. 1 (a). □ 

Lemma VIII.2.10 Sei X ein lokalkonvexer Raum, V (Z X konvex und offen und 0 ^ V. 
Dann existiert x' € A' mit 


Rex'(x) <0 Vx G y. 

Beweis. (Vgl. LemmaIII.2.3.) Sei xo G V, >’o = -xq und U = yo + V. Dann ist U offen und 
konvex, yo ^ U und 0 e U. Betrachte das Minkowskifunktional pu zu U. Da U offen ist, 
existiert eine absolutkonvexe absorbierende Nullumgebung W C U. Nach LemmaIIL2.2 
(das für lokalkonvexe Räume wie für normierte gilt) ist pu sublinear und pu(yo) > 1- 
Setze Y = lin{}'o} und /: T ^ K, y'ityo) = tpuiyo). Wie bei Lemma III.2.3 folgt 
Re/ljv) < pu(y)- Nach dem algebraischen Satz von Hahn-Banach 111.1.4 existiert eine 
lineare Fortsetzung x': A ^ K mit 


Rex'(x) < pu(x) < pwix) Vx G A, 
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also auch 


Ix' (x)| < pw(x) Vx e X. 

Nach Lemma VIII.2.9 und Satz VIII.2.3 (mit einem Seitenblick auf Korollar VIII.2. 2) ist 
X e X'. Wie bei LemmaIII.2.3 zeigt man, dass x' das Gewünschte leistet. □ 

Theorem VIII.2.11 (Trennungssatz von Hahn-Banach; Version I) 

Seien X ein lokalkonvexer Raum, V; C X konvex {i =1,2) und Vi offen. Gelte Vi fl V 2 = 0- 
Dann existiert x' e V' mit 

Rex'(xi) < Rex'(x 2 ) Vxi e Vi, X 2 e V 2 . 

Beweis. Wörtlich wie bei Theorem III.2. 4! □ 

Theorem VIII.2.12 (Trennungssatz von Hahn-Banach; Version II) 

Sei X ein lokalkonvexer Raum, V G X sei abgeschlossen und konvex, und es sei x ^ V. 
Dann existieren x' € V' und e > 0 mit 

Rex'(x) < Rex'(x) + s < Rex'(v) Vv e V. 

Ist V zusätzlich absolutkonvex, so existieren x' G X' und e > 0 mit 

|x'(v)| 3- e < Rex'(x) Vv e V. (VIIL4) 

Beweis. Wähle absolutkonvexes offenes U mit {x+U)C\V = 0. Nach Theorem VIIL2.11 
existiert x' e X' mit 


Rex'(x) 3-Rex'(M) < Rex'(v) 'iueU, v e V. 

Setze s = sup{Rex'(M): u € U]. Da U absorbierend ist, ist e > 0, und die Behauptung 
folgt. (Warum ist s < 00 ?) Der Zusatz ist klar, da man durch Übergang zu -xf auch „>“ 
und -£ in der obigen Ungleichung erhalten kann. □ 

Korollar VIII.2.13 Wenn X ein lokalkonvexer Hausdorffraum ist, trennt X' die Punkte 
von X, d. h., zux^y existiert x' € X' mit X(x) ^ x! (>'). 

Beweis. Wende Theorem VIIL2.12 auf V = {y} an, was konvex und abgeschlossen ist. □ 


VIII.3 Schwache Topologien 

In den Beispielen VIILl(h) und (i) wurden die schwache Topologie eines normierten 
Raums und die schwach*-Topologie eines Dualraums eingeführt. Diese Topologien wer¬ 
den jetzt detaillierter studiert; dabei werden wir einen etwas allgemeineren Standpunkt 
einnehmen. 
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Seien nun X und Y Vektorräume (ohne eine Topologie!) und (x,y) {x,y} e K eine 

bilineare Abbildung auf X x Y. (Nicht zufällig erscheint hier dasselbe Symbol wie für 
ein Skalarprodukt. Aber Achtung: X und Y können jetzt natürlich verschieden sein, und 
auch im Fall K = C wird Bi- und nicht Sesquilinearität verlangt.) Die Elemente von Y 
induzieren dann lineare Abbildungen auf X vermittels der Formel 

lyix) = {x,y). 

Genauso wirken die Elemente von X als lineare Abbildungen auf Y. 

► Definition Vlll.3.1 (X, Y) (genauer {X, Y,{ .,.))) heißt ein duales Paar, falls 

VxeA\{0}3yeT {x,y}i=0, 

VyeF\{0}3veA {x,y}i=0. 

Sind X und Y vorgelegt, so ist es meistens klar, welche bilineare Abbildung auf A x T zu 
betrachten ist. Sie wird daher i. Allg. nicht weiter spezifiziert werden. Des weiteren können 
wir bei einem dualen Paar (X, Y) den Raum Y (bzw. X) stets mit einem punktetrennenden 
Unterraum des algebraischen Dualraums von X (bzw. Y) identifizieren, denn x {x, ■ ) 
und y { ■ ,y) sind injektiv, und das werden wir auch tun. 


Beispiele 

(a) Sei X ein lokalkonvexer Hausdorffraum und X' (wie üblich) sein Dualraum. Nach 

dem Satz von Hahn-Banach ist (X,X') mit der bilinearen Abbildung (x,x') x'(x) ein 

duales Paar. 

(b) Genauso ist in dieser Situation (X',X) mit (x',x) x'(x) ein duales Paar. 

(c) Sei X = C*(K) und Y = M(W), der Raum aller (regulären) endlichen signierten 
(bzw. komplexen) Borelmaße, sowie 


{f,ix) = f fdß. 

JR 

Die Regularität der Maße zeigt, dass (X, Y) ein duales Paar ist. 

(d) Zu einer Funktion/: M ^ R, also/ e K®, betrachte das Auswertungsfunktional 
St'.f h-> /(f). (R®, lin{(5,: t e R}) ist dann ein duales Paar, wobei natürlich 
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(e) Seien X und Y normierte Räume. Schreibe abkürzend 

X 0 F' = |m: X' ^ Y'-. u{x') = « e N, Xi e X, y'i e Y' 

man kann übrigens Z 0 F' wirklich als Tensorprodukt von X und F' auffassen. 
(L(Z, F), X 0 F') ist dann ein duales Paar unter der bilinearen Abbildung 

n 

{T,u) =J2y'i(Txi). 

i=l 

Das zeigt der Satz von Hahn-Banach. 

(f) Wie bei (a) und (b) kann man auch im Allgemeinen die Rollen von X und F 
vertauschen. 

Sei (X, F) ein duales Paar. Zuy e Y betrachte die Halbnorm Pyix) = |(x,y)|, und setze 
P={Py:yeY}. 

► Definition Vill.3.2 Die von P auf X erzeugte lokalkonvexe Topologie heißt a(X, F)- 
Topologie. Analog wird die er (F,Z)-Topologie erklärt. 

Aus Lemma VIII. 1.4 folgt, dass für ein duales Paar die a{X, F)-Topologie stets Haus- 
dorffsch ist. Nach Satz VIII.2.6 konvergiert eine Folge (bzw. ein Netz) (x,) genau dann 
gegen 0 bzgl. a{X, F), wenn (x,,y) ^ 0 für alle y G F gilt. Die schwache Konvergenz 
aus Definition III.3.6 entsteht so als Spezialfall. Fasst man also die x,- als Funktionale auf 
F auf, so handelt es sich genau um die punktweise Konvergenz. 

Betrachten wir noch einmal die obigen Beispiele. 

(a) Die hier entstehende Topologie nennen wir die schwache Topologie des lokalkonve¬ 
xen Raums Z; sie ist, wie im normierten Fall, gröber als die Ausgangstopologie und von 
ihr i. Allg. zu unterscheiden. 

(b) cr(Z',Z) ist die Topologie der punktweisen Konvergenz auf Z, wie im normierten 
Fall wollen wir sie schwach*-Topologie nennen. 

(c) Die cr(M(]R), C*(]R))-Topologie ist die schwache Topologie der Wahrscheinlich¬ 
keitstheorie aus Beispiel VIII.l(k). 

(d) Hier erhalten wir die Topologie der punktweisen Konvergenz aus Beispiel VIII. 1 (a). 

(e) cr(L(Z, F),Z 0 F') ist die schwache Operatortopologie aus Beispiel VIII. l(j). 

Als nächstes soll der Dualraum von Xcy(xj) bestimmt werden. Dazu benötigen wir das 
folgende Lemma. 

Lemma VIII.3.3 Sei X ein Vektormum, und seien l,ii, X K linear. Setze 

N = {x: £,(x) = 0 V( = 1,...,«}. Dann sind äquivalent: 


(i) i e lin{fi,. 
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(ii) Es gibt M > 0 mit 

\£ix)\ < Mmax \li{x)\ Vx e X. 

i<n 


(iii) l{x) = Ofürx e N, d. h. ker(€;) C ker(£). 

Beweis. Die Implikationen (i) (ii) ^ (iii) sind klar. 

(iii) ^ (i): Sei V := {(€,(x)),<„: x e Z} C K". Nach (iii) ist die Abbildung (p: 
(£,(x)), i(x) wohldefiniert und linear auf V. Daher (lineare Algebra!) existiert eine 
lineare Fortsetzung (p: K" ^ K, die folglich von der Form (/>((|,)) = folgt 

£{x) = ^”=1 caiiix) für jc e Z bzw. l = J2'i=i “i'f j- 

Dieses Lemma ist das Kernlemma der schwachen Topologien, impliziert es doch sofort 
das nächste Korollar. 

Korollar VIII.3.4 Ein Eunktional aufX ist genau dann a{X, Y)-stetig, wenn es von der 
Form X {x, y) ist. Es gilt also 

(Xaix.Y))' = Y. 

Beweis. Benutze Korollar VIII.2.4 und Lemma VIIL3.3. □ 

Zwei Spezialfälle sind besonders erwähnenswert (der erste wurde, zumindest im nor¬ 
mierten Fall, schon in Beispiel VIII.2(b) behandelt): (Z, t) sei ein lokalkonvexer Raum, 
z. B. ein normierter Raum. 

• Ein lineares Funktional aufX ist genau dann schwach stetig, wenn es r-stetig ist. 

• Ein lineares Funktional auf X' ist genau dann schwach* stetig, wenn es ein 
Auswertungsfunktional x' V(x) ist. 


Satz VIII.3.5 Seien Tj und X 2 zwei lokalkonvexe Topologien aufX, und es sei (Z^j)' = 
(Z^j)'. Dann ist eine konvexe Menge C genau dann Xi-abgeschlossen, wenn sie Xx- 
abgeschlossen ist. 

Beweis. Sei C etwa T 2 -abgeschlossen und xo ^ C. Wir werden 

(xo H- L) n C = 0 

-Ti -Tj 

für eine geeignete ti-Nullumgebung U und damit xq ^ C zeigen, so dass C C C gilt 
und daher C auch ti-abgeschlossen ist. Wähle mit Hahn-Banach (Theorem VIII.2. 12) ein 
r 2 -stetiges xf und e > 0 mit 

Rex'(xo) -I- e < Rex'(j) Vy e C. 
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Dax' nach Voraussetzung auch ti-stetig ist, ist U = {x: ReV(;ii:) < e} die gewünschte 


□ 


Umgehung. 


Ohne die vorausgesetzte Konvexität von C wird der Satz natürlich falsch! Wichtige 
Spezialfälle sind: 

• (X,r) lokalkonvex, ti = r und T2 = (t(X,X') (Korollar VIII.3. 4); im normierten 
Fall vgl. Satz VIII.3.5 mit SatzIII.3.8! 

• L{X, Y) mit der schwachen und der starken Operatortopologie (Beispiel (e), 
Korollar VIII.3.4 und Beispiel VIII.2(c)). 

Wir erwähnen noch eine wichtige Eigenschaft der schwachen Topologien. 

Satz VIII.3.6 Die schwache Topologie a(X, Y) ist initial bezüglich Y, d. h., ist T ein to¬ 
pologischer Raum und f: T —>• X^(^x.y) Funktion, so istf genau dann stetig, wenn alle 

Kompositionen 



iy e Y), 


d.h. alle Abbildungen t stetig sind. Insbesondere ist a{X,Y) die gröbste 

Topologie aufX, für die alle y & Y stetig sind. 

Beweis. Die Bedingung ist notwendig nach Korollar VIII.3.4. Seien nun alle y o f stetig, 
und sei t e T. Ist U eine cr(Z, F)-Nullumgebung, so ist 

/(W)c/(0 + c/ 

für eine geeignete Umgebung W von t zu zeigen. O.E. ist 

U = {x: |{x, 3 ?i)| < e, /= 1,.. .,n). 

Da yi of nach Voraussetzung stetige Funktionen sind, existieren Umgebungen W, von t mit 

|{/'(0-/('?)Di>l < £ Vä e W/. 

Daher ist W = VF, die gewünschte Umgebung. □ 

Wir kommen zu einem neuen Begriff. 

► Definition Vlll.3.7 Es seien (Z, Y) ein duales Paar, A C X, B C Y. Die Polare von A ist 
A° = {ye Y: Re{x,y} <lWxe A}, 

die Polare von B ist 


B° ={xe X-. Re{jc,y> < 1 Vy e B]. 
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Die Polaren sind stets bezüglich eines fest vorgegebenen dualen Paars definiert! 
Insbesondere ist damit A°° C X definiert. 

Achtung: Viele Autoren definieren A° als die absolute Polare { 3 : e Y\ |{.r,y)| < 1 
Vx e A}. 

Ist z. B. X ein normierter Raum und Y = X', so ist (Bx)° = Bx' und (Bx')° = Bx\ und für 
einen Unterraum U C X stimmt U° mit dem in (III. 4) definierten Annihilator überein 
(Aufgabe VIII.8.20). 

Wir kommen nun zu einigen elementaren Eigenschaften, co B bezeichnet dabei die kon¬ 
vexe Hülle von B (das ist der Schnitt aller konvexen Mengen, die B enthalten) und cö B 
ihren Abschluss. Nach Satz VIII.2.7 ist cöB die kleinste abgeschlossene konvexe Menge, 
die B umfasst. 

Lemma VIII.3.8 Sei {X, Y) ein duales Paar und seien A, A,- C X, wo i eine Indexmenge I 
durchläuft. 

(a) A° ist konvex und a{Y,X)-abgeschlossen, A° = (cöA)°. 

(b) Es gilt stets 0 G A°, A C A°° und Ai C A 2 A 2 C A°. 

(c) IstA kreisförmig, so ist A° = {y e Y: |(x,y>| < 1 Vx e A}. 

(d) (kA)° = {A°fürX > 0. 

(e) (U./A)“ = n,./A°. 

(f) ^ (Abschluss in der a{Y,X)-Topologie!). 

Beweis, (a) A° = — 1} ist als Schnitt bzgl. a{Y,X) abgeschlossener und 

konvexer Mengen abgeschlossen und konvex. Genauso folgt A° = (cöA)°, und (b)-(e) sind 
klar. 

(f) Setze A = {~]iAi. Wegen A C A, für alle i e I folgt aus (b) A° C A° für alle i e I, 
also C A°. (a) liefert dann cö|J; A° C A°. □ 

Satz VIII.3.9 (Bipolarensatz) 

Für ein duales Paar {X, Y) und A dX gilt 

A°° = cö(AU {0}), 

wo der Abschluss bzgl. o (X, Y) zu nehmen ist. 


Beweis. Nach Lemma VIII.3.8(a) und (b) folgt sofort cö(A U {0}) C A°°. Nimm nun 
an, dass diese Inklusion echt ist. Dann existiert xo G A°°, xo ^ cö(A U {0}) =: V. 
Nach Konstruktion ist V konvex und abgeschlossen; xo und V können daher durch ein 
a(X, y)-stetiges Funktional getrennt werden (Satz von Hahn-Banach, Theorem VIII.2. 12). 
Mit Korollar VIII. 3.4 heißt das: Es existiert y G T mit 


Re(xo,y> > 1 > Re(x,y) Vx G A. 
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Die zweite Ungleichung besagt y e A° und daher die erste xq ^ A““, das ist ein 
Widerspruch. □ 

Korollar VIII.3.10 Sei (X, Y) ein duales Paar und C C X konvex mit 0 e C. Genau dann 
ist C a{X, Y)-abgeschlossen, wenn es B C Y mit C = B° gibt. 

Beweis. Setze B = C°. □ 


Als nächstes beweisen wir eine fundamentale Aussage der Funktionalanalysis. Wir 
betrachten einen lokalkonvexen Raum X und das duale Paar (X,X'). 

Theorem VIII.3.11 (Satz von Alaoglu-Bourbaki) 

Für eine Nullumgebung U ist U° a (X' ,X)-kompakt. 

Beweis. Wir haben bereits bemerkt, dass die a(Z', A)-Topologie auf X' genau die Topo¬ 
logie der punktweisen Konvergenz auf X ist (siehe S. 439). Die natürliche Einbettung von 
X' in die Menge aller Funktionen von X nach K, ist daher eine homöomorphe Ein¬ 
bettung, wenn die Topologie der punktweisen Konvergenz Xp trägt. So weit, so gut. 
In (K^, tp) liefert der Satz von Tikhonov (TheoremB.2.10) ein leicht zu handhabendes 
Kompaktheitskriterium - das ist der springende Punkt. Bevor wir zu den Einzelheiten 
kommen, sei bemerkt, dass o.E. U absolutkonvex ist; in der Tat enthält jede Null¬ 
umgebung U eine absolutkonvexe Nullumgebung V, und wegen U° C V° folgt mit 
Lemma VIII.3.8(a) die Kompaktheit von U° aus der von V°. 

Nun betrachten wir die Abbildung 

(F: (A', a{X',X)) (K^, Xp), 0(V)(.v) = {V,x). 

Es ist klar, dass <t> injektiv ist. Ferner ist die Umkehrabbildung 

<Y>-^-.mX'),Xp)^ {X',a{X',X)) 

nach Definition dieser Topologien stetig. Daher reicht es, die tp-Kompaktheit von 
zu zeigen. 

Sei dazu x € A. Da U absorbierend ist, existiert > Q mit x e ist x € U, können 
und werden wir < 1 wählen. Da U absolutkonvex ist, folgt 

|{x',x)| < Xx Vx' e t/°. 

Betrachte = {X e K: |1| < X^}. ist kompakt. Nach dem Satz von Tikhonov ist 

K:={fe K^:f(x) e A, Vx e A) 
tp-kompakt, und wir haben oben 


C K 
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gezeigt. Es steht nun noch aus, die -Abgeschlossenheit von <t>(t/°) in K zu zeigen. Sei 
/ e Ä" im Tp-Abschluss von Weil der punktweise Limes eines Netzes linearer 

Abbildungen linear ist (Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation), ist/ eine lineare 
Abbildung auf X. Da wir < 1 fürx € U gewählt haben, folgt/(D) C {k: |k| < 1). 
Daher ist / sogar eine stetige lineare Abbildung, also/ e <1)(Z'). Weil tt>(t/°) in <t>(Z') 
abgeschlossen ist (denn U° ist es in X'), ist in der Tat/ e <I>(f/°). Also ist <l)(C/°) eine 
abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums K und daher selbst kompakt. □ 

Als Korollar erhalten wir den ursprünglichen Satz von Alaoglu. 

Korollar VIIL3.12 IstX ein normierter Raum, so ist Bx' a(X',X)-kompakt. 

Beweis. Wende Theorem VIII.3.11 mit U = Bx an. Diejenigen Leser, die nur an diesem 
Korollar interessiert sind, sollten den obigen Beweis mit U = Bx, U° = Bx' und = ||x|| 
lesen. □ 

Der Satz von Alaoglu impliziert nicht, dass eine beschränkte Folge von Funktionalen 
eine CT(Z',Z)-konvergente Teilfolge besitzt; als Gegenbeispiel betrachte auf die Folge 
der Funktionale .r',: x i-> x{n). (Hierzu siehe auch Aufgabe VIII.8.17(d).) Es sei daran 
erinnert, dass Kompaktheit in topologischen Räumen dadurch charakterisiert ist, dass jedes 
Netz ein konvergentes Teilnetz hat (Satz B.2. 9); auch die obige Folge hat nur ein schwach*- 
konvergentes Teilnetz. 

Korollar VIII.3.13 Jeder Banachraum X ist isometrisch isomorph zu einem abgeschlos¬ 
senen Unterraum eines Raums C(K) stetiger Funktionen auf einem Kompaktum K. 

Beweis. Setze K = Bx' mit der cr(Z',Z)-Topologie. Nach dem Satz von Hahn-Banach 
(Korollar III. 1.7) ist die Abbildung X C(K), x\-^ fx, wof^ixf) = {xf,x), isometrisch und 
hat daher || . ||g^-abgeschlossenes Bild. □ 

Korollar VIII.3.14 Ist X ein normierter Raum und (p\ Bx' —>• K eine schwach*-stetige 
Funktion, so nimmt cp sein Infimum und sein Supremum an. 

Wir kommen jetzt zu einem nichttrivialen Kriterium für die a{X',X)- 
Abgeschlossenheit. Sei X ein normierter Raum. Ist C C X' schwach*-abgeschlossen, so 
ist C n tBx’ für alle f > 0 schwach*-abgeschlossen. Überraschenderweise gilt für konvexe 
Mengen C und Banachräume X auch die Umkehrung dieses Sachverhalts. (Konvexität 
und Vollständigkeit sind hierfür wesentlich.) Das ist nicht selbstverständlich, denn ßy ist 
keine a(Z', Z)-Nullumgebung. 

Theorem VIII.3.15 (Satz von Krein-Shmulyan) 

Ist X ein Banachraum und C C Z' konvex, so ist C genau dann schwach*-abgeschlossen, 
wenn C fl tBx' für alle t > 0 schwach*-abgeschlossen ist. 
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Beweis. Eine Richtung ist klar. Umgekehrt nehmen wir an, dass alle C fl tBx' schwach*- 
abgeschlossen sind. Wir setzen nun zunächst zusätzlich 0 e C voraus. In diesem Fall 
werden wir C als C = K° für geeignetes K <Z X darstellen, was nach Lemma VIII.3.8 den 
Satz beweist. Wir werden das Argument hierfür in einige Zwischenschritte aufteilen. 
Setze 

C„ = C n Kn = C°(ZX Vn e N. 

Nach Voraussetzung über C ist dann K° = C°° = €„ (Satz VIII.3. 9). 

(1) Es ist Kn C Kn+\ + 2“" int Bx für alle « e N. 

Sonst existiert x e Kn mit 

Kn^in{yeX: ||y-x|| <2-”} = 0. 

Kn+i ist (als Polare) konvex und cr(A, Z')-abgeschlossen, also erst recht || . ||- 
abgeschlossen, {y: ||x-j|| < 2“"} ist || . ||-offen und konvex, also liefert der Satz von Hahn- 
Banach (Theorem III.2.4 oder VIII.2.1 1) ein || . ||-stetiges Funktional V und a e K mit 

Rex'(z) <a< Rex'Cv) Vz e Kn+i, Hx-yll < 2'". (VIII.5) 

Wegen 0 € Kn+i ist a > 0. Betrachtet man statt xf ein positives Vielfaches davon, darf 
man a = l oder a = 0 annehmen, und im letzteren Fall kann man Re V(x) > 1 erzwingen, 
was im ersteren Fall automatisch gilt (setze y = x). Aus der ersten Ungleichung in (VII1.5) 
folgt dann x' e K°^^ = C„+i C C, aber es ist wegen Re V(x) > 1 und x & Kn andererseits 
V ^ K° = Cn und deshalb ||V|| > 2""^'. Wir können daher u e X mit ||m|| < 2“" und 
Re x'(u) > 2 finden. Für yQ= x-u ergibt sich jetzt aus (VIII.5) 

Rey(.r) = ReV( m) + Rex'ijyo) > Re x'(m) > 2. (VIII.6) 

Das liefert nun den erwünschten Widerspruch: (VIII.6) zeigt ^x' ^ K° = andererseits 
ist C konvex und enthält 0 und x', daher ^x' e C und folglich e C„, denn ||V|| < 2"’^^. 

(2) Mit K = PlneN Kn C K + 2^'‘'^^Bxfür alle n e N. 

Sei n e N. Schreibe x„ e Kn nach Behauptung (1) als 


~ ^n+l 3" t:«, WO Xn+1 G W^nW — 2 


sowie 


■^n+l “ ^n+2 4" WO Xn+2 ^ Kn+2^ II ^ ^ 

etc. Das liefert für ^ > n die Darstellung 


Xn=Xk + (Zn + ---+ Zk-l)- 
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Nach Wahl der Zn existiert u = im Banachraum X, und es ist ||m|| < 

(Lemmal.l. 8). Daher existierte := und je e = K, denn Ä"« D K„+i D 

..., und alle sind abgeschlossen. Nach Konstruktion ist x„= x + u. 

(3) FürA,B C X und e > 0 gilt A + B C (1 + e)co(A U 
Es ist nämlich a + b = {\ + e){{\ - k)a + k*) mit k = 

(4) Es ist K° D C D ^K° für alle e > 0. 

Behauptung (2) und (3) liefern 

K CK„CK + C (1 + e) co(K U 2-''^^e-^Bx), 

also folgt mit Lemma VIII.3.8 


K° D K° = Cn D -^iK° n 2"-'eßx') 

1 + e 

für alle n e N. Vereinigung über n zeigt Behauptung (4). 

(5) EsgiltC = K°. 

Das erhält man aus Behauptung (4), denn C ist || . ||-abgeschlossen, wenn alle C fl tBx' 
schwach*-abgeschlossen (folglich || . ||-abgeschlossen) sind. 

Zum Schluss lösen wir uns von der Zusatzvoraussetzung 0 e C. Dazu zeigen wir: 

(6) CDtBx' ist genau dann für alle t > 0 schwach*-abgeschlossen, wenn CD(f + tBx') 
für alle t > 0, x! e V' schwach*-abgeschlossen ist. 

Da die Richtung „4=“ trivial ist, brauchen wir nur „=J>“ zu zeigen. Seien also t > 0 und 
y eV'. Wähle r > 0 mitV +tBx’ C rBx'. Dann ist nach Voraussetzung CHrBx’ schwach*- 
abgeschlossen und daher auch C fl (V -i- tBxf = (C fl rBx>) H (xf tBx'). 

Um den Satz von Krein-Shmulyan für beliebiges konvexes C zu zeigen, wähle irgendein 
x'q e C und betrachte C := -Xq h- C. Nach (6) trifft die Voraussetzung des Satzes von Krein- 
Shmulyan auch auf C zu, und wegen 0 e C ist C nach (5) schwach*-abgeschlossen. Da 
x' i-> y -I- Vq ein er(Z',V)-Homöomorphismus ist, ist auch C schwach*-abgeschlossen. □ 

Das folgende Korollar ist als Satz von Banach-Dieudonne bekannt. 

Korollar VIII.3.16 Sei X ein Banachraum. Ein Untervektorraum U von X' ist genau dann 
schwach* -abgeschlossen, wenn seine abgeschlossene Einheitskugel es ist. 
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Beweis. Es ist Bu = t/ fl Bx', und x' i-» fcd ist für alle t > 0 ein Homöomorphismus bzgl. 
a{X',X). □ 


Nach dem Studium der schwach*-Topologie wollen wir abschließend kurz auf die 
schwache Topologie a{X,X') eines Banachraums eingehen. Die entscheidende Beobach¬ 
tung ist die folgende: Identifiziert man X durch (i(x))(x') = Xix) mit einem Unterraum 
von X" (vgl. Abschn. III.3), so ist i ein Homöomorphismus zwischen {X,a{X,X')) und 
(i{X),a{X",X')). 

Zunächst beweisen wir den Satz von Goldstine. 

Satz VIII.3.17 Für einen normierten Raum X ist i(Bx) a{X" ,X')-dicht in Bx" und folglich 
i{X) a(X",X')-dicht inX" (aber jeweils || . \\-abgeschlossen, wennX vollständig ist). 

Beweis. Das folgt sofort aus dem Bipolarensatz VIII.3.9, angewandt auf i(Bx) und das 
duale Paar (X",X'). □ 


Als Konsequenz erhält man folgendes Reflexivitätskriterlum. (Reflexive Banachräume 
wurden in DefinitionIII.3.3 eingeführt.) 

Satz VIII.3.18 Für einen Banachraum X sind äquivalent: 

(i) X ist reflexiv. 

(ii) Bx ist a(X,X')-kompakt. 

Beweis, (i) ^ (ii): Nach dem Satz von Alaoglu ist Bx« stets a(Z",X')-kompakt (Korol¬ 
lar VIII.3. 12). Die Bemerkung vor Satz VIII.3.17 zeigt die behauptete Implikation. 

(ii) ^ (i): Wieder nach obiger Vorbemerkung ist i{Bx) er(V",X')-kompakt, also erst 
recht abgeschlossen. Andererseits ist nach Satz VIII.3.17 i(Bx) a{X",X')-6icht in Bx". 
Daher ist i{Bx) = Bx», und X ist reflexiv. □ 


Zum Vergleich von Satz VIII.3.18 mit TheoremlII.3.7 siehe Korollar VIII.6.4. Be¬ 
achte: 

• Für jeden normierten Raum X ist Bx’ er (2f',Z)-kompakt (Satz von Alaoglu, 
Korollar VIII.3.12). 

• Genau für reflexive X ist Bx er(2f, V')-kompakt (Satz VIII.3.18). 

• Genau für endlichdimensionale V ist Bx II ■ ||-kompakt (Satz 1.2.8). 

Am Schluss dieses Abschnitts wollen wir ein in Abschn. IV.7 gemachtes Versprechen 
einlösen und die Reflexivität gleichmäßig konvexer Räume zeigen (Satz IV.7.12). 
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Sei X ein nicht reflexiver Banachraum. Wir fassen X als abgeschlossenen Unterraum 
von X" auf und unterscheiden nicht zwischen X und i(X). Weil X ein echter abgeschlos¬ 
sener Unterraum von X" ist, existiert nach dem Rieszschen Lemma zu rj > 0 ein e X" 
mit llxgll = 1 und 

X) = mf{\\xQ -x\\: X e X] >1-?;. 

Weiterhin existieren ein Xg e X' mit ||xq|| = 1 und x'q{x'q) > \ - r] sowie ein xo e Z mit 
||xo|| = 1 und Xg(xo) > \ - rj. Da nach Wahl von x!^ die Abschätzung \\x'q -xo|| > 1 - 
gilt, kann man noch einyg e X' mit ||)?q|| = 1 und (xg -xo)Cyg) > 1 - wählen. Betrachte 
jetzt die schwach*-offene Menge O = (x" e X"\ {x!' -xojCVg) > \ - rj, x"(xq) > 1 - r]}, 
die x^' e Bx" enthält. Nach dem Satz von Goldstine (Satz VIIl.3.17) ist O (1 Bx ^ 0’, daher 
existiertyo e mit>'oCyo--*o) > 1-7 undygiyo) > 1 - 7 ; insbesondere ist ||yo-.*oll > 1-7 
und II 2 (xo-t-yo)|| > 2 .rQ(xo-i-yo) > 1 - 7 . Diese beiden Ungleichungen zeigen, dass Z nicht 
gleichmäßig konvex sein kann. 

Genauer zeigen diese Ungleichungen für den Konvexitätsmodul (siehe Defini¬ 
tion IV.7. 9) 3x(l - rj) < rj für alle 7 > 0, und da &x monoton wachsend ist, folgt &x(fl) = 0 
für alle a < 1 . 

Daher hat der Beweis sogar folgendes Resultat geliefert: 

• Ist Sxia) > Ofür ein a < l, so ist X reflexiv. 

Wenn man weiß, dass 8x auf [0,2) stetig ist (siehe Goebel/Kirk [1990], S. 54), kann 
man sogar griffiger formulieren: 

• Ist i5x(l) > 0, so ist X reflexiv. 


VIII.4 Extremalpunkte und der Satz von Krein-Milman 


ln diesem Abschnitt studieren wir (in der Regel kompakte) konvexe Teilmengen eines lo¬ 
kalkonvexen Raums durch ausgezeichnete Punkte, die Extremalpunkte; siehe Abb. VIII. 1. 


Abb. VIII.1 Konvexe Menge 
mit einigen Extremalpunkten 
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► Definition Vlll.4.1 Sei X ein Vektorraum und K C X konvex. 

(a) F C K heißt Seite von K, falls F konvex ist und 

xi,X2 & K, 0 < X < 1, Xxi +(l -X)x2 & F ^ x\,X2 & F 


gilt. 

(b) X e K heißt Extremalpunkt von K, falls {x} eine Seite von K ist, mit anderen Worten, 
falls 


X\,X2 & K, 0 < k < 1, Xxi + (1 - X)X2 = X Xl =X2 = X 
gilt, ex K bezeichnet die Menge der Extremalpunkte von K. 


Es ist leicht zu sehen, dass man sich in der obigen Definition auf X = ^ beschränken 
kann, denn K ist konvex. Mit anderen Worten sind die Extremalpunkte von K dadurch cha¬ 
rakterisiert, dass sie nicht als Mittelpunkt einer (nicht ausgearteten) Strecke in K auftreten. 
Also ist X e ff genau dann ein Extremalpunkt, wenn 

1 

X = -(xi + X2), Xl,X2 ^ K ^ Xi = X2 = X 

bzw. 


x±y e K ^ y = 0. 

Der Beweis des folgenden Lemmas ist klar; es wurde nur des einfacheren Zitierens 
wegen separat formuliert. 

Lemma VIII.4.2 Ist K konvex, F G K eine Seite in K und G G F eine Seite in F, so ist G 
eine Seite in K. Speziell gilt exF = (ex K) fl F. 


Beispiele 

(a) Hier zunächst ein triviales Beispiel: In X = R gilt ex[a,h] = {a,b} sowie 
ex{a,b)= 0. 

(b) Ist V = C und K = {k: |k| < l},so gilt exK = {k: |k| = 1}. 

(c) Sei X = C[0,1] und K = {x: 0 < x(t) < 1 Vf}. Dann besteht exK nur aus 
den konstanten Eunktionen 0 und 1 (beachte die formale Analogie zu Beispiel (a)!): 
ex ff = {0,1}. Hier ist „D“ klar. Zum Beweis von „c“ sei x ^ {0,1}. Wir zeigen, 
dass X Mittelpunkt einer Strecke in K ist. Die Voraussetzung über x impliziert, dass 
{ t: x(f) ^ {0,1}} eine nichtleere offene Menge ist. Betrachte ein fo mit 0 < x(fo) < 1 
und eine offene Umgebung U von fo mit e < x(f) < 1 -e für t e U, wobei s hinreichend 
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Abb.VIII.2 Zu Beispiel (c) x 



klein ist, etwa e = | min{x(to), 1 -x(to)}- Schließlich wähle y e C[0,1] mit ||}'||oo = s, 
y(to) = e und v| g = 0. Dann ist x ± y e also x ^ sxK. (Siehe Abb. VI11.2.) 

Als Beispiel einer Seite in K erwähnen wir f ;= {x G Ä": jc| i = 1). 

' [0, 5 J 

(d) Mit derselben Technik zeigt man für einen Maßraum E, /x), X = L°°{pi) und 

K = {x e 0 < x{t) < 1 f. ü.} 

ex(/:)= {X£:£e E}. 

(e) Ist X ein normierter Raum, so ist es häufig wichtig, die Extremalpunkte der ab¬ 
geschlossenen Einheitskugel Bx von X zu kennen. Zunächst gilt stets exBx C Sx = {x: 
||x|| = 1}, denn x = Z-jj^ + (1 - ■A.)0, falls X = ||x||. 

Wir betrachten einige Spezialfälle: 

• X = C[0,1]: Im Eall K = R ist dann exBx = {-1,1}, und im Fall IK = C ist 
exBx = {x: |x(0l = 1 Vf}. (Das ist im wesentlichen Beispiel (c)). 

• X = Hilbertraum: Hier ist ex Bx = Sx, denn aus x e Sx, x ± y e Bx folgt 

1 > ||x± 3;||2 = l±2Re(x,y) + ||y||2, 

daher < =F 2 Re{x,}'), so dass ||y|p = 0 und folglich y = 0. 

• X = LP oder 1 < p < oo: In diesem Fall gilt ebenfalls exBx = Sx 
(Aufgabe 1.4.1 3). Gilt ex Bx = Sx, so heißt X strikt konvex. 

• X = cq: Hier ist exBx = 0; es gibt also in unendlichdimensionalen normierten 
Räumen beschränkte abgeschlossene konvexe Mengen ohne Extremalpunkte. 
Sei nämlich x G Sc (andere x kommen ja als Extremalpunkte sowieso nicht in 
Frage). Wähle n mit |x(n)| =: e < j. Dann istx ± ee„ G Beo- 

• Auch für X = L^[0,1] ist exBx = 0. Gelte nämlich |/(f)| dt = 1. Da s 

Io 1/(01 dt stetig ist (Satz A. 1 . 10 ), existiert so mit /J“ |/(0I dt = ^. Für/i = 
2 X[ 0 ,^ol/J 2 = 2 x[^o,i/ gilt dann \\fi\\ = l,/i 7 ^/ 2 , aber/ = i(/i 4 -/ 2 ). 

Allgemeiner kann man sxBjj^^) = 0 für alle „atomfreien“ Maßräume (siehe 
S. 456) zeigen (Aufgabe VIII.8.29). 

(f) Ein weiteres wichtiges Beispiel im Zusammenhang mit Beispiel (e) ist A = M(T), 
wo T ein kompakter topologischer Hausdorffraum ist und M{T) den Raum der re¬ 
gulären Borelmaße auf T bezeichnet. Der Rieszsche Darstellungssatz II.2.5 besagt 





VIII.4 Extremalpunkte und der Satz von Krein-Milman 


451 


C{T)' = M(T), wo /X e M(T) das Funktional x f xdß zugeordnet wird. Im 
Folgenden ist unter Maß stets , 4 'eguläres Borelmaß“ zu verstehen. 

• exBM{T) = t e T, \a\ = 1}. 

(Hier ist S, wie üblich das Diracmaß S,(A) = 1 für t e A, S,(A) = 0 sonst; es stellt das 
Funktional x x(f) dar.) 

„D”: O.E. ist a = 1. Wir setzen 

P(T) = {ß e M(T): /x > 0, ß(T) = 1}, 

die (konvexe!) Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße. Es ist nicht schwer zu sehen, dass 
P(T) eine Seite in Bm(t) ist. Nach Lemma VIII.4.2 ist nur 

S, e exP(r) 

zu zeigen. Gelte 3, ± /x G P{T). Schreibe ß = rSt + v, wo r = ßi{t}) und u(A) = 
ß(A\{t}). Dann ist 


(l±r)S,±veP(r), 

und das liefert sofort r = 0 und v = 0 (berechne den Wert der obigen Maße für A = {f} 
und A C 7’\{r}). Also ist /x = 0. 

„C”: ß sei nicht von der Form aS,\ wir werden ß echt konvex kombinieren. Die 
Maßtheorie lehrt, dass in diesem Fall |/x|, die Variation von ß, nicht {0,1}-wertig ist. 
[Beweis: Falls |/x| nur die Werte 0 und 1 annimmt, betrachte '^ = jC C F kompakt: 
|/x|(C) =1}. Wir setzen Co := DceV ^ behaupten Co G Sonst wäre nämlich 
|/x|(Co) = 0, und wegen der Regularität von |/x| existierte eine offene Menge O D Co 
mit \ß\(0) = 0. Das liefert CO G also Cq C CO: Widerspruch, denn wegen der 
endlichen Durchschnittseigenschaft ist Cq ^ 0. Hätte Cq mehr als einen Punkt, gäbe es 
kompakte A,B ^ Co mit A U Z? = Co. Da nicht beides Nullmengen sein können, ergibt 
sich ein Widerspruch zur Minimalität von Cq. Also ist Co = {?} für ein t e T, und es 
folgt \ß\ = 8, sowie ß = «5,.] 

Wähle nun eine messbare Menge A mit 0 < |/x|(A)=: X < 1. Ferner sei 

ß\(B)=^ß{A n B), /X 2 (B)= j4x/x(CA n B). Dann sind /x,- G Bm{T), Mi f ßi, aber 
ß = Xßl +(l~X)ß2. 

Wir haben mitbewiesen: 

• Für die Menge P(T) der Wahrscheinlichkeitsmaße gilt 

exP(T) = {S,:te T}. 

Der folgende Satz von Krein-Milman gibt an, ob und wie K aus der Menge seiner 
Extremalpunkte zurückgewonnen werden kann. Beachte, dass exK = 0 Vorkommen kann! 
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Daher ist das Zurückgewinnen nur unter Zusatzvoraussetzungen zu erzielen. Wir wer¬ 
den sehen, dass eine topologische Voraussetzung (die Kompaktheit) in lokalkonvexen 
Hausdorffräumen die rein geometrische Konsequenz ex K 0 nach sich zieht. Mehr noch: 
ex K wird sich sogar als hinreichend umfangreich erweisen. 

Vorher wird ein Lemma bewiesen, das von eigenem Interesse ist. 

Lemma VIII.4.3 Sei X ein lokalkonvexer Raum, und seien K\,... ,K„ C X konvex und 
kompakt. Dann ist K = co{K\ VJ .. .'ü K„) kompakt. 


Beweis. Sei 




(kl,...,k„) e 


r:0<k,< 1, 

i=l 


sowie 

n 

f: AnX Kl X ••• X Kn-^ X, f{ku.. . . .,X„) = J2XiXi. 

i=l 

Dann ist/ stetig (warum?), und das Bild von/ stimmt mit K überein (hierzu benötigt man 
die Konvexität der K,). Da A„ x Ki x • • • x kompakt ist, ist folglich K kompakt. □ 


Für kompaktes, nicht konvexes S braucht co(S) nicht kompakt zu sein! (Beispiel?) 
Theorem VIII.4.4 (Satz von Krein-Milman) 

Sei X ein lokalkonvexer Hausdorffraum, und K C X sei kompakt, konvex und nicht leer. 

(a) ex K / 0 . 

(b) K = cö ex K. 

(c) Gilt K = cöB, so ist exK C B. 


Beweis. Der Beweis fußt auf dem Zornschen Lemma und dem Satz von Hahn-Banach. 

(a) Es sei ß' die Menge aller abgeschlossenen, nicht leeren Seiten von K. Es ist / 0, 
da K e Bezüglich der Inklusion ist induktiv (nach unten) geordnet, denn der 
Schnitt abgeschlossener Seiten ist eine abgeschlossene Seite und, da K kompakt ist, nicht 
leer (endliche Durchschnittseigenschaft!). Sei Fq ein minimales Element von das ja 
nach dem Zornschen Lemma existiert. Wir zeigen, dass Fq aus nur einem Punkt, der dann 
Extremalpunkt von K sein muss, weil Fq eine Seite ist, besteht. 

Wir nehmen an, das wäre nicht so. Nach dem Satz von Hahn-Banach (Korol¬ 
lar VIII. 2. 13; hier geht ein, dass X ein Hausdorffraum ist) existieren dann xo,>’o e Fq, 
x' eX mit 


Rex'(xo) < Re/(jo)- 
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Betrachte nun 

F\ = I X e Fq\ Rejr'(A:) = sup Rex' (3/) i . 

[ yefo J 

Dann ist Fi ^ 0, da Fq kompakt und x' stetig ist. Ferner ist Fi abgeschlossen sowie eine 
Seite in Fq (scharf hinsehen!). Nach Lemma VIII.4.2 ist Fi auch eine Seite in K, also 
Fl e ß'', aber wegen xo ^ Fi ist Fi ^ Fq im Widerspruch zur Minimalität von Fq. 

(b) Setze ^"1 = co ex K. Dann ist Ki kompakt, konvex und nach (a) nicht leer. Ferner ist 
natürlich Ki C K. Wäre Ki ^ K, so existierte xq e K \ Ki und deshalb nach dem Satz von 
Hahn-Banach x' e Z', e > 0 mit 

Rex'(x) < Rex'Cxo) -e Vx e Zj. (VIII.7) 

Betrachte F = {x e K\ Rex'(x) = sup^g^j- Rex'(j')}. 

Wie oben sieht man, dass F eine abgeschlossene Seite in K und nicht leer ist. Nach (a) 
ist exF 7 ^ 0, und nach Lemma VIII.4.2 gilt exF C exK. Andererseits ist nach (VIIL7) 
(ex F) n F C Fl n F = 0, das liefert einen Widerspruch. 

(c) Sei X € ex F und U eine (o.E. absolutkonvexe und abgeschlossene) Nullumgebung. 
Wir werden (x + t/) fl ß 7 ^ 0 zeigen. 

Da B kompakt ist, existieren xi,..., x„ e B mit 

n 

B C lj(x, + U). 

i=\ 

Setze F, = cö((x,' + t/) fl ß) C cöB = K\ also sind die F, kompakt und konvex. Ferner ist 
ß C U/Li Lemma VIII.4.3 impliziert nun 

n n 

F = cö ß = cö ß C cö F, = CO F, C F, 

1=1 1=1 

d.h. F = coUJ^jF,. 

Der gegebene Punkt x e ex F muss daher in einem der F,- liegen. Da U absolutkonvex 
und abgeschlossen ist, erhält man F, <Z xi + U und daher x e Xi + U für ein i. Das liefert 
X, € {x+ U)r\B und unsere Behauptung. 

Damit ist gezeigt, dass ex F im Abschluss von ß liegt; also liegt ex F in ß selbst. □ 

Dieser Satz ist ein weiterer fundamentaler Satz der Funktionalanalysis; Teil (b) ist 
der eigentliche Satz von Krein-Milman, während Teil (c) auch die Milmansche Um¬ 
kehrung des Satzes von Krein-Milman genannt wird. Eine Verschärfung von Teil (a) 
wird in Aufgabe VIIL 8 .33 vorgestellt. Wir haben bereits daraufhingewiesen, dass (b) die 
Reichhaltigkeit von ex F garantiert. Andererseits ist in vielen Beispielen die Menge ex F 
vergleichsweise klein, so dass Probleme über F effektiv auf ex F reduziert werden können. 
(Siehe Aufgabe VIII.8.34 für eine Illustration dieser Strategie.) 
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Um den Satz von Krein-Milman anwenden zu können, benötigt man kompakte 
Mengen; der Satz von Alaoglu ist häufig ein probates Mittel, Kompaktheit zu beweisen. 
Vor einem Fehler sei gewarnt: Der Abschluss in (b) (und (c)) bezieht sich auf dieselbe 
Topologie, in der K kompakt ist. Ist z. B. X ein normierter Raum und K <Z X' a{X',X)- 
kompakt, so sagt (b) nicht K = cö" " exK, sondern nur K = ex K. (Es sei denn, 

K ist sogar || . ||-kompakt.) Dies soll an folgendem Beispiel illustriert werden. Sei K die 
Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf [0,1]; K ist dann o-(M[0,1], C[0, l])-kompakt 
und konvex. Nach Beispiel (f) besteht coexK genau aus den Konvexkombinationen 
der Diracmaße. Also lässt sich das Lebesguemaß X durch solche diskreten Maße ap¬ 
proximieren, jedoch nicht in der Normtopologie, da ja ||A. - Pi^nW - 2 ißi > 0, 
Yl'Li Pi - !)■ kann nur in der schwach*-Topologie approximieren, das heißt, jede 
schwach*-Umgebung von X, sagen wir {ß: \f fjdß- ffjdX] < s, j = 1,...,«} mit 
fj e C[0,1], enthält solch ein Maß. Insbesondere bedeutet das, dass zu/ e C[0,1] und 
e > 0 Punkte t, e [0,1] und pi > 0, ^ p,- = 1, mit 


fl « 

/ mdt-Tpm 

Jo i=i 


< s 


existieren; der Satz von Krein-Milman besagt also in diesem Kontext nichts anderes als 

fl 

die Approximierbarkeit von jg f(t) dt durch Riemannsche Summen. 

Wir formulieren einen wichtigen Spezialfall des Satzes von Krein-Milman. 


Korollar VIII.4.5 Ist X ein normierter Raum, so ist Bx' = coexBx', wobei sich der 
Abschluss auf die schwach*-Topologie bezieht. 


Beweis. Nach dem Satz von Alaoglu ist Z?y cr(V', A)-kompakt. □ 

Korollar VIII.4.6 Die Räume cq und L/O, 1] sind nicht zu einem Dualraum eines 
normierten Raums isometrisch isomorph. 


Beweis. Sonst besäßen die abgeschlossenen Einheitskugeln Extremalpunkte, was nach 
Beispiel (e) nicht der Eall ist. □ 


Wir kommen zu einigen Anwendungen. Zuerst geben wir einen funktionalanalytischen 
Beweis des Satzes von Stone-Weierstraß, der eine Verallgemeinerung der klassischen 
Weierstraßschen Approximationssätze (1.2.11 undIV.2.12) ist. 

Ist T ein kompakter topologischer Raum, so nennen wir einen Untervektorraum A von 
C(T) eine Algebra (oder Unteralgebra), wenn 

f,geA ^ f-ge A 

gilt. Es ist leicht zu sehen, dass der Abschluss (bzgl. || . ||oo) einer Algebra eine Algebra ist. 
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Satz VIII.4.7 (Satz von Stone-Weierstraß) 

Sei T ein kompakter Raum undA C C(T) eine Algebra mit 

(1) A enthält die konstanten Funktionen, 

(2) A ist punktetrennend, d. h., zu s,t e T, s ^ t, existiert/ e A mitf{s) / f{t), 
sowie im Fall K = C 

(3) A ist selbstadjungiert, d.h.f&A=^J&A. 

Dann ist A dicht in C{T) bzgl. || . ||oo- 

Ohne (3) gilt der Satz im Komplexen nicht; man denke an die Disk-Algebra aus 
Beispiel I.l(e). 

Beweis. Zuerst zum Fall K = K. Wäre A nicht dicht, so wäre nach dem Satz von Hahn- 
Banach 



Aber K ist a(M(T), C(7’))-kompakt (Satz von Alaoglu und Rieszscher Darstellungssatz), 
denn K ist der Schnitt von Bc(t)' und A°; da A ein Unterraum ist, stimmt A° mit dem 
in (111.4) eingeführten Annihilator A-*- überein. Daher existiert nach dem Satz von Krein- 
Milman ein Extremalpunkt p. von K\ es ist dann ||/x|| = 1. Sei S = supp(/t,) der Träger von 
p, das ist die kleinste abgeschlossene Menge mit \p\(S) = ||/t,||. 

Sei nun/ e A mit 0 < f{s) < 1 für alle s e S. Betrachte die Maße dpi = fdp, 
dp 2 = (1 -f)dp. Es folgt pi / 0, p 2 / 0 und, da A eine Algebra ist, pi := |j^ e K. 
Eerner ist nach Konstruktion ||/xi || /xi H- ||/.t2ll Ä2 = M sowie 



Wegen p e exK folgt p = /li, d. h. ||/Lti || dp = f dp, und aus der Stetigkeit von/ ergibt 
sich/|j = const. 

Nach geeigneter Skalierung folgt daher stets (gehe von/ über zu a H- ßf) 


f eA ^ f\s = const. 


Wegen (2) muss deshalb S = (f) für ein t sein, d. h. /x = 15, für ein |1| = 1. Wegen 1 e A 
folgt dann aber aus p e A-*- der Widerspruch 1 = \ f ldp\ = 0. 

Im Fall K = C garantiert (3), dass die reellwertigen Funktionen in A punktetrennend 


sind (f = ^(f +f) + i j/f -/)), und der Beweis funktioniert wie oben. 


□ 
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Für eine zweite Anwendung benötigen wir den Begriff des atomfreien Maßes. Ein 
endliches Maß fi. auf einer ct-A lgebra E heißt atomfrei, falls es zu A e E mit |/x|(A) > 0 
stets Be T,, B C A mit 0 < |/u,|(B) < |/x|(A) gibt. Das Lebesguemaß X auf R" und alle 
Maße der Form A f^fdX mit/ e L/R") sind atomfrei. 

Satz VIII.4.8 (Satz von Lyapunov) 

(a) Ist ijl: Ti —>• [0, oo) ein atomfreies endliches Maß auf einer a-Algebra E und sind 
fl, ■■■ ,fn reellwertige integrierbare Funktionen, so ist 



kompakt und konvex. 

(b) Sind ßi,..., ßn'. E —>• R atomfreie signierte Maße, so ist 


{(/ri(A),...,/x„(A)):Ae E} cR" 


kompakt und konvex. 

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym (Satz A.4.6) kann man (b) auf (a) zu¬ 
rückführen (setze ß = l/r-i I -I- ■ ■ ■ -H \ß„\ und schreibe dßt = f dß), daher braucht nur (a) 
gezeigt zu werden. 

Dazu betrachte den linearen Operator 


T:L^{ß)^W\ Tg={fgfidß) 


T ist nach KorollarVIII.3.4 stetig, wenn L°°(ß) die schwach*-Topologie trägt (zur 
Erinnerung: {Ü{ß))' = L“(/x), SatzII.2.4), denn die/ sind Elemente von L^(ß). 

Setzt man K = [g e L°°{ß): 0 < g < 1), so ist nach Beispiel (d) 


R=TiexK). 


Nun ist K konvex und schwach*-kompakt, denn 


K = Bioc(i^) n • 

f€LHß) 

f>0 



und deshalb ist T(K) C R" ebenfalls kompakt und konvex. 
Um den Satz von Lyapunov zu beweisen, reicht es daher. 


R = TiexK) = T{K) 
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zu zeigen. Zum Beweis hierfür sei p e T{K). Setze Kp = {g e K\ Tg = p}. Auch Kp = 
K n r H{p}) ist schwach*-kompakt und konvex, nach dem Satz von Krein-Milman gilt 
daher e,\Kp ^ 0. Die Behauptung ist also gezeigt, wenn sxKp <Z ex K gezeigt ist. In der 
Tat: Ist gQ e Kp kein Extremalpunkt von K, d. h. nach Beispiel (d) keine Indikatorfunktion, 
so existieren A e E und e > 0 mit e < go(t) < 1-e für r e A und /x(A) > 0. Da /x atomfrei 
ist, gilt 

dim{g e g|(;^ = 0} > n; 

folglich existiert g e L°°(.ß) mit g ^ 0, = 0 und mit Tg = 0. O.E. darf man ||g||Loo < e 

annehmen, so dass dann go±g e Kp gilt. Also ist solch ein go kein Extremalpunkt von Kp. 


□ 


Hier ist eine Anwendung des Satzes von Lyapunov. Nehmen wir an, k Personen wol¬ 
len sich einen Kuchen teilen, der mit verschiedenen Obstsorten belegt ist, die sich auch 
überlappen dürfen. Gibt es (zumindest theoretisch) eine „gerechte“ Aufteilung? Mathema¬ 
tisch gesehen können die Belegungen als Wahrscheinlichkeitsmaße /xi,..., /x„ auf einem 
messbaren Raum (f2, E) angesehen werden. Das Problem der gerechten Aufteilung be¬ 
steht dann darin, in paarweise disjunkte Ai,... ,A<. e E so zu zerlegen, dass stets 
ßi{Aj) = j ist. Da es offenkundige Schwierigkeiten gibt, Kirschkerne gerecht zu ver¬ 
teilen, wenn ihre Anzahl nicht durch k teilbar ist, nehmen wir die /x, als atomfrei an. 
Nun ist (/Xi(f2),..., = (!,...,!) und (/xi(0),..., /x„(0)) = (0,..., 0), daher liegt 

..., in der konvexen Hülle dieser Vektoren. Nach dem Satz von Lyapunov existiert 
Al e E mit /xi(Ai) = ■ ■ ■ = /x„(Ai) = f. Indem man diese Prozedur mit \ Ai statt 
wiederholt, findet man sukzessive die gewünschten Ai,... ,A^. Das Aufteilungsproblem 
ist also theoretisch lösbar; jedoch haben wir mit dieser Methode nichts über die Geometrie 
der Aj sagen können. Das Modell kann auch anders interpretiert werden: es seien nämlich 
atomfreie Wahrscheinlichkeitsmaße /xi,..., /xj: vorgelegt, so dass /x,(A) die Präferenz von 
Person i für das Kuchenstück A misst. Das Resultat ist dasselbe: es gibt eine Aufteilung, 
die alle subjektiv als gerecht empfinden. 


VIII.5 Einführung in die Distributionentheorie 

Die Grundidee der Distributionentheorie ist es, Punktionen / als Punktionale 7} mittels 



(VIII.8) 


auf geeigneten Funktionenräumen aufzufassen (vgl. Beispiel VIII.2(a)) und so einen 
Rahmen zu schaffen, um auch allgemeinere Situationen zu behandeln. Z. B. wird in der 
theoretischen Physik bisweilen die Existenz einer ,4Deltafunktion“ 5: R —> [- 00 , 00 ] 
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postuliert, die auf K\{0} verschwindet und die Eigenschaft f^S{x)dx = 1 besitzt. 
(Natürlich gibt es keine solche Funktion.) Mit etwas Courage lässt sich dann die Formel 



(VIII.9) 


ableiten. Nun ist es so, dass man nirgends an einem Funktionswert 3(x) interessiert ist, ein¬ 
zig von Bedeutung sind die Integrale vom Typ (VIII.9). Heaviside, Dirac und andere haben 
einen symbolischen Kalkül für Deltafunktionen entwickelt, um Integrale der Form (VIII.9) 
wie klassische Integrale der Form (VIII. 8 ) zu behandeln; unter anderem wird durch forma¬ 
les partielles Integrieren die Ableitung S'{x) gewonnen. F. Schwartz ist es gelungen, einen 
solchen symbolischen Kalkül mathematisch zu rechtfertigen, indem er den Funktions¬ 
standpunkt aufgab und (VIII. 8 ) und (VIII.9) als lineare Funktionale (p i-> ff{x)(p{x)dx 
bzw. (p ^( 0 ) interpretierte. 

Der Funktionenraum X, dem die (p entstammen, muss nun topologisiert werden, um 
Methoden der Funktionalanalysis anwenden zu können. Damit möglichst viele Integrale 
des Typs (VIII. 8 ) existieren und daher möglichst viele Funktionen im neuen Kontext 
interpretiert werden können, sollte X „klein“ sein; da wir andererseits weniger an X 
als an X' interessiert sind, sollte die Topologie von X möglichst fein sein, damit X' 
„groß“ ist. 

Es zeigt sich, dass der Raum ^(f2) mit der in Beispiel VIII. l(f) beschriebenen lo¬ 
kalkonvexen Topologie einen idealen Rahmen abgibt. (Hier ist C M" offen.) Im 
Folgenden bezeichnen wir diese Topologie mit r; die Topologie von ^k{^) (Bei¬ 
spiel VIII. I (e)) wird mit Xk bezeichnet. Fetztere kann äquivalent durch die Halbnormfami¬ 
lie {pQ,p\,p 2 ,-■ ■} mit 


Pm(sp)= sup sup|(D“^)(x)| 


|a|<m xeQ 


erzeugt werden. Beachte C StK2(.Q) für Ki C K2; ferner ist rAr^-abge- 

schlossen in Diß Topologie r wird definitionsgemäß von der Familie P derjenigen 

Halbnormen auf erzeugt, für diestets r^r-stetig ist; explizit sind das die p, die 


VK C kompakt 3c, m > 0 e ^k(^) p{<p) < cp,„{<p) 


(VIII. 10) 


erfüllen (Femma VIII.2.1). Das folgende Femma beschreibt einige Eigenschaften von t; 
wir verwenden im Beweis die oben eingeführten Bezeichnungen P und p^- 

Lemma VIII.5.1 

(a) Die Relativtopologie von x auf S>k{^) stimmt mit Xk überein. 

(b) ^A:(f2) ist X-abgeschlossen in 

(c) x) ist ein Hausdorffraum. 

(d) Sei Y ein lokalkonvexer Raum und L: Y eine lineare Abbildung. Dann ist 

L genau dann x-stetig, wenn für alle kompakten K G ^ die Restriktion Xk- 

stetig ist. 
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Beweis, (a) Die Relativtopologie wird definitionsgemäß von Q = P ^ P] erzeugt. 

Nach Konstruktion gilt {pQ,p \,...} C Q C. {^: g ist r^f-stetige Halbnorm auf es 

bleibt, Korollar VIII.2.2 anzuwenden. 

(b) Sei a: e ^2. Die Halbnorm (p W{x)\ gehört zu P und ist daher r-stetig. Also 

ist t-abgeschlossen. 

(c) Ist (p ^ Q, etwa q){x) ^ 0, so bildet die gerade beschriebene Halbnorm jtx die 
Testfunktion (p nicht auf 0 ab. Nach Lemma VIII. 1.4 ist Si{Q.) ein Hausdorffraum. 

(d) Die Bedingung ist notwendig, wie aus (a) folgt. Dass sie hinreichend ist, ergibt 
sich aus Satz VIII.2.3: Sei nämlich q eine stetige Halbnorm auf Y. Dann ist q o 

nach Annahme für alle Kompakta K eine stetige Halbnorm auf d. h. ^ o L e P. 

Insbesondere ist ^ o L r-stetig, und (iii) aus Satz VIII.2.3 ist erfüllt. □ 

Nun widmen wir uns der Konvergenz von Folgen in ^(f2). Im nächsten Satz ist es 
wesentlich, dass (^„) eine Folge und kein Netz ist. 

Satz VIII.5.2 Sei ((p„) eine Folge in ^(f2). Dann sind äquivalent: 

(i) (??„ -» 0 bzgl T. 

(ii) Es existiert ein Kompaktum K G ^ mit q)„ e für alle n e N sowie tpn ^ 0 

bzgl. Xk. 

(iii) Es existiert ein Kompaktum K G ^ mit supp((p„) C K für alle « e N, und für alle 
Multiindizes a konvergiert (EPtpf) gleichmäßig gegen 0. 

Beweis. Da (iii) nur eine Umschreibung von (ii) und (ii) ^ (i) trivial ist, reicht es, (i) 

(ii) zu beweisen. Ist dort die Existenz von K gezeigt, folgt der Rest aus Lemma VIII.5. l(a). 

Nehmen wir an, es gäbe kein K wie unter (ii). Dann existieren eine Folge Ki G K 2 G 
... G ^ von Kompakta mit (J^intÄ), = und eine Teilfolge (i/f„) von (^„) mit i/f„ e 
j(f2). Wähle x„ e K„ \ mit a„ := |i/f„(x„)| > 0. Im letzten Beweis 
haben wir gesehen, dass die Halbnormen 7T„: <p |(p(x„)| r-stetig sind. Betrachte nun 

die Halbnorm tt = 7Z„. Jede kompakte Teilmenge liegt bereits in einem der K,„ denn 

U„ intK« = also gilt ^{Q.) = |J„ Weil = 0 für n > m ist, ist daher 

7t((p) für jedes ^ e ^{Q) eine endliche Summe. Die Halbnorm it ist also wohldefiniert, 
und dieselbe Überlegung zeigt 


N 



n=l 


Es ist daher tc e P; insbesondere ist jr r-stetig. Einerseits ist nun 7r(i/''n) > itniffn) = 1; 
andererseits impliziert cp,, —r 0 jedoch niftn) —>• 7r(0) = 0. Das ist ein Widerspruch, und 
die Existenz von K ist gezeigt. □ 
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Sowohl Lemma VIII.5.1(d) als auch Satz VIII.5.2 lassen erkennen, dass nicht nur 

mengentheoretisch, sondern auch „topologisch“ aus den &k(^) aufgehaut ist. 

Wir haben bereits bemerkt, dass unser eigentliches Interesse dem Dualraum von 
gilt, den wir nun einführen. 

► Definition Vlll.5.3 Der Dualraum von r) wird mit &'(Q) bezeichnet. Seine 

Elemente heißen Distributionen auf f2. 

Da der Wert einer Distribution bei den q) e &(Q,) „getestet“ wird, tragen diese 
Funktionen den Namen Testfunktionen. 

Nach den bisherigen Resultaten dieses Abschnitts können Distributionen wie folgt 
charakterisiert werden; Bedingung (iii) ist dabei die handlichste. 

Satz VIII.5.4 Für eine lineare Abbildung T : C sind äquivalent: 

(i) T e 

(ii) Für alle kompakten K C ^ ist e 

(iii) Für alle kompakten K C ^ existieren m G No und c > 0 mit 


\Tq\ < cpmiv) = c sup sup \(D“q){x)\ Wq e 


|a;|<w7 


(iv) Gilt q„ —)• 0 in StiG.), so folgt Tq,t ^ 0 in C. 

Beweis, (i) (ii) ist ein Spezialfall von Lemma VIII.5.1 (d). 

(ii) ^ (iii) folgt aus Korollar VIIL2.4. 

(i) ^ (iv) gilt nach Definition. 

(iv) ^ (ii): Bedingung (iv) impliziert, dass stets folgenstetig ist. Aber wird 

von einer abzahlbaren Halbnormfamilie erzeugt und ist daher nach Aufgabe VIIl.8.16 
metrisierbar, so dass sogar stetig ist. □ 

Beachte, dass in (iii) m im Allgemeinen von K abhängt; das ist z. B. in Beispiel (e) 
so. Sollte das nicht der Fall sein (wie in den Beispielen (a)-(d) unten), nennt man das 
kleinstmögliche m die Ordnung von T. 


Beispiele 


(a) Ist /: ^ C eine messbare Funktion, für die für alle kompakten K C G, das 
Integral \f{x)\ dx endlich ist, nennt man/ lokal integrierbar', diese Funktionen bilden 
den Vektorraum .ifjtj^(f2). Identifiziert man zwei fast überall übereinstimmende Funk¬ 
tionen, erhält man den zugehörigen Raum von Äquivalenzklassen Li'„k(l^). (Wie üblich 
werden wir die/ e L|pj^(^2) doch als Funktionen ansehen.) Insbesondere sind stetige 
Funktionen und Funktionen in LP{FL) lokal integrierbar. Für/ e definiere nun 
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Da/ lokal integrierbar ist, ist Tj wohldefmiert und linear. Um zu zeigen, dass Tf eine 
Distribution ist, sei Ä" C kompakt. Dann gilt 



J K x^K 


damit ist (iii) aus Satz VIII.5.4 erfüllt. Tf heißt die zu/ gehörige reguläre Distribution. 

Wir beobachten noch, dass/ Tf injektiv ist, so dass wir eine Funktion/ e 
mit der Distribution Tf e ^'(Q.) identifizieren können. Ist nämlich f^f(x)<p(x) dx = 0 
für alle Testfunktionen (p, so gilt/ = 0 fast überall. [Beweis hierfür: Ist Ä" C kompakt 
und m hinreichend groß, so definiert 



mit^i/m wie im B eweis von Lemma V. 1.10 und := {x e d(x,K) < eine Folge 
von Testfunktionen mit ^ xk punktweise. Der Konvergenzsatz von Lebesgue 
impliziert nun 



Da die kompakten Teilmengen einen durchschnittsstabilen Erzeuger der Borel-a- 
Algebra von bilden, folgt f^f{x)dx = 0 für alle Borelmengen A C (Bauer [1990], 
S. 26, Behrends [1987], S. 23). Das liefert/ = 0 fast überall.] 

(b) Sei jco £ ^ fest gewählt, und betrachte das Funktional (p ip(xq). Wegen 

WixQ)\ < PoW) ist &X 0 auf allen stetig, also ist eine Distribution, die man 

Deltadistribution nennt. Ist xq = 0, schreibt man einfach S. Dass &xo keine reguläre 
Distribution ist, kann man so einsehen. Sei = f2\{A:o}. Dann ist ^xo|®(f 2 „) = 0. Wäre 

= Tf, so wäre, da/ Tf injektiv ist,/| = 0 fast überall, also / = 0 fast überall; es 
wäre also &xa = 0> was nicht der Fall ist. 

(c) Allgemeiner lassen sich alle Borelmaße mit l/xKK) < oo für kompakte K durch 
Tfi<p) = Jq ipdß als Distributionen auffassen. Das Argument von (a) zeigt, dass auch 
fL\-^ Tfj^ injektiv ist. 

(d) Bei der Behandlung des Dipols in der Elektrodynamik spielt die Distribution 
(p i-> (p'{Q) auf eine Rolle. In der Tat handelt es sich wegen |(p'(0)| < pi((p) um 
eine Distribution. 

(e) Das Eunktional T\ (p ist auf ^(K) wohldefiniert und linear. T ist 

eine Distribution, denn für Testfunktionen mit supp(^) C [-A^, A^] gilt 


\Tq>\ <Y.W‘'''\n)\<NpN-fiq>). 
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Der mathematische Gewinn der Distrihutionentheorie ist, dass sich viele für Funktionen 
definierte Operationen auf Distrihutionen übertragen lassen und im Distributionensinn 
häufig leichter zu handhaben sind. 

Wir werden hier etwas genauer auf die Differentiation und die Fouriertransforma¬ 
tion von Distributionen eingehen, aber vorher einen etwas allgemeineren Standpunkt 
einnehmen, indem wir wie im normierten Fall den Begriff des adjungierten Operators 
einführen. 

► Definition VIII.5.5 Es seien X und Y lokalkonvexe Räume und L e L{X, Y). Zu y' e Y' 
betrachte L'(y') := y' o L e X'. Die so definierte lineare Abbildung L': Y' X' heißt der 
zu L adjungierte Operator. 

Aus Satz VIII.3.6 und Korollar VIII.3.4 folgt sofort, dass L! a(Y', F)-cr(Z',A)-stetig ist. 
Nun kommen wir zur Differentiation von Distributionen. In Definition V. 1.11 haben 
wir bereits für gewisse -Funktionen eine verallgemeinerte Ableitung definiert. Dieselbe 
Idee führt nun dazu, allen Distributionen und damit allen (lokal integrierbaren) Funktionen 
eine Ableitung zuzuordnen; der Preis, den man für diese Flexibilität zu zahlen hat, ist, 
dass diese Ableitungen i. Allg. keine Funktionen mehr sind, sondern nur noch Distribu¬ 
tionen. Die Rechnung, die uns auf Definition V. 1.11 geführt hat, liefert im Kontext der 
Distributionentheorie für stetig differenzierbares/; K ^ C 

Tf,{(p) = -Tf{(p') \/(p e 9{W)-, 

eine analoge Formel gilt für höhere oder partielle Ableitungen. Das suggeriert folgende 
Definition. 

► Definition Vlll.5.6 Für T e und einen Multiindex a setze 

= (-i)i“ir(D“^). 

Lemma VIII.5.7 Die Abbildung D*“*: St'iQ) St'iQ) ist wohldefiniert und , St)- 
stetig. 

Beweis. Nach Definition ist = (-1)I“I(D")', also bis auf das Vorzeichen der zu D“ 
adjungierte Operator. Es ist also nur zu verifizieren, dass D“: ^(Q) stetig ist, 

d. h. nach Lemma VIII.5.l(a) und (d), dass D“; ^ stetig ist, und das ist 

wegen PmiD^tp) < Pm+\a\{(f) klar. □ 


Beispiele 

(f) Wir haben bereits bemerkt, dass dank des Faktors (-1)'“' für stetig differenzier¬ 
bare Funktionen = Tßaf gilt. Daher ist der Operator eine Fortsetzung des 

klassischen Differentialoperators D“. 
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(g) Die Heavisidefunktion //: R ^ C ist die Indikatorfunktion des Intervalls [0, oo), 
also H(x) = 1 für X > 0 und H(x) = 0 für X < 0. Ihre Ableitung im Distributionensinn 
ist {(p e ^(M)) 


^00 

T'niv) =-Th((p') = - H(x)(p'(x)dx 
J~oo 


-f 


(p'{x)dx = (p(x) 


m-. 


also T'fj = S, was der heuristischen Interpretation der ,X)eltafunktion“ entspricht. 


(h) Die Ableitung der Deltadistribution ist 


S'(q>) = -S{<p') = -<p'iO), 


also ist S' im Wesentlichen die „Dipoldistribution“ aus Beispiel (d). 

(i) Betrachte die Funktion/,/(x) = -^\x\^^ auf R^\{0) und/(O) = 0, wo |x| = 
(Xj + Xj + x\y^'^. Dann ist/ e und wir können den Laplaceoperator A im 

Distributionensinn auf Tf anwenden. In Aufgabe VIII.8.38 ist ATf = S zu zeigen; man 
nennt Tf eine Grundlösung für den Laplaceoperator. 

ln Abschn. VIII.9 wird mehr über diesen Begriff und den Zusammenhang zur 
Theorie partieller Differentialgleichungen berichtet. 

In Abschn. V.2 wurde die Fouriertransformierte einer Funktion/ e L/M") bzw. 
/ e bzw./ e L^(R") erklärt. Hier liefert die Distributionentheorie die Möglichkeit 

einer umfassenderen Betrachtungsweise. Leider ist der Raum nicht der geeignete 

Rahmen, da für (p e ^(M") nicht unbedingt ^cp e ^(K") ist (tatsächlich ist das bis auf 
^ = 0 nie der Fall). Hingegen wurde in Satz V.2.8 bewiesen, dass ^ eine Bijektion von 
o5^(R") auf sich ist. Das legt es nahe, den adjungierten Operator auf dem Dualraum 
zu betrachten. 

Wir werden als nächstes überlegen, dass das wirklich sinnvoll ist. Dazu beweisen wir 
zuerst ein Lemma. Es sei daran erinnert, dass gemäß Beispiel VIII. l(d) ,5^(]R") mittels der 
Halbnormen 


PaM<P) = SUpd + |xr)|(D»(x)| 

j:eR" 

topologisiert wird. Ein äquivalentes Halbnormsystem, das technisch manchmal Vorzüge 
bietet, wird von den Halbnormen 

<?a,Q(<P) = SUp |ß(x)(D“(p)(x)| 
xeR" 

gebildet, wo Q ein Polynom und a nach wie vor ein Multiindex ist (vgl. (V.9)-(V.ll)). 
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Lemma VIII.5.8 


(a) Für jeden Multiindex a ist der Multiplikationsoperator q) h» xFq) wohldefiniert und 
stetig 

(b) Für jeden Multiindex ß ist der Dijferentialoperator tp i-> D^tp wohldefiniert und stetig 
aufS^iW'). 

(c) Es gibt eine Konstante c > 0 mit 

< cpa,n^i{tp) Wtp e § e K". 


Beweis, (a) folgt sofort aus der Leibnizformel, und (b) ist klar. Für (c) bemerke nur 

(27TT^^\(fi^(p)(^)\ = \ f e~"‘^(p(x)dx < f -— □ 

IvR" VR» i + l-^l 


Satz VIII.5.9 Die Fouriertransformation ^ und ihre Inverse * sind stetig auf (Kf. 

Beweis. Wir haben nach Satz VIII.2.3 für ein Polynom Q, Qifi) = ^ay^^, und einen 
Multiindex a 


qa.Qi^V) = sup 
feR" 

abzuschätzen. Definiert man den Differentialoperator Q{D) = so ist nach 

Lemma V.2.4 und Lemma VIII.5.8(c) 

|ß(?)(D“(^^))(^)| = |^(ß(D)(x»)(t)| < c/7o,„+i(ß(D)ß»), 

und nach LemmaVIII.5.8(a) und (b) kann man diesen Term gegen eine geeignete 
Halbnorm c' maxp abschätzen. Zusammen hat man 

qc.ai’^tp) < c m&xpß.^mfitp) 'itp e 

was zu zeigen war. Wegen Lemma V.2.7 ist auch stetig. □ 

^ Definition VIII.5.10 

(a) Ein Funktional T e o5^'(]R") heißt temperierte Distribution. 

(b) Für T e ist die Fouriertransformierte ,^T durch 

i^Tfitp) = n^tp) wtp e yiW) 


erklärt. 
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Da o5^(]R") ^ o5^(R") stetig ist, ist = T o ^ ein stetiges lineares Funk¬ 
tional; es ist also nichts anderes als der adjungierte Operator angewandt auf T. 
Weil mit einem Operator auch dessen Adjungierter bijektiv ist, ist wegen SatzV.2.8 die 
Fouriertransformation eine Bijektion auf 

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen und klären. 

Satz VIII.5.11 

(a) Die identische Einbettung j: ^(M") —>■ o5^(R") ist stetig und hat dichtes Bild. 

(b) /: c5^'(]R") ^ T 7’|®(Rn). ist injektiv. 

Beweis, (a) Die Stetigkeit von j ist klar, denn wegen Lemma VIII.5. l(d) ist nur die Stetig¬ 
keit der Inklusion von ^k(W) in zu beobachten. Sei nun (p e Wähle 

<I> e mit 0 < <!> < 1, <l>(x) = 1 für |a:| < 1, <I>(v:) = 0 für |jc| > 2. Setzt man 

(Pk(x) = ^(v)<t>(|), so ist (pk e und es gilt cpk ^ (p bzgl. der Topologie von o5^(]R"), 

wie man unschwer nachweist. 

(b) ist eine Konsequenz von (a). □ 

Das Bild von / besteht aus genau denjenigen Distributionen in &'(R"), die noch be¬ 
züglich einer gröberen Topologie als der von ^(R"), nämlich der von o5^(R"), stetig sind. 
Insofern kann die Ableitung im Sinn von Definition VIII.5.6 verstanden werden. 
Nach Lemma VIII.5.8(b) ist wieder eine temperierte Distribution, wenn T es ist. 

Genauso ist nach Lemma VIII.5.8(a) x“?’: q) T(x°‘(p) temperiert. Aus LemmaV.2.4 
folgt nun eine Verallgemeinerung von Lemma V.2.11 . 

Satz VIII.5.12 Ist T e .y'(R"), so gilt 

Abschließend sollen einige Beispiele diskutiert werden. 


Beispiele 

(j) Sei 1 < p < oo und/ e L^(K"). Dann definiert 



nach Beispiel VIIL2(a) eine temperierte Distribution. Für p = 1 ist defmitionsgemäß 
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wir haben hier das Analogon zu Gleichung (V.13) benutzt. Also ist die Fourier¬ 
transformation temperierter Distributionen eine Ausdehnung der klassischen Fourier¬ 
transformation. Dieselbe Zeile zeigt im Fall p = 2, dass die Fouriertransformation 
auf auch die Fourier-Plancherel-Transformation fortsetzt. Wegen LFiM") C 

c5^'(]R") (Beispiel VIII. 2(a)) ist jetzt die Fouriertransformation für alle /.'^-Funktionen 
erklärt, aber im Unterschied zum Fall p < 2 (SatzV.2.10) ist für 2 < p < oo die 
Fouriertransformierte i. Allg. keine Funktion mehr, sondern nur noch eine temperierte 
Distribution. (Beispiel (1) diskutiert einen speziellen Fall, wo dieser Effekt auftritt.) 


(k) Für a e K" ist Sa e y'iM."), wie man leicht sieht. Es ist 

{ß^Sa)(<p) = Sai^cp) = {^V){d) = \ f e~“^(p(x)dx. 

(27r)«/2 

Also ist ß^Sa die zur L“-Eunktion x i-^ gehörige temperierte Distribution, 

in etwas laxer Schreibweise 


i^SaXx) = 


_g-'“ 

(27r)«/2 


(1) Wir berechnen die Eouriertransformierte der konstanten Eunktion 1 im Distribu¬ 
tionensinn. Die naheliegende Argumentation, {ß'Ti){(p) definitionsgemäß zu berech¬ 
nen, scheitert, weil sie auf ein nicht absolut konvergentes Integral führt und der Satz von 
Fubini nicht anwendbar ist. (Versuchen Sie es!) Wir verwenden daher einen Kunstgriff. 
Setzt man <p*{x) = (p{-x), so gilt nämlich nach Lemma V.2.7 und Beispiel (k) 

ißTi)((p) = i2Ttf\^^S)i(p) = {2Tt'fl^S{^^ip) = {2Ttfl^S{q)*) 

= {2ttTI^(P{-Q) = {2TtTl^S{(p), 


also lax 


= {2Ttfl'^S. 


VIII.6 Schwache Kompaktheit 

Wir kehren zur Thematik von Abschn. VIII.3 zurück und studieren jetzt einige Aspekte 
der schwachen Topologie eines Banachraums, insbesondere des Raums Ü. 

Im Eolgenden seien X,Y,... stets Banachräume. Eine schwach kompakte Menge A (ZX 
ist eine bezüglich der schwachen Topologie a{X,X') kompakte Menge, und A heißt rela¬ 
tiv schwach kompakt, wenn der Abschluss ßi von A bezüglich der schwachen Topologie 
kompakt ist. Solche Mengen und die mit ihnen zusammenhängenden linearen Operatoren 
sollen nun studiert werden. 
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Obwohl die schwache Topologie im Allgemeinen nicht metrisierbar ist (Auf¬ 
gabe VIII. 8.16) sind die topologischen Eigenschaften einer schwach kompakten Menge 
denen eines kompakten metrischen Raums sehr ähnlich. Dies ist der Inhalt des folgenden 
tiefliegenden Satzes. 

Theorem VIII.6.1 (Satz von Eberlein-Shmulyan) 

Sei X ein Banachraum, und sei A C X. 

(a) A ist genau dann relativ schwach kompakt, wenn jede Folge in A eine schwach 
konvergente Teilfolge (mit Grenzwert in X) besitzt. 

(b) Ist A relativ schwach kompakt und x e A'^ , so existiert eine Folge in A, die schwach 
gegen x konvergiert. 

(c) A ist genau dann schwach kompakt, wenn A schwach folgenkompakt ist; Letzteres 
bedeutet, dass jede Folge in A eine schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A 
besitzt. 

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, ein paar Bemerkungen und Vorberei¬ 
tungen. Wäre die schwache Topologie auf metrisierbar, so wären diese Aussagen klar; 
siehe dazu auch SatzB.1.7. Für allgemeine nichtmetrisierbare topologische Räume brau¬ 
chen sie jedoch nicht zuzutreffen; im Anschluss an Korollar VIII.3.12 haben wir zum 
Beispiel einen kompakten Raum kennengelernt, der nicht folgenkompakt ist. 

Die Metrisierbarkeit von relativ schwach kompakten Mengen gilt in separablen Räu¬ 
men; dies wird der erste Schritt zum Beweis des Satzes von Eberlein-Shmulyan sein. 
Um dies im nächsten Lemma zu zeigen, beobachten wir zuvor die Beschränktheit rela¬ 
tiv schwach kompakter Mengen A: Für jedes V € X' ist V(A) nämlich relativ kompakt, 
also beschränkt, und die Beschränktheit von A folgt nach Korollar IV.2.4 aus dem Satz von 
Banach-Steinhaus. 

Lemma VIII.6.2 Sei Y ein separabler Banachraum, und sei B C Y eine schwach 
kompakte Teilmenge. Dann ist die schwache Topologie aufB metrisierbar. 

Beweis. Die Folge (y«) liege dicht in Y. Wähle mit dem Satz von Hahn-Banach Funktionale 
yj, e Sy mityj,(y„) = ||y„||. Betrachte nun füry,y e B 

00 

t/(y,y) = ^2-«|y;(y-y)|. 

n=\ 


Da B beschränkt ist, konvergiert die Reihe, und man sieht sofort, dass d eine Metrik defi¬ 
niert. (Die Definitheit von d folgt daraus, dass z = 0 ist, sobald alle f„{z) = 0 sind.) 
Nun ist die identische Abbildung von (B,a(Y, Y')) nach {B,d) stetig; Seien y e B und 
e > 0; ferner setze M = sup^g^ ||7i||. Wähle k mit 2“* • 2M < e/2; dann folgt für y e B 
mit |y^(y -y)| < e/2 für n = l,.. .,k (was eine schwache Umgebung von y definiert) 
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d{y,y) < s. Da {B,a{Y, Y')) kompakt ist, ist die Identität nach LemmaB.2.7 sogar ein 
Homöomorphismus, und (B, a(Y, Y')) ist metrisierhar. □ 

Nun können wir die einfachere Richtung von Aussage (a) aus dem Satz von Eberlein- 
Shmulyan beweisen, in der vorausgesetzt ist, dass A relativ schwach kompakt ist. Sei (a„) 
eine Folge in A. Setze Y = lin{ai,a 2 , ■ ■ ■}, B = A'^ H Y. Nach Satz VIII.3.5 ist Y in X 
schwach abgeschlossen, und der Satz von Hahn-Banach liefert, dass die Einschränkung 
der (t(A, A')-TopoIogie auf Y genau die a(Y, y')-Topologie ist. Lemma VIII.6.2 impliziert 
nun, dass (B, a(Y, Y')) ein kompakter metrischer Raum ist, und («„) besitzt eine schwach 
konvergente Teilfolge. (Wegen der obigen Beobachtung, die wir noch häufiger anwenden 
werden, ist es unerheblich, ob man sich auf die schwache Topologie des Banachraums Y 
oder die von X bezieht.) 

Jetzt beweisen wir die Rückrichtung in (a). Es wird also vorausgesetzt, dass jede Folge 
in A eine schwach konvergente Teilfolge besitzt. Auch diese Voraussetzung impliziert, dass 
A beschränkt ist. Denn sonst gäbe es G A mit l|x„|| > n, und diese Folge kann keine 
schwach konvergente Teilfolge haben, da schwach konvergente Folgen beschränkt sind 
(Korollar IV.2.3). Wir sehen nun X kanonisch als Unterraum von X" an und verwenden die 
Dualitätsklammern des dualen Paars (X',X"). Sei Ä := C X". Da A beschränkt 

ist, ist A nach dem Satz von Alaoglu ct(A", A')-kompakt. Unsere Strategie wird sein, die 
Inklusion A (Z X nachzuweisen, woraus dann die Behauptung folgt, denn in diesem Fall 

istÄ=r‘^’^'\ 

Dazu bedienen wir uns der Whitleyschen Konstruktion. Wir beginnen wieder mit einem 
vorbereitenden Lemma. 

Lemma VIII.6.3 Sei Y ein Banachraum, und sei E G Y' ein endlichdimensionaler 
Unterraum. Dann existieren endlich viele yi,... ,y„ & Sy mit 

1 , 

-||y II < max lyCy,-)! 


für alle f G E. 

Beweis. Die Einheitssphäre Se ist norm-kompakt. Daher existiert ein endliches ^-Netz, 
d. h. /j,... G Se mit Se C UtiCV/ + \By:). Zu y'. wähle y,- G Sy mit |y;.(y;)| > |. Es 
folgt für y' G Se und geeignetes i 


\y'(yi)\ > \y'(yi)\-\(y'-y'i)(yi)\ > 


3 

4 


1 

4 


1 

2 ’ 


was zu zeigen war. 


□ 
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Sei nun x" e A; wir wollen zeigen, dass x" tatsächlich in X liegt. Sei dazu e Sx' 
beliebig, und betrachte die schwach*-Umgebung von x" 

Ul = iz": |(z"-x",x'i)| < 1}. 

Weil A schwach*-dicht in A ist, existiert ein ai e ADUi. Nun betrachte den endlichdimen¬ 
sionalen Unterraum Ei = lin{x",ai} C X". Nach Lemma VIII.6.3, angewandt auf Y = X', 
existieren Vj- ■ ■ ■ >-^,2 ^ Sx' mit 

^||z"|| < max |(z",x-)| < max|(z",x5)| Vz" e Ei. 

Im nächsten Schritt definiere 

U 2 ={z'': |(z"-x",x;)| < i für(= I,...,« 2 } 


und finde ein Element az & A D U 2 . Setze £2 = lin{x",ai,a 2 }, Lemma VIII.6.3 liefert 
■<2+1 ’ • • ■ ^ 


1 

2 


< max |{z",x|-)| 
i<n2 


Vz" e £ 2 . 


Im dritten Schritt definiere 


U3 = iz": |(z"-V',x;)| < i füri= I,...,n 3 }, 


finde ein Element 03 e A fl U 3 , betrachte £3 = lin{x", oi,«2,«3 } und finde Eunktionale 

4 + 1 ’ • ■ ■ ’4 ^ 


d|z"|| <max|(z",x;>| Vz" e £3, 

Z 

etc. Auf diese Weise werden Eolgen (a„) in A und (x',) in Sx' definiert mit 

d|z"|| <sup|{z",x;}| (VIILll) 

ieN 

für alle z" e £0 := lin{x", 01 , 02 , Es ist klar, dass (VIILll) auch für den Norm- 
Abschluss £ = £0 gilt. 

Nach Voraussetzung besitzt (a„) eine schwach konvergente Teilfolge, sagen wir mit 
GrenzwertX. Wegenx e lin”^{oi,« 2 , • ■ ■} = ün"" { 01 , 02 , ■• •} (vgl. Satz VIII.3. 5) istx G £, 
und deshalb gilt (VIII. 11) für z" = x" - x. Wir zeigen jetzt x" = x und damit x" e X, wie 
gewünscht. 



470 


VIII Lokalkonvexe Räume 


Seien dazu e > 0 und i e N beliebig. Sei k > max{i, 1/fi). Dann gilt 

„ , 1 
|(x -ak,Xi)\ < - <s, 
k 

da ak e Uk und i < k < nk- Da andererseits x schwacher Häufungspunkt der a,, ist, kann 
man k noch so wählen, dass | {uk -x,x'^)\ < s ist. Zusammen folgt 

|{x"-x,x;.)| < 2s 

und daher nach (VIII. 11) auch jllV'-xH < 2e. Deshalb ist x = V', und der Beweis von (a) 
ist erbracht. 

Der Beweis von (b) ist in dem obigen Argument bereits enthalten: Ist nämlich A relativ 
schwach kompakt (und damit relativ schwach folgenkompakt) und a im schwachen Ab¬ 
schluss von A, so liefert die auf a anstelle von x" angewandte Whitleysche Konstruktion 
eine Folge in A mit gegen a schwach konvergenter Teilfolge. 

Teil (c) folgt nun aus (a) und (b). Dass schwach kompakte Mengen folgenkompakt sind, 
ergibt sich sofort aus (a). Für die Umkehrung ist wegen (a) nur die schwache Abgeschlos¬ 
senheit zu zeigen. Sei also a e A ; nach (b) existiert eine Folge in A mit schwachem 
Grenzwert a. Wegen der vorausgesetzten schwachen Folgenkompaktheit hat diese Folge 
eine schwach konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A; aber dieser Grenzwert muss a 
sein. □ 

Als Korollar erhalten wir die Umkehrung von TheoremIII.3. 7. 

Korollar VIII.6.4 

(a) Ein Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn jede beschränkte Folge eine schwach 
konvergente Teilfolge hat. 

(b) Ein Banachraum X ist genau dann reflexiv, wenn jeder abgeschlossene separable 
Unterraum reflexiv ist. 

Beweis, (a) folgt aus Satz VIII.3.18, wenn man A = Bx im Satz von Eberlein-Shmulyan 
setzt. 

(b) Dass jeder abgeschlossene Unterraum ebenfalls reflexiv ist, wurde in Satz III.3.4 
gezeigt. Wenn umgekehrt jeder abgeschlossene separable Unterraum reflexiv ist und (a„) 
eine beschränkte Folge in X ist, so liegt diese insbesondere im separablen Unterraum 
lm{ai,a 2 ,. ..). Dort existiert eine schwach konvergente Teilfolge, die dann auch in X 
schwach konvergiert. □ 


Schwach kompakte Teilmengen von C(K) sind nun leicht zu beschreiben. Da für be¬ 
schränkte Folgen in C(K) schwache Konvergenz gegen 0 dasselbe ist wie punktweise 
Konvergenz (siehe Seite 120), erhält man: 
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Korollar VIII.6.5 Eine beschränkte Teilmenge A C C{K) ist genau dann relativ 
schwach kompakt, wenn jede Folge in A eine punktweise konvergente Teilfolge mit stetiger 
Grenzfunktion enthält. 

Um schwache Kompaktheit in U*(/x) zu charakterisieren, benötigen wir einen neuen 
Begriff. 

► Definition Vlll.6.6 Eine Teilmenge H C L^{pC) heißt gleichgradig integrierbar, wenn 
es zu jedem e > 0 ein ^ > 0 gibt, so dass 

sup / hdfi < s, 

heH Je 

falls p.(E) < S. 

Beispiele 

(a) Einpunktige Mengen Sind gleichgradig integrierbar. Zu gegebenem h e L^(ß) 
setze nämlich En = {co: \h(co)\ > n). Dann gilt \h\lEn 0 punktweise, also nach dem 
Lebesgueschen Konvergenzsatz \h\dp, —^Q.Zus> 0 wähle nun n mit \h\dp, < 
e/2. Eür p.(E) < S := sl(2n) hat man in der Tat 

/ hdp, < i I \h\ dfi\ + l I \h\dp, \ < ^ + np,(E) < s. 

\Je \JEnE„ / \Je\e„ / 2 

(b) Da endliche Vereinigungen gleichgradig integrierbarer Mengen offenbar eben¬ 
falls gleichgradig integrierbar sind, sind auch endliche Mengen gleichgradig integrier¬ 
bar. 

(c) Relativkompakte (bezüglich der L'-Norm) Mengen sind gleichgradig integrier¬ 
bar: Man braucht eine solche Menge nur durch endlich viele e/2-Kugeln zu überdecken 
und (b) anzuwenden. 

(d) Die Menge {nl[o,i/„]: « e N) C T'[0, 1] ist nicht gleichgradig integrierbar. 

Wir wollen beweisen, dass eine beschränkte Teilmenge von LJ [0,1] genau dann relativ 
schwach kompakt ist, wenn sie gleichgradig integrierbar ist. Dazu überlegen wir vorberei¬ 
tend, dass man die ct-A lgebra eines endlichen Maßraums auf kanonische Weise zu einem 
vollständigen metrischen Raum machen kann. 

Sei (G,,Z,ix) ein endlicher Maßraum. Zu Ei,E 2 e E betrachte die symmetrische 
Differenz Ei A E 2 = (Ei \ £ 2 ) U (£2 \ Ei) und setze 


df,(Ei,E2) = ß{Ei AE2). 
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Dies ist eine Pseudometrik, d. h. ist symmetrisch und erfüllt die Dreiecksungleichung. 
Identifiziert man wie beim Übergang von jSf' zu L' zwei fast überall übereinstimmende 
Mengen, so erhält man einen metrischen Raum, der genannt werde. Dass dieser Raum 
vollständig ist, sieht man am einfachsten so. Da dfj:{E\,E 2 ) = ||l£i - ^E 2 \\l' gilf kann man 
mit der Menge der Indikatorfunktionen identifizieren. Es reicht nun zu überlegen, dass 
letztere in L*(m) abgeschlossen ist. Gelte also ||l£„ -f\\o 0. Dann konvergiert eine 

Teilfolge von (1e„) fast überall gegen/; daher nimmt die Grenzfunktion fast überall nur 
die Werte 0 und 1 an und ist selbst eine Indikatorfunktion. 

Nun können wir ein wichtiges Lemma zeigen. 

Lemma VIII.6.7 Sei /x ein endliches Maß, und sei {h„) eine Folge in L}{fjL), so dass für 
alle £ G E der Grenzwert j^h^dii existiert. Dann ist die Menge {h„: n G N} 

gleichgradig integrierbar. 


Beweis. Sei e > 0. Wir betrachten die Mengen 


Hk 



{h„-h,„)dß 


< s 'im, n > 


C 


k= 1,2,.... 


Nach Voraussetzung über die Folge ihn) ist Hk = E^. Ferner sind die Elk abgeschlos¬ 
sen; dazu reicht es einzusehen, dass für festes h die Abbildung E f^hdfi auf E^ stetig 
ist, und das folgt aus der Abschätzung 



< / \h\ dß 

J El AE2 


und Beispiel (a) oben. 

Nach dem Baireschen Kategoriensatz (Korollar IV. 1 .4) enthält ein Hp einen inneren 
Punkt; es existieren also ein Eq g Hp und ein > 0 mit 


E' G E, dp.(E',Eo) <Si ^ E' e Hp. 


Gelte nun tJi{E) < 3 1 . Es ist £ = (£0 U £) \ (£0 \ £) und 


dp,{EQ U £, £ 0 ) = /x((£o U £) A £ 0 ) < /x(£) < Si 


sowie 


dp,{Eü \ £, £ 0 ) = /x((£o \ £) A £ 0 ) < /x(£) < 


da die symmetrischen Differenzen jeweils Teilmengen von £ sind. Daher liegen £1 = 
£0 U £ und £2 = £0 \ £ in //p. Das bedeutet nach Definition von Hp 



(hfl hffi) dfi 


< s 


für n,m > p. 
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Speziell folgt für « > p 


j (h„ -hp)dß 


/ (hn - hp) dß - (h„- hp) dß 

J El J E2 


< 2s. 


Weil die Menge {hp} gleichgradig integrierbar ist, existiert ein ^2 > 0 mit 


I/. 


hp dß 


< e 


für ß{E) < &2- Also hat man für ß{E) < min{(5i, 32 } 


\L 


hn dß 


< 3e 


für n > p, und da [hi,... ,hp_i } gleichgradig integrierbar ist, folgt die Behauptung des 


Lemmas. 


□ 


Die Voraussetzung von Lemma VIII.6.7 ist insbesondere erfüllt, wenn (h„) schwach 
konvergiert bzw. allgemeiner, wenn (h„) eine schwache Cauchyfolge ist, denn h 
f^hdß ist ein stetiges lineares Funktional auf Ü{ß). (Dieser Begriff wurde in Auf¬ 
gabe IV.8.12 eingeführt; zur Erinnerung: Eine Eolge (x„) in einem Banachraum heißt 
schwache Cauchyfolge, wenn für jedes Eunktional V e X' die skalare Eolge (y(x„)) eine 
skalare Cauchyfolge ist oder, was auf dasselbe hinausläuft, konvergiert.) Das soll explizit 
festgehalten werden. 

Korollar VIII.6.8 Sei ß ein endliches Maß; dann ist jede schwache Cauchyfolge und 
insbesondere jede schwach konvergente Folge in L* (/x) gleichgradig integrierbar. 

Die Aussage gilt sogar in jedem Maßraum. Nun zur schwachen Kompaktheit in Lj{ß). 

Satz VIII.6.9 Sei ß ein endliches Maß, und sei H eine beschränkte Teilmenge von L* (/x). 
Genau dann ist H relativ schwach kompakt, wenn H gleichgradig integrierbar ist. 

Beweis. Sei zuerst H relativ schwach kompakt. Wäre H nicht gleichgradig integrierbar, 
so gäbe es Eolgen (hß in H und (£„) in E sowie ein eo > 0 derart, dass ß{E„) < l/n, 
aber | h^dß] > eo für alle n ist. Dann ist auch keine Teilfolge von (hß gleichgra¬ 
dig integrierbar. Aber (hß besitzt eine schwach konvergente Teilfolge nach dem Satz von 
Eberlein-Shmulyan, und man erhält einen Widerspruch zu Korollar VIII.6.8. 

Umgekehrt sei H als gleichgradig integrierbar vorausgesetzt. Wir fassen wie im Beweis 
des Satzes von Eberlein-Shmulyan H als Teilmenge von L^iß)" auf und betrachten dort 
den aiL^iß)", L^(/x)')-Abschluss H von H. Da H beschränkt ist, ist H schwach* kompakt. 
Sei tt> e Ef; wir werden <!> e L*(e) zeigen, so dass H C L*(m) und damit die relative 
schwache Kompaktheit von H folgt. 
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Setze v{E) = 't>(l£) für £ e E. Da <t> linear ist, ist v eine additive Mengenfunktion. 
Des weiteren existiert ein Netz (fa) in H mit/a —<t> bzgl. a{L}{pi)" Zu e > 0 
wähle gemäß der gleichgradigen Integrierbarkeit ein S > 0 mit sup^ | f^fa dß \ < e für 
ß{E) < S. Wegen v{E) = lirria f^fa dß folgt die Implikation 

ß{E)<8 ^ |y(£)|<e. (VIII. 12) 

Daraus können wir jetzt die a-Additivität der Mengenfunktion v herleiten. Es ist dafür 
nur zu zeigen, dass für eine absteigende Folge Ei D £2 D ... in E mit En = 0 
die Konvergenz v(£„) ^ 0 folgt. Wegen (VIII. 12) ist dafür /r(£„) —>• 0 hinreichend, 
aber für endliche Maße ß folgt das aus £„ \ 0. (Hier haben wir einige maßtheoretische 
Grundtatsachen benutzt.) 

Also ist V ein signiertes (oder komplexes) Maß, und es ist klar, dass v bzgl. ß absolut¬ 
stetig ist: V <$C /X. Nach dem Satz von Radon-Nikodym (Satz A.4.6) existiert eine Dichte 
h e L\ß), d.h. 


j hdß = v(E) = ^{\E) V£eE. 

Daher gilt hgdß = <t>(g) für alle Treppenfunktionen g, und da die Treppenfunktionen 
dicht in L°° liegen und <t> norm-stetig ist, gilt dies sogar für alle g e L°°{ß). Deshalb 
stimmt O mit dem Auswertungsfunktional bei h überein und liegt in £*(m)- ^ 

Die Endlichkeit von ß ist im letzten Satz wesentlich. Ohne Beweis sei bemerkt, dass 
bei unendlichen Maßen zusätzlich zur Beschränktheit und gleichgradigen Integrierbarkeit 
die Bedingung 


Ve > 0 3£ G E,/x(£) < 00 : sup / \h\ dß < s 

heH Jn\E 

zur Charakterisierung der relativen schwachen Kompaktheit benötigt wird. 

Eine Konsequenz von Satz VIII.6.9 ist die schwache Folgenvollständigkeit von £*(m); 
ein Banachraum heißt schwach folgenvollständig, wenn jede schwache Cauchyfolge 
schwach konvergiert. Um diesen Begriff zu analysieren, sei eine schwache Cauchyfolge 
(Xn) in X vorgelegt. Dann ist 

X' K, d)(;c„)(-«') = lim x'(xn) 

n—*-oo 

eine wohldefmierte lineare Abbildung, die nach Korollar IV.2.5 stetig ist: <t>(;c^) e X". 
Daher ist X genau dann schwach folgenvollständig, wenn all diese Auswer¬ 

tungsfunktionale sind. Damit ist klar, dass reflexive Räume schwach folgenvollständig 
sind. 
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Satz VIII.6.10 ist schwach folgenvollständig. 

Beweis. Ist /x ein endliches Maß und (h„) C L^{ß) eine schwache Cauchyfolge, so ist {h„) 
gleichgradig integrierbar (Korollar VIII.6. 8) und beschränkt (Aufgabe IV.8. 12). Im Beweis 
von Satz VIII.6.9 wurde gezeigt, dass das zugehörige Funktional ^(h„) in L^iß) C 
liegt. 

Ist ß a-endlich, kann man in disjunkte Teilmengen ■ endlichen Maßes 

zerlegen und dann die Folgen (/tn|f 2 ^)n betrachten. 

Dies enthält bereits den allgemeinen Fall, denn bei gegebener Folge (ä,,) C T* (ß) ist 
der „Gesamtträger“ der h„ er-endlich: = [m- k < \hnicL>)\ < k + 1}, n > 1, A: > 0, 

bildet eine Zerlegung von hnico) f 0} in abzählbar viele paarweise disjunkte 

Mengen endlichen Maßes, und außerhalb von verschwinden alle /j„. □ 

In reflexiven Räumen ist jede beschränkte Menge relativ schwach kompakt; am anderen 
Ende der Skala steht der Folgenraum Dort stimmen nämlich schwache Kompaktheit 
und Kompaktheit überein, wie aus dem nächsten Satz, dem Schurschen Lemma, und dem 
Satz von Eberlein-Shmulyan folgt. 

Satz VIII.6.11 Jede schwach konvergente Folge in f * ist konvergent. 

Beweis. Ohne Einschränkung gelte x„ —>• 0 schwach in f'. Wir schreiben das Element 
Xn e das ja eine Eolge von Zahlen ist, in der Eorm x„ = (x„(m)),„. Ebenso werden 
Elemente des Dualraums als y = (y{m))m notiert, und y wirkt auf x„ gemäß (y,x„) = 
Em y{m)x„{m). 

Sei nun e > 0. Setze 


Fk = {^{y ^ Bi:^-. \ {y,Xn)\ < e}, A:= 1,2,.... 

n>k 

Da (x,i) schwach gegen 0 konvergiert, gilt Bioo = Fk. Wir versehen Bi<x, mit der 
schwach*-Topologie cr(f“,f'); nach Aufgabe VIII.8.17 ist diese Topologie auf Bioc me- 
trisierbar und stimmt dort mit der Topologie der koordinatenweisen Konvergenz überein. 
So wird B^cc zu einem vollständigen metrischen (da kompakten) Raum. Da die x„ als 
schwach*-stetige Eunktionale auf l°° wirken, sind die Fk schwach* abgeschlossen. Nach 
dem B aireschen Kategoriensatz besitzt eine dieser Mengen, sagen wir Fp, einen relativ 
zu Bicc inneren Punkt y*; nach der obigen Diskussion existieren also 3 > 0 und r e N 
mit 


lyeB £00 : |y(m) -y*(m)| < S für m= l,... ,r} C Fp. 


(VIII. 13) 
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Weiter impliziert die schwache Konvergenz lim„^oo x„{m) = 0 für alle m; daher existiert 
eine natürliche Zahl N mit 

r 

\xn(m)\ < s für n > N. 

m=l 


Wir zeigen jetzt ||x„||£i < 3e fürn > maxj/jW) und damit \\x„\\ii 0. 

Zun > max{p,A^} definiere y„ e Bi<x> durch 


yn{m) = y^{m) für m < r. 


, , \x„{m)\ 

y„(m) = -für m > r 

Xnim) 


(mit der Konvention 0/0 = 0). Aus (VIII. 13) ersieht man, dass e Fp gilt, also wegen 
n > p 


\{yn,Xn) \ = 


y^y^(m)x„(m) + ^ \xn(m)\ 


< e. 


Es folgt 


^ \xn{m)\ < e + 
m>r 


y^y^{m)Xn(m) 

m=l 


< £ + ^ |x„(m)| 

m=l 


sowie 


\xn\\p < s + 2^\xn{m)\ < 3e, 

m=l 


Letzteres wegen n > N. Das war zu zeigen. 


□ 


Das in diesem Satz ausgesprochene Phänomen nennt man die Schur-Eigenschaft von 
Die Schur-Eigenschaft darf nicht dahingehend missverstanden werden, dass die Norm¬ 
topologie und die schwache Topologie auf f ^ ühereinstimmten; das ist nicht der Fall. Nur 
sind Folgen für die Beschreibung der schwachen Topologie vollkommen unangemessen. 


VIII.7 Schwach kompakte Operatoren 

Wir untersuchen nun die zu den schwach kompakten Mengen zugehörige Operatorklasse; 
X, Y, etc. bezeichnen stets Banachräume. 

► Definition VIII.7.1 Ein linearer Operator zwischen Banachräumen, T e L{X, Y), heißt 
schwach kompakt, wenn T(Bx) relativ schwach kompakt ist. Die Menge aller schwach 
kompakten Operatoren von X nach Y wird mit W{X, Y) bezeichnet. 
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Nach dem Satz von Eberlein-Shmulyan (Theorem VIII. 6.1) ist ein Operator T: X ^ Y 
genau dann schwach kompakt, wenn für jede beschränkte Folge (x„) die Bildfolge (7x„) 
eine schwach konvergente Teilfolge enthält. 


Beispiele 

(a) Offensichtlich ist jeder stetige lineare Operator T: X ^ Y schwach kom¬ 
pakt, wenn Y reflexiv ist, denn in reflexiven Räumen sind beschränkte Mengen relativ 
schwach kompakt, oder wenn X reflexiv ist. Beachte für Letzteres, dass T schwach¬ 
schwach stetig ist (Aufgabe VIII.8.10) und deshalb die schwach kompakte Menge Bx 
auf eine schwach kompakte Menge abbildet. Der identische Operator Id: A —A ist 
genau dann schwach kompakt, wenn A reflexiv ist. 

(b) Jeder kompakte Operator ist schwach kompakt. 

(c) Der Integrationsoperator 

Tp. Ü [0,1] ^ LP[Q, 1], (Tpf){s) = f f(t) dt 

Jo 

ist kompakt für 1 < < oo [Beweis?]. Als Operator nach C[0,1] oder L°°[0,1] ist er 

jedoch nicht schwach kompakt: Für h„ = «l[o,i/n] besitzt die Bildfolge keine schwach 
konvergente Teilfolge. 

(d) Die kanonische Inklusion von L°°[0,1] nach L'[0,1] ist schwach kompakt (das 
sieht man am einfachsten mit Hilfe des nächsten Satzes), ohne kompakt zu sein. 

(e) Es ist nicht ganz einfach, schwach kompakte Operatoren von L' nach L' anzu¬ 
geben, die nicht kompakt sind; warum das so ist, erklärt Satz VIII.7.12. Hier ist ein 
solches Beispiel. Sei k: [0,1] x [0,1] —>• K beschränkt und messbar. Dann ist der 
Integraloperator 

n: Ü [0,1] ^ L* [0,1], {T^){s) = f k(s, dt 

Jo 

r 1 

wohldefiniert und stetig mit ||7\|| < sup, |^(5, r)| ds. Der Operator ist sogar schwach 
kompakt; das folgt aus der Abschätzung (A ist das Lebesguemaß) 

f \Tkf(s)\ds < XiE) sup|k(i',0l ||/|Ili, 

Je s,t 

die zeigt, dass 7](.(Z?^i) gleichgradig integrierbar und deshalb (Satz VIII.6. 9) relativ 
schwach kompakt ist. 

Wir betrachten nun den speziellen Kern 

oo 2^-1 

k(s, t) = EE 1((2;+1 )2-('+l) ,( 27 + 2 ) 2 -<'+ 1 )] (■*) l(2-<'+l) ,2-'] (^) i 

1=0 j=0 
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k ist die Indikatorfunktion einer Teilmenge von [0,1] x [0,1] [Skizze?]. Der ent¬ 
sprechende Integraloperator Tt ist also schwach kompakt, aber nicht kompakt; für 
die Funktionen f„ = ” = 0,1,2,..., gilt nämlich WfnWii = 1, aber 

II Tkfn - IIli = 1 /2 für n ^ m, so dass (Ti/„) keine konvergente Teilfolge besitzt. 


Weitere Beispiele erhält man aus dem folgenden einfachen Satz, der genauso wie die 
entsprechenden Aussagen über kompakte Operatoren (siehe Satz II.3. 2) gezeigt wird. 

Satz VIII.7.2 Seien V, X, Y, Z Banachräume. 


(a) W{X, Y) ist ein Untervektormum von L(X, Y). 

(b) SindR e L(V,X), S e W(X, Y) und T e L(Y,Z), so ist TSR e W{V,Z). 

Um jetzt die schwache Kompaktheit der Inklusionyoo.i von L“[0,1] nach L'[0,1] zu 
begründen, schreiben wir y'oo.i als Produkt der Inklusionen joo,2- [0,1] ^ L^[0, 1] und 
y2,i:T"[0,l] ^ i^O,!] : 7oo,i = ji.iioo,!- Da L? reflexiv ist, sind beide Faktoren schwach 
kompakt und erst recht das Produkt. 

Das folgende Kriterium ist sehr nützlich. 

Satz VIII.7.3 Seien X und Y Banachräume. Für T e. L(X, Y) sind äquivalent: 

(i) T ist schwach kompakt. 

(ii) Der adjungierte Operator T'\ F' —>• X' ist a{Y', Y)-a{X',X")-stetig. 

(iii) T"{X") C Y. 


Beweis, (ii) (iii): Beide Bedingungen bedeuten, dass / i-)- {T"x",y) = {x",T'y') 
schwach*-stetig ist. 

(i) ^ (iii): Nach dem Satz von Goldstine ist der ct(A", A')-Abschluss von Bx gleich 
Bx", und da T" schwach*-schwach* stetig ist (vgl. Aufgabe VIII.8. 11) folgt 


T"(Bx") C T"{Bx) 


-cr(Y",Y') 


T(Bx) 


<T(y",F') 


Aber T{Bx) ist nach Voraussetzung relativ schwach kompakt, daher 

^(Y",Y') 


T{Bx) 


= TiBxf"'’'"^ C Y. 


Es folgt r'(Z") C Y. 

(iii) (i): Der Operator T" ist schwach*-schwach* stetig, daher und wegen des Satzes 
von Alaoglu ist T"{Bx") (t{Y", F')-kompakt. Diese Menge liegt nach Voraussetzung in Y 
und ist folglich schwach kompakt. Wegen T(Bx) C T"{Bx") (vgl. Lemma III.4. 3) folgt (i). 

□ 


Korollar VIII.7.4 (Satz von Gantmacher) 

Ein Operator T zwischen Banachräumen ist genau dann schwach kompakt, wenn es sein 
Adjungierter T' ist. 
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Beweis. Wenn T: X ^ Y schwach kompakt ist, ist nach Teil (ii) des letzten Satzes in Ver¬ 
bindung mit dem Satz von Alaoglu T'(By') schwach kompakt. Ist umgekehrt T schwach 
kompakt, so nach dem gerade Bewiesenen auch T" und deshalb T, denn Y ist norm- und 
schwach abgeschlossen in Y". □ 

Korollar VIII.7.5 Seien X und Y Banachräume. Dann ist W(X, Y) abgeschlossen in 
L(X, Y) und daher selbst ein Banachraum. 

Beweis. Seien e W(X, Y), T e L(X, Y) mit r„ —>• T. Dann gilt auch 7" — T" und 
insbesondere T'^x" T"x!' für alle x" e X". Nach Satz VIII.7.3(iii) liegen die T'^x" in Y, 

also gilt auch T"x" e Y. Eine erneute Anwendung von Satz VIII.7.3 liefert T e W{X, Y). 

□ 

Es ist leicht zu sehen, dass ein kompakter Operator T: X Y schwache Nullfolgen 
auf Norm-Nullfolgen abbildet (Aufgabe III.6. 17). 1940 zeigten Dunford und Pettis, dass 
für X = Ü (ß) auch schwach kompakte Operatoren diese Eigenschaft haben. Das soll als 
nächstes diskutiert werden. Wir benötigen dazu eine Definition. 

► Definition Vlll.7.6 

(a) Ein Operator T: X Y heißt vollstetig, falls T schwache Nullfolgen in Norm- 
Nullfolgen überführt. Die Menge aller vollstetigen Operatoren von X nach Y wird 
mit V{X, Y) bezeichnet. 

(b) Ein Banachraum X hat die Dunford-Pettis-Eigenschaft, wenn jeder schwach kom¬ 
pakte Operator auf X mit Werten in einem beliebigen Banachraum Y vollstetig ist, 
mit anderen Worten, wenn W(X, Y) C V(X, Y) für alle Banachräume Y gilt. 

Offensichtlich haben endlichdimensionale Räume die Dunford-Pettis-Eigenschaft, und 
nach Satz VIII.6.11 hat auch £' die Dunford-Pettis-Eigenschaft. Andererseits ist der identi¬ 
sche Operator auf unendlichdimensionalen reflexiven Räumen nicht vollstetig (da er sonst 
kompakt wäre), aber schwach kompakt, so dass diese Räume nicht die Dunford-Pettis-Ei¬ 
genschaft haben. 

Unser nächstes Ziel wird es sein, die Dunford-Pettis-Eigenschaft für C(K)- und L}{ß)- 
Räume zu zeigen. Wir beginnen mit einem Lemma. 

Lemma VIII.7.7 Die folgerulen Aussagen über einen Banachraum X sind äquivalent: 

(i) X hat die Dunford-Pettis-Eigenschaft. 

(ii) Jeder schwach kompakte Operator aufX mit Werten in einem beliebigen Banachraum 
Y bildet schwache Cauchyfolgen auf norm-konvergente Eolgen ab. 

(iii) Aus x„ 0 bzgl. cr(X,X') und ^ 0 bzgl. a{X',X") folgt {x!^,xf) -> 0. 
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(iv) Jeder schwach kompakte Operator aufX mit Werten in einem beliebigen Banachraum 
Y bildet schwach kompakte Mengen auf normkompakte Mengen ab. 

Beweis, (i) ^ (ii): Dem Beweis dieser Richtung schicken wir eine elementare Vorüberle¬ 
gung voraus: Eine Folge (zn) in einem normierten Raum ist genau dann eine Cauchyfolge, 
wenn für jede Teilfolge die Differenzfolge (z^+i - Znt)k eine Nullfolge ist. [Das ist nur 
eine geschickte Umschreibung der Definition einer Cauchyfolge.] Indem man zu ((z',z„)) 
übergeht, erhält man eine analoge Aussage für schwache Cauchyfolgen. 

Nun gelte (i), sei T e W(X, Y), und sei (x„) eine schwache Cauchyfolge. Also gilt für 
alle Teilfolgen, dass ^ 0 schwach. Weil T vollstetig ist, hat man auch, dass 

7^ni;+i - Txnj, —)► 0 bzgl. der Norm. Also ist (TV,,) eine Cauchyfolge im Banachraum Y und 
deshalb konvergent. 

(ii) (iv) folgt aus dem Satz von Eberlein-Shmulyan. 

(iv) ^ (i) ist klar. 

(i) ^ (iii): (v„) und (vj,) seien schwache Nullfolgen in X bzw. X'. Definiere 

T-.X^co, 7V = ((v',x)); 

da (x4) eine schwache und daher auch eine schwach*-Nullfolge ist, bildet T wirklich nach 
Co ab. Wir behaupten, dass T schwach kompakt ist. Der adjungierte bzw. biadjungierte 
Operator hat nämlich die Form 

r-.l^^X', T'{^n)=Y.^n^n 

n 

bzw. 


T"\ X" T"x" = i{x'„x'')), 

wie leicht nachzurechnen ist. Aber weil (x],) nicht nur schwach*, sondern schwach gegen 0 
konvergiert, gilt sogar T"(X") C cq, und T ist nach Satz VIII.7.3 schwach kompakt. Wegen 
(i) gilt daher Tx„ —>• 0, und (iii) folgt aus 


\{Ki^Xn)\ < SUp|(4,X„)| = II 7X, 
k 


(iii) ^ (i): Nehmen wir an, dass (i) falsch ist. Dann existieren ein Banachraum Y, 
r e W(A, T), e > 0 sowie (x„) <ZX mit x„ 0 schwach, aber || 7x„ || > e für alle n. Wähle 
Funktionale y], e By mit ||7x„|| = {y\^,Txf) = {T'y'^,x„). Nach eventuellem Übergang 
zu einer Teilfolge darf nach Korollar VIII.7.4 angenommen werden, dass (T'y'f) schwach 
konvergiert, etwa gegen x'. Das liefert für hinreichend große n 


|{Üy;,-x',x„)| > |{T'y;,x„)h 


|(x',x„)| > e - 2 


e 

2 


im Widerspruch zu (iii). 


□ 


Aus Teil (iii) des Femmas folgt sofort: 
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Korollar VIII.7.8 Wenn X' die Dunford-Pettis-Eigenschaft hat, hat auch X die Dunford- 
Pettis-Eigenschaft. 

Die Umkehrung gilt nicht, siehe Aufgabe VIII.8.56. 

Wir diskutieren jetzt die klassischen Funktionenräume C{K) and 

Satz VIII.7.9 Sei K ein kompakter Hausdorffraum. Dann hat C(K) die Dunford-Pettis- 
Eigenschaft. 

Zum Beweis benötigen wir ein Lemma. 

Lemma VIII.7.10 Seien e M{K) = C(K)', und es gelte /x„ 0 bzgl. a(M(K),M{K)'). 

Dann existiert ein positives Maß pt mit 


We > 0 38 > OWE: iffE) < S ^ sup \ pi„\(E) < e. 


n 


Beweis. Betrachte das endliche Maß pr = 2“" \pi„\. Hier bezeichnet | pi„ \ die Variation 

von /r„; pi ist endlich, da die schwach konvergente Folge (/r„) beschränkt ist. Offensicht¬ 
lich gilt pL„ pi für alle n; also existieren nach dem Satz von Radon-Nikodym Dichten 
hn e L}(pi) mit ptniE) = f^h„dß für alle Borelmengen E. Beachte, dass dann auch 
|/x„|(£) = \h„\ dpi gilt. Wenn wir via h hdpt den Raum L^{pi) als abgeschlossenen 

Unterraum von M(K) ansehen, besagt die Voraussetzung über (/x„), dass (h„) eine schwa¬ 
che Nullfolge in L*(m) ist. Nach Korollar VIII.6.8 ist (h„) gleichgradig integrierbar, und 
Aufgabe VIII.8.47 liefert die Behauptung des Lemmas. □ 

Kommen wir nun zum Beweis von Satz VIII.7.9. Wir zeigen Bedingung (iii) aus 
Lemma VIII.7.7. Gelte also/« ^ 0 bzgl. cr(C(K), C(K)') und ^ 0 bzgl. 

a(M(K), M{K)'). Wähle pt gemäß Lemma VIII.7.10. Da (/,) insbesondere punktweise kon¬ 
vergiert, existiert nach dem Satz von Egorov aus der Maßtheorie (siehe z. B. Satz IV.6.7 
in Werner [2009]) zu 5 > 0 eine Borelmenge E mit pi{K \ E) < 8 so, dass (/„) auf E 
gleichmäßig konvergiert. 

Im Weiteren sei ohne Einschränkung ||/„|| < I und ||/x„|| < I angenommen. Sei e > 0 
vorgelegt. Wähle 8 wie in Lemma VIII.7.10 und dazu E wie im Satz von Egorov. Dann 
folgt 



< sup \f,(t)\ ■ \pin\{E) H- sup |/„(f)| • \pin\(K \ E) 


teE 

<£-l + l- £: = 2s 
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für hinreichend große n, denn (/„) konvergiert auf E gleichmäßig gegen 0 und | | (K\E) < 

e, weil//(Ä'\ £) < 5. □ 

Korollar VIII.7.11 Ist [i a-endlich, so haben der Raum L^{pi) und sein Dualraum 
die Dunford-Pettis-Eigenschaft. 

Beweis. Es reicht nach Korollar VIII.7.8 zu zeigen, dass L°°(ß) die Dunford-Pettis-Ei- 
genschaft besitzt. In KorollarIX.3.5 wird aber gezeigt, dass zu einem Raum 

C(K) isometrisch isomorph ist, und die Dunford-Pettis-Eigenschaft folgt aus Satz VIII.7.9. 
(Strenggenommen ist dieses Argument nur im Fall komplexer Skalare perfekt; aber der 
Isomorphismus von auf C(K) in Korollar IX.3.5 bildet reellwertige Funktionen auf 

reellwertige Funktionen ab, und daher ist auch der reelle Fall abgedeckt.) □ 

Korollar VIII.7.11 gilt sogar für jeden Maßraum, da man zeigen kann, dass zu jedem 
Maßraum (f2, E, /x) ein Maßraum (f2', E', /x') mit L*(m) = und (L'(/x'))' = LP°ipf) 

existiert. 

Auf Räumen mit der Dunford-Pettis-Eigenschaft sind die schwach kompakten Opera¬ 
toren recht nah an den kompakten Operatoren. 

Satz VIII.7.12 HatX die Dunford-Pettis-Eigenschaft und sind S,T: X ^ X schwach kom¬ 
pakt, so ist ST kompakt. Insbesondere ist das Quadrat eines schwach kompakten Operators 
von X nach X kompakt. 

Beweis. Sei {xn) eine beschränkte Folge in X. Dann hat (Fr„) eine schwach konvergente 
Teilfolge (TxnQ, weil T schwach kompakt ist. Da S nach Voraussetzung vollstetig ist, ist 
(STxnQ konvergent. □ 

Aus diesem Satz folgt übrigens, dass für schwach kompakte Operatoren T : C{K) 
CiK) bzw. T'. die Rieszsche Eigenwerttheorie gilt; diese gilt nämlich 

nicht nur für kompakte Operatoren, sondern auch, wenn nur eine Potenz kompakt ist (vgl. 
Pietsch [1987], S. 147). 

Es ergibt sich noch eine interessante Anwendung auf die Unterraumstruktur von C{K) 
und L*(m)- Es sei an den Begriff des komplementierten Unterraums aus Definition IV.6.4 
erinnert. 

Korollar VIII.7.13 Sei X ein Banachraum mit der Dunford-Pettis-Eigenschaft, und sei U 
ein reflexiver komplementierter Unterraum. Dann ist U endlichdimensional. 

Beweis. Sei P: X X eine stetige Projektion von X auf U. Weil U reflexiv ist, ist P 
schwach kompakt. Nach Satz VIII.7.12 ist P = P^ sogar kompakt. Weil P\ jj der identische 
Operator ist, muss U endlichdimensional sein. □ 
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Nach Aufgabe III.6.24 ist jeder separable reflexive Banachraum isometrisch zu einem 
Unterraum von (sogar von C[0,1]), und 1°° hat die Dunford-Pettis-Eigenschaft (Korol¬ 
lar VIIL7.1 1); ferner wurde in Aufgabe II.5.15 gezeigt, dass einen zu isometrischen 
Unterraum besitzt. Wegen des letzten Korollars kann keiner dieser reflexiven Unterräume 
komplementiert sein. 

Es folgt noch eine überraschende Aussage über Teilräume von L^IQ, 1]. 

Satz VIII.7.14 Für 1 < p < oo gibt es keinen unendlichdimensionalen abgeschlossenen 
Unterraum von L!’[0, 1], der nur aus (wesentlich) beschränkten Funktionen besteht. 

Beweis. Sei zunächst p > l. Sei FI ein abgeschlossener Unterraum von LP[Q, 1], der gleich¬ 
zeitig Teilraum von L°°[0, 1 ] ist. Da die kanonische Inklusion joo.p'- L°° [0, 1 ] ^ LP[Q, 1 ] 
stetig ist, ist H = abgeschlossen in L°°[0,1]. Die Identität von (H, || . ||oo) nach 

(H, II . 11^,) ist also eine stetige Bijektion zwischen Banachräumen und folglich ein Isomor¬ 
phismus. Deshalb ist H ein reflexiver Unterraum von L°° [0,1], und der schwach kompakte 
Operator joo.p bildet die schwach kompakte Menge Bh auf eine kompakte Menge ab, denn 
L°°[0, 1 ] hat die Dunford-Pettis-Eigenschaft. Daher ist H endlichdimensional. 

Im Fall p = l betrachte die Inklusionen (H, || . ||oo) ^ (H, || . II 2 ) ^ (H, || . ||i), um 
auch hier auf die Reflexivität von H zu schließen. □ 
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Aufgabe VIII.8.1 Sei X ein topologischer Vektorraum. 

(a) Ist O C V offen, so auch die konvexe Hülle von O. 

(b) Zeigen Sie ohne Benutzung von Netzen; Ist C C A konvex, so auch der Abschluss C. 

Aufgabe VIII.8.2 Sei X ein normierter Raum. Die Einheitssphäre Sx liegt dann a{X,X')- 
dicht in der Einheitskugel Bx, falls X unendlichdimensional ist. 

Aufgabe VIII.8.3 Ein Beispiel für einen nicht lokalkonvexen topologischen Vektorraum: 
Betrachten Sie zu 0 < p < 1 den Vektorraum WIO, 1], der wie üblich definiert ist. Man 
setze 

d{f,g):= [ \f(t)-g(t)\Pdt. 

Jo 


(a) d definiert eine Metrik auf Zy^[0,1]. 

(b) Mit dieser Metrik versehen wird LF{Q, 1] zu einem topologischen Vektorraum. 
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(c) Sei y C i^[0,1] eine offene konvexe Nnllumgebung. Dann ist V = D’[0,1]. 

(Hinweis: Wähle e > 0 mit {/: d(f,0) < e} C k. Sei/ e L^IQ, 1]. Betrachten Sie 
nun für großes n eine Zerlegnng von [0,1] in n Intervalle /i,..., und die Funktionen 
gj ■= nxi/-) 

(d) Zeigen Sie, dass/ 0 das einzige stetige lineare Funktional auf ^”[0,1] für p < l ist. 

Aufgabe VIII.8.4 Sei X ein Vektorraum und P die Menge aller Halbnormen auf X. {X, Xp) 
ist dann ein lokalkonvexer Raum, und es gelten: 

(a) {X, Xp) ist ein Hausdorffraum. 

(b) Alle linearen Abbildungen in einen weiteren lokalkonvexen Raum Y sind stetig. 

(c) Jeder Unterraum ist abgeschlossen. 

Aufgabe VIII.8.5 

(a) Auf M" stimmt jede lokalkonvexe Hausdorfftopologie mit der Normtopologie überein. 

(b) Ein endlichdimensionaler Unterraum eines lokalkonvexen Hausdorffraums ist abge¬ 
schlossen. 

Aufgabe VIII.8.6 Sei X ein lokalkonvexer Vektorraum. Eine Teilmenge B C X heißt be¬ 
schränkt, wenn es zu jeder Nullumgebung U ein a > 0 gibt mit B C all. (Was sind die in 
diesem Sinn beschränkten Teilmengen eines normierten Raums?) Eolgende Bedingungen 
sind dann äquivalent: 

(i) B ist beschränkt. 

(ii) Für jede Folge (x„) in B und jede Nullfolge (a„) in K ist (a„x„) eine Nullfolge in X. 

(Bemerkung: Kolmogorov hat gezeigt, dass die Topologie eines lokalkonvexen Haus¬ 
dorffraums genau dann von einer einzigen Norm erzeugt werden kann, wenn es eine 
beschränkte Nullumgebung gibt {Kolmogorovsches Normierbarkeitskriterium).) 

Aufgabe VIII.8.7 Man betrachte den Schwartzraum yiß,). 

(a) Der Ableitungsoperator D^\ y(R) ^(K), <p ist stetig. 

(b) Sei g e c5^(]R). Dann ist der Faltungsoperator Q: .5^(K), 

(Cg(p)(x) = {g * <p)(x) = / (p(y)g(x-y)dy 

Jr 

stetig. 

Aufgabe VIII.8.8 Überprüfen Sie die folgenden Funktionale und Operatoren des 
Schwartzraums ,5^(R) auf Wohldefiniertheit und Stetigkeit: 



VIII.8 Aufgaben 


485 


(a) T{(p) = f^(p{t)ir{t)dt für i/f e L“(]R). 

(b) T((p) = (p(s) für ^ e K. 

(c) T{(p) = (p ■ Tp- für ip e o5^(]R). 

Aufgabe VIII.8.9 Sei C K kompakt, und betrachten Sie auf ^K(ßP die drei 
Halbnormfamilien 

• P = {po,PuP2, ■ ■ ■} mitp„(^) = sup^g;^ 

• Q= {qo,qi,q 2 ,---} mit q„i(p) = fj,\<p^’‘\x)\dx, 

• R = {ro,ri,r 2 ,...} mit r„(^) = {f^\(p^'''>(x)\^ dx)^^^. 

Zeigen Sie, dass alle drei Familien dieselbe Topologie erzeugen. 

Aufgabe VIII.8.10 X und Y seien normierte Räume, T: X ^ T sei linear. Dann sind 
äquivalent: 

(i) T ist II . ||-|| . II-stetig. 

(ii) 7’istcr(A,A')-CT(T,r)-stetig. 

(Hinweis: Satz von Banach-Steinhaus!) 

Aufgabe VIII.8.11 X und Y seien normierte Räume, und es sei T e L(Y',X'). Genau dann 
ist T (t(Y', T)-CT(Z',Z)-stetig, wenn S e L{X, Y) mit S = T existiert. 

(Tipp: SatzVIII.3.6.) 

Aufgabe VIII.8.12 X und Y seien normierte Räume, und es sei T e L{X, Y). Genau 
dann ist T a(X,X')-\\ . ||-stetig, wenn T einen endlichdimensionalen Bildraum hat. Warum 
widerspricht dieses Resultat nicht Aufgabe III.6.17(b)? 

(Hinweis: Beweis von Lemma VIII.3. 3.) 

Aufgabe VIII.8.13 Seien X und Y Banachräume und T e L{X, Y). Dann sind äquiva¬ 
lent: 

(i) T ist kompakt. 

(ii) rig^p.By X' ist cr(r, T)-|| . ||-stetig. 

Aufgabe VIII.8.14 Verschwinden -Funktionen im Unendlichen? 

Auf L^(R) betrachte man zu t e K die Operatoren 7), definiert durch Tt(p(s) = (p(t + s) fast 
überall. Untersuchen Sie, ob lim,^oo Tt existiert 

(a) in der Operatornormtopologie, 

(b) in der starken Operatortopologie, 

(c) in der schwachen Operatortopologie. 
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Aufgabe VIII.8.15 Betrachten Sie die durch Xn = y/ncn definierte Folge (x„) in l^. Zeigen 
Sie, dass 0 im schwachen Abschluss der Menge der liegt, aber dass keine Teilfolge von 
{Xn) schwach gegen 0 konvergiert. 

Aufgabe VIII.8.16 (Metrisierbarkeit lokalkonvexer Topologien) 

(a) Die Halbnormfamilie P = {p\,p 2 , ■ ■ ■] erzeuge die Topologie des lokalkonvexen 
Hausdorffraums X. Zeigen Sie, dass durch 



eine Metrik definiert wird, die dieselbe Topologie erzeugt. 

(Hinweis: Zeigen Sie zunächst a/(l + a) < b/{l + b) für 0 < a < b.) 

(b) Ist ein lokalkonvexer Raum metrisierbar, so kann seine Topologie von einer abzählba¬ 
ren Halbnormfamilie erzeugt werden. 

(Hinweis: Imitieren Sie den Beweis von Satz VIII. 1.5 für eine abzählbare Nullumge¬ 
bungsbasis.) 

(c) Eine schwache Topologie cj(X, Y) ist genau dann metrisierbar, wenn Y eine höchstens 
abzählbare Vektorraumbasis besitzt. 

(d) Ist X ein unendlichdimensionaler Banachraum, so ist weder die schwache Topologie 
auf X noch die schwach*-Topologie auf X' metrisierbar. 

(Hinweis: Aufgabe IV.8. 2.) 

Aufgabe VIII.8.17 

(a) Sei X ein normierter Raum, und U C A sei ein dichter Unterraum. Dann stimmt auf 
beschränkten Teilmengen von X' die ct(A', A)-Topologie mit der a{X', U)-Topologie 
überein. 

(b) Auf B^oo stimmt die er(€“, f^)-Topologie mit der Topologie der punktweisen (= 
koordinatenweisen) Konvergenz überein. 

(c) Ist X ein separabler normierter Raum, so ist die schwach*-Topologie auf Bx' metrisier¬ 
bar. 

(Hinweis: d(x',y') = ^2“"|(V -y'){xn)\ für geeignete x„.) 

(d) Mit Hilfe von (c) und dem Satz von Alaoglu löse man erneut Aufgabe III.6.19. 

Aufgabe VIII.8.18 Sei X ein separabler Banachraum, und sei A C X' eine schwach*- 
kompakte Teilmenge. Dann ist (A,cr(A',A)) (linear-) homöomorph zu einer norm¬ 
kompakten Teilmenge eines Hilbertraums. Anleitung: Sei (x,,) C Sx eine dichte Folge; 
setze T: ^ X, {a„) h-)- 2“"a„x„. Zeigen Sie, dass T kompakt ist, und benutzen Sie 

Aufgabe VIII.8.13, um zu schließen, dass (A,a(X',X)) und {T'{A), || . II 2 ) homöomorph 
sind. 
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Aufgabe VIII.8.19 

(a) C[0,1] istcr(L“[0, l])-dicht in L“[0, 1], 

(b) L'[0,1] ist ct(M[ 0, 1],C[0, l])-dicht in M[0,1]. (Hier ist/ e L'[0, 1] mit/Jl e 
M[0,1] zu identifizieren.) 

Aufgabe VIII.8.20 

(a) (X, Y) sei ein duales Paar, und es sei A C X. Dann gilt A°°° = A°. 

(b) X sei normiert; betrachten Sie das duale Paar (X,X'). Dann gelten = Bx' und B^, = 
Bx- Für jeden Unterraum U von A gilt U° = U-^ = {/: / | = 0). 

Aufgabe VIII.8.21 Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist ßr® kompakt in der 
schwachen Operatortopologie. 

(Tipp: Versuchen Sie den Beweis des Satzes von Alaoglu zu imitieren!) 

Aufgabe VIII.8.22 (Satz von Mackey-Arens) 

Sei (£, F) ein duales Paar. Eine lokalkonvexe Topologie t auf E heißt mit der Dualität 
dieses dualen Paares verträglich, falls, nach kanonischer Identifizierung, (£r)' = F gilt. Die 
von den Halbnormen Pk(x) = sup^g^j- wo K C F (t(F’, £)-kompakt und konvex ist, 

induzierte lokalkonvexe Topologie auf E wird Mackey-Topologie genannt; Bezeichnung 
ß(E, F). Ziel der Aufgabe ist der Satz von Mackey-Arens: 

• Eine lokalkonvexe Topologie r auf E ist genau dann mit der Dualität von (E, F) 
verträglich, wenn a{E,F) C t C ix(E,F) gilt. 

(a) if := {B°: B C F konvex und ct(F,£')- kompakt} bildet eine /x(£, F)-Nullumgebungs- 
basis. 

(b) Sei £: E -> K linear und /x(£’, F)-stetig. Dann existiert eine absolutkonvexe und 
er (F, £)-kompakte Menge K C F mit 

\l(x)\ < sup I {x,y) I Vx e E. 

yeK 

(c) Mit den Bezeichnungen von (b) gilt l e K bei kanonischer Inklusion F C E* := {(p: 
£■ —> K: (/) linear}. 

(Hinweis: Arbeiten Sie mit dem dualen Paar (E, E*) und verwenden Sie den Satz von 
Hahn-Banach.) 

(d) Zeigen Sie iEf,(E,F)y = F. 

(e) Gelte (Et,)' = F, und sei U eine abgeschlossene konvexe r-Nullumgebung. Dann ist 
U e ii (siehe Teil (a)). 

(Hinweis: Betrachten Sie U°.) 

(f) Beweisen Sie den Satz von Mackey-Arens. 
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(g) Sei E ein Banachraum, und betrachten Sie das duale Paar (£, E'). Was ist die Mackey- 
Topologie ßiE,E')7 

Aufgabe VIII.8.23 (Lemma von Farkas) 

Sei X ein reeller lokalkonvexer Raum, und seien xf ,x'^,... e Z'. Es gelte 


x'i(x) >0, ... ,xfjx) > 0 x'(x) > 0 


für alle x e X. Zeigen Sie, dass Skalare aj > 0 mitZ = Ylj=i ‘^jx'j existieren. 

(Tipp: Betrachten Sie die Menge C all dieser Linearkombinationen und zeigen Sie mit dem 
Satz von Hahn-Banach, dass x' e C gilt; beachten Sie noch Aufgabe VIII.8. 5.) 

Aufgabe VIII.8.24 Es sei K eine kompakte konvexe nichtleere Teilmenge eines lokal¬ 
konvexen Hausdorffraums X. Mit A{K) bezeichne man den Banachraum (!) aller affinen 
stetigen reellwertigen Funktionen auf K, versehen mit der Supremumsnorm. [Eine Funk¬ 
tion .x:: K K heißt affin, falls x:(A.pi- i-(1-A)p2 ) = iLx(pi)-i-(l-l)jii:(p 2 ) für allepi,p 2 e K, 
0 < k < 1 gilt.] Man definiere 8p(x) = x(p). 

(a) K := {8p'. p & K] ist eine schwach*-kompakte konvexe Teilmenge von A(Z)'. 

(b) Z={y eA(Z)':x'(l) = l = ||V||}. 

(Hinweis: Satz von Hahn-Banach!) 

(c) Schließen Sie, dass es für jedes reguläre Boreiwahrscheinlichkeitsmaß p auf K einen 
eindeutig bestimmten Punkt p e K mit 



Vf e Z' 


gibt, (p heißt der Schwerpunkt von p. [Warum wohl?]) 

Aufgabe VIII.8.25 Sei d der Raum der abbrechenden Folgen, versehen mit der Supre¬ 
mumsnorm. d ist also dicht in cq, und d' = (cq)' = f*. Betrachten Sie den Unterraum 
U = {(sn)' = 0} von Dann ist ßj/er)-abgeschlossen, aber {/ist es nicht. 

Man kann also auf die Vollständigkeit beim Satz von Rrein-Shmulyan nicht verzichten. 

Aufgabe VIII.8.26 Es sei K eine konvexe Teilmenge eines Vektorraums und x e K. 

(a) Sei E eine konvexe Teilmenge von K. Wenn F eine Seite ist, ist Z \ F konvex. 

(b) Die Umkehrung gilt nicht. 

(c) X e ex K genau dann, wenn Z\(x:} konvex ist. 

Aufgabe VIII.8.27 

(a) Zeigen Sie Bx = cö exBx (Normabschluss) für Z = f' und X = £°°. Folgt das aus dem 
Satz von Krein-Milman? 
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(b) Zeigen Sie, dass exß^ für X = = (£')' schwach*-abgeschlossen, jedoch für X = 

L°“[0,1] = (i*[0,1])' schwach*-dicht in Bx ist. 

Aufgabe VIII.8.28 Sei H ein Hilbertraum. 

(a) {T e L{H): T oder T* ist Isometrie} C exß/,(H). 

(b) exBx{H) = 0^ falls H unendlichdimensional ist. 

(Hinweis: Satz VI.3. 6.) 

Aufgabe VIII.8.29 Es sei (^2, E, /x) ein Maßraum. Eine Teilmenge A e E heißt Atom, 
falls für B C A, B e E, entweder ß(B) = 0 oder /x(A \ ß) = 0 ist. Zeigen Sie 

exß£i(^) = Atom, 0 < /x(A) < oo, lal = l//x(A)}. 

Aufgabe VIII.8.30 Sei X ein reflexiver Banachraum, K C X konvex, beschränkt und 
abgeschlossen. Dann gilt A = cö"" ex K. 

Aufgabe VIII.8.31 Sei Ä" C beschränkt, abgeschlossen und konvex. Dann ist exK 
abgeschlossen. Gilt dies auch im 

Aufgabe VIII.8.32 Sei X ein normierter Raum und Y C X ein Unterraum. Sei y' e ex By/ ■ 
Dann existiert V e ex Bx' mit V | j, = /. 

(Tipp: Betrachten Sie die Menge aller Hahn-Banach-Eortsetzungen!) 

Aufgabe VIII.8.33 Sei K eine kompakte konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Haus¬ 
dorffraums X. Eine Teilmenge E C K heißt extremal, wenn sie die eine Seite definierende 
Bedingung erfüllt; sie braucht nicht konvex zu sein. Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene 
extremale Teilmenge von K einen Extremalpunkt von K enthält. 

(Hinweis: Imitieren Sie den Beweis von Teil (a) des Satzes von Krein-Milman.) 

Aufgabe VIII.8.34 (Bauersches Maximumprinzip) 

Sei K eine kompakte konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Hausdorffraums X. Dann 
nimmt jede stetige konvexe Eunktion/: Ä" —M ihr Supremum an einem Extremalpunkt 
von K an. [Eine Funktion/: A" —R heißt konvex, falls/(kA:i H- (1 - A.)x 2 ) < k/(xi) -i- (1 - 
^)/fe) für alle X\,X 2 & K,Q < k < 1 gilt.] 

(Tipp: Betrachten Sie {x e K:f{x) = sup/(Ä')} und verwenden Sie Aufgabe VII1.8. 33.) 
Aufgabe VIII.8.35 Definieren folgende Abbildungsvorschriften Distributionen T e 


(a) n = {{),l),Tq> = YZ2V^''\\y 

(b) n = ^,Ttp = YZx 
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(c) ^2 = (p (cos a, sin a) da. 

(d) Gibt es eine Distribution S € ^'(K), die T aus (a) fortsetzt (man beachte ^(0,1) C 
^(R))? Widerspricht das dem Satz von Hahn-Banach? 


Aufgabe VIII.8.36 Zeigen Sie, dass durch den Cauchyschen Hauptwert 


/■“ w(x) 

T(p = CH- / — dx 


;= lim f 


eine Distribution T e ^'(R) definiert wird. Ist T regulär? 


Aufgabe VIII.8.37 (Multiplikation von Funktionen und Distributionen) 


(a) Sei ^2 C R" offen. Ist/ e C“(f2) und T e ^'(^), so setze (JT)(<p) = T(f<p) für 
(p € ^(Q). Zeigen Sie, dass/T eine Distribution ist. 

(b) Im Fall n = 1 gilt die Produktregel (/T)' =fT +jT'. 

(c) Welche/ e C“(R) erfüllen/S' = 0, und welche erfüllen/S" = 0? 


(Bemerkung: L. Schwartz hat gezeigt, dass das Produkt von zwei beliebigen Distributionen 
nicht auf sinnvolle Weise erklärt werden kann; siehe C. R. Acad. Sc. Paris 239 (1954) 
847-848.) 

Aufgabe VIII.8.38 Definieren Sie eine Funktion/: R^ ^ R durch/(x) = -^\x\^^ für 
X / 0 und/(0) = 0. Zeigen Sie / e Ljgj^(R^) und A7} = ^ im Distributionensinn. 

(Hinweis: Tf(A(p) = limg^o und Greensche Formel (= partielle 

Integration).) 

Aufgabe VIII.8.39 


(a) Sei /: R" —> C eine messbare Funktion, die für geeignete Konstanten A € N und 
c > 0 einer Abschätzung \f(x)\ < c(l -i- |x|^) für alle x € R" genügt. (Solch eine 
Funktion heißt langsam wachsend.) Dann ist Tf eine temperierte Distribution. 

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion x i->- e* cos(e^) (x € R) eine temperierte Distribution 
definiert (wie?), x e* aber nicht. 


Aufgabe VIII.8.40 Für eine Folge (M„) positiver reeller Zahlen und eine Folge (m„) 
nichtnegativer ganzer Zahlen definiere man eine Halhnorm auf ^(R) durch 

OO / rUfi 

q(MMmn)iV) = sup ^|^®(x)| 

«=1 ^ k=ü 

Dann erzeugt das System Q all dieser Halbnormen die Topologie von ^(R). 

Anleitung: Dass Tg gröber ist, ist einfach. Umgekehrt ist eine auf allen &k{^) stetige Halb¬ 
norm p durch endlich viele q e Q abzuschätzen. Dazu arbeite man mit einer Zerlegung 
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der Eins, das sind e mit <?« = 1, 0 < ^„ < 1, so dass supp((p„) C {x: 

n - l < |a:| <n+l}. 

Aufgabe VIII.8.41 (Lokale Darstellbarkeit von Distributionen) 

(a) Sei T e Sl'iM). Zu jeder kompakten Menge K C M. gibt es eine Funktion/ e C(M) 
und eine Zahl k e Nq, so dass 

T<P= [ fix)^ix)dx V(p e mm- (VIII.14) 

Js. dx 

Kurz: Jede Distribution kann lokal durch mehrfaches Ableiten einer stetigen Funktion 
gewonnen werden. 

(Anleitung: Setze D := Wähle m so, dass \T(p\ < Cmax{|D'V(Jc)|: .r € K, n < 
m] für ^ e ^a:(K)- Zeigen Sie dann \Tq)\ < C und setzen Sie das auf 

durch \-^ T(p erklärte Funktional auf L}{K) fort. Beachten Sie 

noch {L\K))' = L“(K).) 

(b) Betrachten Sie T e .^'(M), Tq) = Zeigen Sie, dass es nicht möglich ist, 

für T eine Darstellung (Vin.l4) anzugeben, die für alle (p e ^(W) gilt. 

(c) Untersuchen Sie, ob es für T e m'(K) eine Darstellung (VIII.14) gibt, die für alle 
(p e m(R) gilt. 

Aufgabe VIII.8.42 (Distributionen mit kompaktem Träger) 

(a) Man sagt, eine Distribution T e ^'(f2) habe kompakten Träger, falls es ein Kompak- 
tum K (Z ^ gibt, so dass Tcp = 0 gilt, falls supp(^) 0^ = 0. Sei/ e C(f2). Dann hat 
die reguläre Distribution Tf kompakten Träger genau dann, wenn/ kompakten Träger 
hat. 

(b) ^(Q) liegt dicht in </(^2). (^(f2) wurde in Beispiel VIII.l(c) erklärt.) 

(c) T e hat genau dann kompakten Träger, wenn T stetig bezüglich der Topologie 

von ist. 

(d) Es gibt einen Isomorphismus zwischen '(f2) und { T e T hat kompakten 

Träger}. 

(e) Es gilt ^'(K") C m'{W) in natürlicher Weise. 

Aufgabe VIII.8.43 Jede schwach kompakte Teilmenge von L°°[0,1] ist norm-separabel. 

(Hinweis: Benutzen Sie, dass L“[0,1] der Dualraum eines separablen Raums ist; zeigen 

Sie zuerst die schwache Separabilität.) 

Aufgabe VIII.8.44 

(a) Ist X schwach folgenvollständig und U C X ein abgeschlossener Unterraum, so ist 
auch U schwach folgenvollständig. 

(b) Co ist nicht isomorph zu einem abgeschlossenen Unterraum von [0,1]. 
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Aufgabe VIII.8.45 Eine Teilmenge A eines Banachraums ist genau dann relativ schwach 
kompakt, wenn für jede Folge {a„) in A der Schnitt p|^ cö{aic'. k > n} nicht leer ist. 
(Hinweis: Für eine Richtung verwende man die Whitleysche Konstruktion, für die andere 
beachte man Korollar in.3. 9.) 

Aufgabe VIII.8.46 (Shmulyan) 

Eine abgeschlossene konvexe Teilmenge C eines Banachraums ist genau dann schwach 
kompakt, wenn für jede absteigende Folge C D Ci D C 2 D ■ ■ ■ abgeschlossener konvexer 
nichtleerer Teilmengen p|^ C„ ^ 0 gilt. 

(Verwenden Sie Aufgabe VIII. 8.45.) 

Aufgabe VIII.8.47 Eine Teilmenge H C L*[0,1] ist genau dann gleichgradig integrier¬ 
bar, wenn {\h\: h e H} gleichgradig integrierbar ist. 

(Hinweis: Zerlegen Sie h in Real- und Imaginärteil und letztere in Positiv- und Negativ¬ 
teil.) 

Aufgabe VIII.8.48 Sei fx, ein endliches Maß. Eine Teilmenge H <Z L} (/x) ist genau dann 
beschränkt und gleichgradig integrierbar, wenn 

sup / \h\ dß 0 

h€H J[\h\>K} 

für K —>■ 00 . 

Aufgabe VIII.8.49 

(a) Sei g e L^[0,1]. Zeigen Sie, dass {/; e L'[0,1]: \h\ < g} gleichgradig integrierbar ist. 

(b) Sei p > l. Zeigen Sie, dass {ä G L'[0,1]: fg dt <1} gleichgradig integrierbar 
ist. 

Aufgabe VIII.8.50 Jeder schwach kompakte Operator von cq in einen Banachraum Y ist 
kompakt. 

Aufgabe VIII.8.51 Sei X ein Banachraum und K ein kompakter Hausdorffraum. 

(a) Es besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen stetigen linearen Operatoren T: 
X C(K) und Funktionen r: K ^ X', die er(A',A)-stetig sind, gemäß 

{r(k),x) = (Tx)(k). 

(b) T ist genau dann schwach kompakt, wenn r er(Z',A")-stetig ist. 

(c) T ist genau dann kompakt, wenn r norm-stetig ist. 

Aufgabe VIII.8.52 Für Banachräume X und Y ist V{X, Y) ein abgeschlossener Unterraum 
von L(X, Y). 
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Aufgabe VIII.8.53 Wenn X die Dunford-Pettis-Eigenschaft hat, hat auch jeder komple¬ 
mentierte Unterraum die Dunford-Pettis-Eigenschaft. 

Aufgabe VIII.8.54 Hat K{£^) die Dunford-Pettis-Eigenschaft? 

Aufgabe VIII.8.55 Jeder schwach kompakte Operator von C(K) in einen Banachraum Y 
ist strikt singulär. 

(Strikt singuläre Operatoren wurden in Aufgabe IV.8.29 definiert. Argumentieren Sie wie 
beiSatzVIII.7.14.) 

Aufgabe VIII.8.56 

(a) Die f Esumme A = 0j i^(n) hat die Schur-Eigenschaft. (Diese direkte Summe wurde 
in Aufgabe 11.5.30 eingeführt.) 

(b) Der Dualraum von X enthält eine komplementierte Kopie von £?. 

(Anleitung. Der Dualraum von X ist X! = 0^^ £^(n). - Zu y = (äi, S 2 , ^ 3 ,...) e be¬ 
trachte man y„ = (si,..., j„) G f^(n) sowie das Element y = (y„) von 0^^ £^(n). Die 
lineare Abbildung y y von nach X' ist isometrisch; ihr Bild Y ist also zu £} iso¬ 
metrisch isomorph. - Um eine Projektion von X! auf Y zu definieren, benötigt man die 
nicht konstruktive Methode der universellen Teilnetze (siehe Anhang B. 2) oder alter¬ 
nativ der freien Ultrafilter. Sei (n,),g/ ein universelles Teilnetz der Folge (1,2,3,...); 
siehe LemmaB.2. 8. Sei z = (z„) ein Element von X! mit Norm sup„ ||z«||f 2 („) < X. 
(Zn) kann als Folge in der schwach kompakten Menge A = {z e £^: ||z|| < 1} auf¬ 
gefasst werden. Nach Satz B.2.9 ist das Netz (Zni)iei schwach konvergent, etwa gegen 
y = lim, Zn. e Sei y wie oben; dann ist die Abbildung z i-)- y die gesuchte lineare (!) 
Projektion; sie ist von X unabhängig.) 

(c) Die Umkehrung von Korollar VIII.7.8 gilt nicht. 


VIII.9 Bemerkungen und Ausblicke 

Die „offizielle“ Definition eines lokalkonvexen Raums taucht zuerst bei von Neumann 
{Trans. Amer. Math. Soc. 37 (1935) 1-20) auf; er geht von einem System il mit den Eigen¬ 
schaften (l)-(7) aus Abschn. VIII. 1 aus und zeigt die äquivalente Beschreibung mittels 
Halbnormen. Bereits vorher {Math. Ann. 102 (1929) 370^27) hatte er die schwache Topo¬ 
logie eines Hilbertraums H studiert, mit Hilfe des Beispiels von S. 433 gezeigt, dass Folgen 
in diesem Kontext inadäquat sind, und die starke und schwache Operatortopologie auf 
L{H) eingeführt. Kurz darauf beobachtete Wehausen {Duke Math. J. 4 (1938) 157-169), 
dass auch für lokalkonvexe Räume der Satz von Hahn-Banach zur Verfügung steht. 

Die eigentliche Theorie der lokalkonvexen Räume wurde zwischen 1935 und 1955 
von J. Dieudonne, A. Grothendieck, G. Köthe und L. Schwartz entwickelt. Sie setzten 
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sich das Ziel, die für die Analysis relevanten Räume zu untersuchen und ihre struk¬ 
turell wesentlichen Eigenschaften herauszustellen. Eine auch heute noch lesenswerte 
Zusammenstellung der Resultate aus dieser Epoche findet sich in Dieudonnes Artikel 
in Bull. Amer. Math. Soc. 59 (1953) 495-512. Hier wollen wir nur kurz auf einige die 
Distributionentheorie betreffende Ergebnisse eingehen. 

Sei (X, Xp) ein lokalkonvexer Raum. Er wird vollständig genannt, wenn jedes Cauchy- 
netz (das ist ein Netz (jc,), das 

Vp e R Ve > 0 3/o e I ^ij > io p{xi-Xj) < e 

erfüllt) konvergiert. In diesem Sinn ist ^(Q) vollständig, was einen Hinweis darauf gibt, 
dass die auf betrachtete Topologie die ,gichtige“ ist. Ist F abzählbar, so ist X gemäß 
Aufgabe VIII.8.16 metrisierbar, und X ist genau dann vollständig, wenn X mit der dort 
betrachteten Metrik d als metrischer Raum vollständig ist, und das wiederum ist äquiva¬ 
lent dazu, dass jede Metrik d, die die Topologie erzeugt und translationsinvariant ist (d. h. 
d(x,y) = d{x+z,y+z) für a\lex,y,z e X), vollständig ist. In diesem Fall nennt man A einen 
Frechetraum\ Beispiele für Frecheträume sind die Räume o 5^(]R") und (^(f^). Da 

in Frecheträumen nach Satz IV. 1.1 der Bairesche Kategoriensatz gilt, überrascht es nicht, 
dass die Sätze aus Kap. IV, insbesondere der Satz von der offenen Abbildung und der Satz 
vom abgeschlossenen Graphen, auch für diese Räume gültig sind. Korollar IV.2.5 kann 
man leicht auf eine noch größere Klasse von lokalkonvexen Räumen ausdehnen, die wie 
folgt erklärt ist. Nach Bourbaki wird eine abgeschlossene absorbierende absolutkonvexe 
Teilmenge eines lokalkonvexen Raums X eine Tonne genannt, und X heißt tonneliert, falls 
jede Tonne eine Nullumgebung ist. Der Bairesche Kategoriensatz liefert unmittelbar, dass 
jeder Frechetraum tonneliert ist, und es ist nicht schwer, folgenden Satz zu zeigen. 

• Ist X tonneliert und ist {l„) eine Folge von stetigen linearen Funktionalen auf X, 
die punktweise gegen das lineare Funktional l konvergiert, so ist auch i stetig. 

(Der Beweis ergibt sich daraus, dass V := l^nWI — s} eine Tonne ist und \lix)\ < e 

für X e V gilt.) Die Nützlichkeit dieses Satzes liegt nun darin, dass z. B. I^(Q) tonneliert 
ist, ohne ein Frechetraum zu sein. 

Um Ersteres einzusehen, beschreiben wir die Topologie von erneut von einem 

abstrakten Standpunkt aus. Die Topologie von &{Q) war ja aus denen aller &k(S^) „zu¬ 
sammengesetzt“; man überlegt sich nun, dass man dieselbe Topologie erhält, wenn man 
statt aller ^k(^) irgendeine Folge von kompakten Teilmengen von mit Ki C intK 2 C 
K 2 <Z ... C ^ und Km = betrachtet und nur die X^ (ß) auswählt. Abs¬ 

trakt gesehen, liegt nun folgende Situation vor. Gegeben ist ein Vektorraum X (= ^iP)) 
und eine aufsteigende Folge von Untervektorräumen (Z^) mit Jedes X^ trägt 

eine lokalkonvexe Topologie r^, so dass die Relativtopologie von Xm+i auf X^ stets mit 
übereinstimmt. Dann generiert die Menge P aller Halbnormen p auf X, für die p\^ stets 
r,„-stetig ist, eine lokalkonvexe Topologie auf X, die die Topologie des strikten induktiven 
Limes genannt wird. Für diese Topologie gilt Lemma VIII.5.1 entsprechend. Sind alle X,„ 
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Frecheträume, so nennt man X einen strikten (LF)-Raum. Diese Konstruktion stammt von 
Dieudonne und Schwartz (Ann. Inst. Fourier 1 (1950) 61-101), die zeigen, dass ein strik¬ 
ter (LF)-Raum praktisch alle Eigenschaften eines Frechetraums besitzt, ohne selbst einer 
zu sein. Insbesondere ist ein strikter (LF)-Raum ebenfalls tonneliert, und deshalb gilt: 

• Der Limes einer punktweise konvergenten Folge von Distributionen ist eine 
Distribution. 

Diese Aussage kann man auch direkt beweisen; sie soll uns hier als Illustration der Prinzi¬ 
pien der allgemeinen lokalkonvexen Theorie dienen, die detailliert z. B. bei Köthe [1966, 
1979], Treves [1967] oder Meise/Vogt [1992]^ beschrieben ist. 

Die wohl profundeste Aussage der Distributionentheorie ist der Kernsatz von Schwartz, 
der folgendes besagt. 

• Sei B: &{Q) x C eine partiell stetige Bilinearform. Dann existiert eine 

Distribution K e x f2) mit 

B((p,-^) = K((p ■^) V(p,\j/ e 

Dabei ist {(p 0 ^)(x,y) = (p{x)i}fiy). 

Ein analoger Satz gilt für temperierte Distributionen. 

Bevor wir auf die Bedeutung dieses Satzes zu sprechen kommen, soll seine Stellung 
in der lokalkonvexen Theorie kommentiert werden. Grothendieck (,JProduits tensoriels 
topologiques et espaces nucleaires“, Mem. Amer. Math. Soc. 16 (1955)) ist es nämlich 
gelungen, eine Eigenschaft des Raums ^(Q), Nuklearität genannt, zu isolieren, die er als 
für die Gültigkeit des Kernsatzes entscheidend erkannt hat. Diese ist so definiert. Sei p 
eine stetige Halbnorm auf einem lokalkonvexen Raum X. Auf dem Quotientenvektorraum 
X/ker(p) induziert p eine Norm, und wir betrachten die Vervollständigung Xp dieses nor¬ 
mierten Raums. Ist ^ > p eine weitere stetige Halbnorm, so kann ein kanonischer Operator 
^q,p '■ Xg Xp als stetige Eortsetzung der Abbildung 

X + ker(q) i->- x + ker(p) 

definiert werden. (X, tp) wird nuklear genannt, wenn für alle p e P eine Halbnorm 
q ^ P, q > P, existiert, so dass Igp ein nuklearer Operator (Definition VI.5.1) zwi¬ 
schen den Banachräumen Xq und Xp ist. Beispiele nuklearer Räume sind ^(f2), o5^(]R"), 
^{Q,) und ihre Dualräume (mit der schwach*-Topologie). Die Eigenschaften nuklearer 
Räume lassen diese den endlichdimensionalen Räumen weit ähnlicher erscheinen, als es 
etwa die Hilberträume sind; z. B. sind in vollständigen nuklearen Räumen beschränkte 


^Das Material zu lokalkonvexen Räumen ist in der gedruckten Fassung der 2. Auflage von 2011 
nicht mehr enthalten, aber online frei verfügbar. 
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(Aufgabe VIII.8.6) abgeschlossene Mengen kompakt. Einen Beweis des Kernsatzes von 
diesem abstrakten Standpunkt aus findet man etwa bei Treves [1967], direktere Argumente 
geben Dieudonne [1982] und Hörmander [1990]. 

Seien X und Y lokalkonvexe Funktionenräume auf so dass die kanonischen Einbet¬ 
tungen von ^{Q.) nach X und von Y nach Si'iYl) (mit der schwach*-Topologie) stetig sind. 
Ist u. X Y ein stetiger Operator, so induziert u einen stetigen Operator v: —>■ 

X ^ Y ^ ^'(Q) und weiter eine partiell stetige Bilinearform B: (cp, i/f) i->- (v(^))(i/f). 
Nach dem Kernsatz kann B durch eine Kerndistribution K dargestellt werden. Ist z. B. 
X = Y = L^(]R) und u ein Hilbert-Schmidt-Operator mit L^-Kern k (vgl. Satz VI.6. 3), so ist 
K nichts anderes als die zu k gehörige reguläre Distribution. Will man aber den identischen 
Operator auf L^(R) als Integraloperator mit einem Kern darstellen, scheitert man; der Kern 
ist nun eine „3-Funktion auf der Diagonalen“, nämlich die Distribution 




Der Kernsatz gestattet es also, praktisch alle Operatoren zwischen Funktionenräumen als 
Kernoperatoren mit Distributionskernen darzustellen. 

Solche Kerne tauchen in den Anwendungen oft als Greensche Funktionen für Diffe¬ 
rentialgleichungen auf. Mit dem Kernsatz hat man in der Regel als erstes einen Existenz¬ 
satz für „Greensche Distributionen“, durch weitere Analysen kann man dann versuchen 
zu zeigen, dass eine solche Distribution außerhalb der Diagonalen eine C“-Funktion ist. 
Hier hat sich der Kalkül der Pseudodifferentialoperatoren als sehr hilfreich erwiesen. Für 
Einzelheiten sei auf die Spezialliteratur (etwa Dieudonne [1982, 1983]) verwiesen; einen 
Überblick gibt Dieudonne [1981], S. 252ff. 

Die Greenschen Funktionen sind eng verwandt mit den Grundlösungen für Differen¬ 
tialoperatoren. Ist L ein linearer Differentialoperator mit C“-Koeffizienten auf so 

bezeichnet man eine Distribution £„ mit L{Ea) = Sa als Grundlösung für L im Punkt a. 
Um die Bedeutung dieses Begriffs zu erkennen, betrachte man den adjungierten Operator 
Ü auf Ist (p e ^(K") eine Lösung von L!{(p) = if/, wo if/ e ^(M") vorausgesetzt 

ist, so gilt notwendig 


Eaiif) = EaiL'icp)) = {LEa){(p) = Sa{(p) = q){a). 


(VIII. 15) 


Mit diesem Begriff werden die klassischen Grundlösungen ^ |xü' des Laplaceoperators 
bzw. (47rr)“^/^ exp(-|x|^/4r) des Wärmeleitungsoperators ^ - A auf verallgemeinert 
(vgl. Aufgabe VIII.8.38). Hat L konstante Koeffizienten, kann man mit Hilfe der von 
Schwartz eingeführten Faltung von Distributionen eine (VIII. 15) entsprechende Formel 
zeigen, nämlich 


L{Eq * i/f) = i/r, 


die eine Lösung von L{T) = i/f angibt, aber nur im Distributionensinn. Daher ist es wichtig 
zu wissen, ob ein Differentialoperator Grundlösungen besitzt. Der Satz von Ehrenpreis- 
Malgrange beantwortet diese Frage. 
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• Ist L ^ Q ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten, so besitzt 
L Grundlösungen Ea G 

Dieser Satz wird z. B. in Rudin [1991] bewiesen; an entscheidender Stelle wird der Satz 
von Hahn-Banach benutzt. Tatsächlich gibt es sogar Grundlösungen in 5^', wie von Hör¬ 
mander 1958 und Lojasiewicz 1959 gezeigt wurde. Verschiedene andere Beweismethoden 
werden von Ortner und Wagner in ihrer Note in S. Dierolf, S. Dineen, R Domahski (Hg.), 
Functional Analysis, de Gruyter 1996, S. 343-352, gegenübergestellt; insbesondere brin¬ 
gen sie eine Variante von Königs Beweis (Proc. Amer. Math. Soc. 120 (1994) 1315-1318), 
der eine explizite Formel für eine Grundlösung angibt. Man beachte auch Wagners Note 
in Amer. Math. Monthly 116 (2009) 457-462. 

Gerade wurde bemerkt, dass für einen linearen Differentialoperator L = aaD^“^ 

mit konstanten Koeffizienten die Gleichung L{T) = i/f für i/f e eine Lösung in 

besitzt. Es erhebt sich die Frage, wann jede solche Distributionenlösung eine 
klassische Lösung, d. h. e ^(M") ist. Differentialoperatoren mit dieser Eigenschaft wer¬ 
den hypoelliptisch genannt, sie können mit Hilfe der Nullstellenmenge des assoziierten 
Polynoms P{x) = ^|o,|<m flaJc“ charakterisiert werden (Satz von Hörmander). Beispiele 
solcher Operatoren sind die elliptischen Differentialoperatoren, die durch die Forderung 
'I2\a\=m ^ 0 für X ^ 0 definiert sind, insbesondere der Laplaceoperator. Auch parabo¬ 

lische Operatoren wie der Wärmeleitungsoperator 9/9f - A sind hypoelliptisch; hingegen 
sind der zeitabhängige Schrödingeroperator d/dt-iA oder hyperbolische Operatoren wie 
der Wellenoperator d^/df-A nicht hypoelliptisch. Beim Beweis solcher Regularitätssätze 
spielt das Lemma von Sobolev, Satz V.2.12, eine entscheidende Rolle. Die dort verwende¬ 
ten Sobolevräume lassen sich übrigens jetzt leichter handhaben, denn die VL'”(f2) lassen 
sich als Hilberträume von (regulären) Distributionen auffassen. 

Es sollte noch erwähnt werden, dass Sobolev der erste war, der Distributionen und 
ihre Ableitungen definiert hat; unser Satz VIIL5.4(iii) ist seine Definition {Mat. Sbornik 1 
(1936) 39-72). Jedoch war es Schwartz, der einen allgemein anwendbaren geschmeidigen 
Kalkül entwickelt hat; insbesondere hat er die Räume 5^ und eingeführt und so der 
Fouriertransformation einen vollkommen neuen Aspekt verliehen. Weitere Beiträge von 
ihm sind die Räume § und S', die Faltung und das Tensorprodukt von Distributionen, 
auf die dieser Text nicht eingeht. Geschichte und Vorgeschichte der Distributionentheo¬ 
rie (der Name „Distribution“ stammt übrigens von Schwartz) werden von Lützen [1982] 
analysiert; er schreibt (S. 64): „Thus Sobolev invented distributions, but it was Schwartz 
who created the theory of distributions.“ Weitergehende Darstellungen findet man in 
Schwartz’ klassischer, erstmals 1950/51 erschienener Monographie (Schwartz [1966]) so¬ 
wie bei Rudin [1991], Treves [1967], Hörmander [1990] oder in dem einführenden Text 
von Al-Gwaiz [1992]. 

Im Beispiel des Abschn. VII.l sind wir auf das Phänomen der „verallgemeinerten 
Eigenvektoren“ gestoßen. Die Distributionentheorie und die Theorie der nuklearen Räume 
(siehe oben) gestatten es, die Diagonalisierung eines Operators mittels solcher Elemente 
präzise zu formulieren. Es seien H ein Hilbertraum und T: H D dom(r) —>• H ein dicht 
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definierter symmetrischer Operator, der dom(r) in sich überführt. T besitze eine selbstad- 
jungierte Erweiterung S: H D dom(S) — H. Wir nehmen ferner an, dass X := dom(r) 
eine lokalkonvexe Topologie r trägt, so dass T: {X, r) — (X, r) und die identische Einbet¬ 
tung i: (X, t) ^ (H, II . II) stetig sind. Dann ist H' X' injektiv und schwach*-stetig, 
und wenn man H nach dem Satz von Frechet-Riesz mit H' identifiziert, erhält man In¬ 
klusionen X C H C X'\ man beschreibt diese Situation als Gelfandschen Dreier. Als 
Beispiel denke man an o5^(R) C L^(M) C oder ^(R) C L^(M) C ^'(K) und 

(T(p){t) = t(p{t). Für einen Physiker ist nun klar, dass dieser Operator (5-Funktionen als 
Eigenfunktionen besitzt: T&x = k^A.- Natürlich ist diese Gleichung sinnlos, aber wenn man 
statt T den adjungierten Operator V auf betrachtet, ist T'&x = eine sinnvolle (und 
wahre) Aussage über temperierte Distributionen. In der allgemeinen Situation wird man 
also versucht sein, nicht Eigenvektoren von T, sondern solche von V zu suchen. Ist (X, r) 
nuklear (wie z. B. oder ^), kann man tatsächlich zeigen, dass es ein „vollständiges“ 
System solcher verallgemeinerter Eigenvektoren gibt. 

Um dieses Resultat zu beschreiben, nehmen wir der Einfachheit halber an, die 
selbstadjungierte Erweiterung S von T besitze einen zyklischen Vektor f e Z, d. h. 
lin{^,,...) = H. Es sei E das Spektralmaß von S und /x wie in Satz VII.1.20 das 
endliche positive Maß t); beachte, dass S diesmal unbeschränkt sein darf. Dann gilt 

folgender Satz von Gelfand und Kostyuchenko (siehe GelfandWilenkin [1964], S. 103ff.): 

• Wenn X nuklear ist, existieren für alle k e er (5) verallgemeinerte Eigenvektoren 
x'^ G X', T'xf^ = kxf^, so dass 

{x,y) = / x[{x)x'^(y)dßik) Vx,yeZ, 

Ja(S) 

{Tx,y) = j kx'^{x)x'^(y)dß{k) Vx,y e X. 

Ja(S) 

Schreibt man {x,x'^) für xf^(x), so sind diese Formeln vollkommen denen der Entwicklung 
in eine Orthonormalbasis bzw. der Diagonalisierung eines kompakten selbstadjungierten 
Operators analog: 

OO OO 

{x,y) = '^{x,ek){ek,y). {Tx,y) = y^ kkjx, ek){ek,y). 

k=l k=l 

Es sei jedoch betont, dass die verallgemeinerten Entwicklungsformeln nicht mehr für alle 
Elemente von H gelten, sondern nur noch auf dem kleineren Raum X. Ist T ein elliptischer 
Differentialoperator auf X = kann man sogar zeigen, dass die C“-Funktionen 

sind (Satz von Mautner, Gärding und Browder; siehe Dunford/Schwartz [1963], S. 1709, 
oder Dieudonne [1982], S. 250). 

Alaoglu bewies KorollarVIII.3.12 in Ann. Math. 41 (1940) 252-267, Krein und 
Shmulyan Theorem VIII.3.15 in Ann. Math. 41 (1940) 556-583 und Goldstine die 
Sätze VIII.3.17 und VIII.3.18 in Duke Math. J. 4 (1938) 125-131. Auch der enigmatische 
Bourbaki kündigte 1938 in einer Comptes-Rendus-Note einen Beweis dieser Aussagen 
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(mit Korollar VIII.3.16 statt des Satzes von Krein-Shmulyan) an; seine Beweise wurden 
1942 von Dieudonne (Am. Sei. Ecole Norm. Sup. 59 (1942) 107-139) „avec l’autorisation 
de rauteui^‘ (a.a.O., S. 128) veröffentlicht. Der Beweis des Satzes von Krein-Shmulyan im 
Text folgt einer Idee von Pryce (siehe Day [1973], S. 50). 

Jedoch hatte Banach in seinem Buch (Banach [1932]) bereits Versionen dieser Sätze 
gezeigt. Banach bedient sich aber nicht der schwachen oder schwach*-7bpo/og/e, son¬ 
dern bleibt ganz im Rahmen der schwach oder schwach* konvergenten Folgen, die ja 
ganz naiv definiert werden können (siehe DefinitionIII.3. 6). Daher sind seine Versionen 
von Korollar VIII.3.12 und Satz VIII.3.18 nur für separable Räume formuliert; vgl. die 
Aufgaben III.6.19 und VIII.8.1 7(d) für das Erstere. Bemerkenswerterweise gelingt es ihm 
aber, einen zu Korollar VIII.3.16 äquivalenten Satz für alle Banachräume, ob separabel 
oder nicht, zu beweisen (a.a.O., S. 118-122); dieser ist mit Hilfe eines Ad-hoc-Konzepts 
von „transfiniten Folgen“ formuliert und lautet „Jeder transfmit abgeschlossene Unterraum 
von X' ist regulär abgeschlossen.“ 

Banachs Version von Satz VIII.3.18 besagt, dass ein separabler Banachraum, in dem 
jede beschränkte Folge eine schwach konvergente Teilfolge besitzt, reflexiv ist (a.a.O., 
S. 189). (Die Umkehrung hatten wir in Theorem III.3.7 gezeigt.) Da jedoch Kompaktheit 
und Folgenkompaktheit verschiedene Dinge sind, ist nicht a priori klar, dass Satz VIII.3.18 
dies als Spezialfall enthält. Das ergibt sich jedoch aus dem Satz von Eberlein-Shmulyan. 

Dass schwach kompakte Mengen schwach folgenkompakt sind, wurde von Shmu- 
lyan (Mat. Sbornik 1 (1940) 425-444) bewiesen und die Umkehrung von Eberlein (Proc. 
Nat. Acad. Sei. USA 33 (1947) 51-53). Tatsächlich zeigte Eberlein etwas Allgemeineres: 
Schwache Kompaktheit und abzählbare schwache Kompaktheit sind äquivalent. (Ein to¬ 
pologischer Raum heißt abzählbar kompakt, wenn jede abzählbare offene Überdeckung 
eine endliche Teilüberdeckung besitzt. In T i -Räumen, insbesondere in Hausdorffräumen, 
ist das äquivalent dazu, dass jede abzählbare Teilmenge einen Häufungspunkt besitzt.) Der 
Beweis des Satzes von Eberlein-Shmulyan im Text, der von Whitley stammt (Math. Am. 
172 (1967) 116-118), zeigt auch diese Variante. Vogt (Arch. Math. 95 (2010) 31-34) hat 
die Whitleysche Konstruktion benutzt, um zu zeigen, dass A genau dann relativ schwach 
kompakt ist, wenn für jede Eolge (a„) in A der Schnitt p|^cö[fl<.: k > n] nicht leer ist; 
siehe Aufgabe VIII.8.45. 

Wegen ihrer erstaunlichen Eigenschaften hat man topologischen Räumen, die zu 
schwach kompakten Teilmengen von Banachräumen homöomorph sind, einen eigenen 
Namen gegeben; man nennt sie Eberlein-kompakt. Eng damit zusammenhängend sind die 
schwach kompakt erzeugten Banachräume; ein Banachraum X heißt schwach kompakt 
erzeugt, wenn es eine schwach kompakte Teilmenge A (Z X gibt mit X = linA. Diese 
Raumklasse bildet eine Verallgemeinerung der separablen und der reflexiven Räume. 
Schwach kompakt erzeugten Räumen kommen Eigenschaften zu, die in allgemeinen 
Banachräumen nicht zutreffen, zum Beispiel ist die duale Einheitskugel eines schwach 
kompakt erzeugten Banachraums sogar schwach* folgenkompakt. Ein C(K)-Raum ist 
genau dann schwach kompakt erzeugt, wenn K Eberlein-kompakt ist. Zu schwach 
kompakt erzeugten Räumen siehe zum Beispiel Eabian et al. [2011]. 
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Die Charakterisierung schwach kompakter Teilmengen von Ü durch ihre gleich- 
gradige Integrierbarkeit stammt von Dunford und Pettis {Trans. Amer. Math. Soc. 47 
(1940) 323-392). Sie zeigten auch die Dunford-Pettis-Eigenschaft von L^(ß), natürlich 
ohne diesen Begriff zu verwenden, der von Grothendieck (Canad. J. Math. 5 (1953) 
129-173) eingeführt wurde und auf den die meisten Resultate aus Ahschn. VIII.7 zu¬ 
rückgehen. Von Grothendieck stammt auch das folgende Resultat, das man heute die 
Grothendieck-Eigenschaft von nennt: 

• Eine schwach* konvergente Eolge im Dualraum von L°°{ß) ist schwach konvergent. 

Auch der Raum der beschränkten analytischen Funktionen E[°° und der Operatorraum 
L{1^) besitzen die Grothendieck-Eigenschaft (Bourgain, Studia Math. 75 (1983) 193-216, 
und Pfitzner, Math. Ann. 298 (1994) 349-371). 

Der Ansatz von Dunford und Pettis basiert auf ihrer Darstellung schwach kompak¬ 
ter Operatoren auf L' durch vektorwertige Integrale, sogenannte Bochner-Integrale. Ein 
solcher Operator T: L^{fj.) Y kann nämlich, ähnlich wie ein Funktional, durch ein 
Integral 



dargestellt werden, wobei g: G ^ T eine beschränkte, in einem geeigneten Sinn messbare 
F-wertige Funktion ist. Dieser Darstellungssatz ist bei Diestel/Uhl [1977] beschrieben. 

Der Zusammenhang von gleichgradiger Integrierbarkeit und schwacher Kompakt¬ 
heit ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie von Interesse; zum Beispiel findet man bei 
Kopp [1984] eine funktionalanalytisch inspirierte Herleitung der Martingalkonvergenz¬ 
sätze. Übrigens ist der Spezialfall des Satzes von Alaoglu für A = Co(K), also X' = M{M.), 
als Satz von Helly-Bray in der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt. 

Eine weitere, außerordentlich tiefliegende Charakterisierung schwach kompakter 
Mengen stammt von James (1964). 

• Eine schwach abgeschlossene beschränkte Teilmenge A eines reellen Banach- 
raums ist genau dann schwach kompakt, wenn jedes stetige lineare Funktional sein 
Supremum aufA annimmt. 

In diesem Zusammenhang ist noch der Satz von Bishop-Phelps (1961) erwähnenswert. 

• Sei X ein reeller Banachraum und C G X konvex, beschränkt und abgeschlossen. 
Dann ist die Menge aller stetigen linearen Funktionale, die ihr Supremum auf C 
annehmen, || . \\-dichtinX'. 


Diese Sätze werden in Holmes [1975] bewiesen. 
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Die einfachste Methode, um die schwache Kompaktheit eines Operators zu zeigen, ist, 
ihn über einen reflexiven Raum zu faktorisieren. Dass dies immer möglich ist, ist der 
Inhalt des Satzes von Davis, Figiel, Johnson und Pelczyhski (J. Funct. Anal. 17 (1974) 
311-327): 

• Sei T: X Y schwach kompakt. Dann existieren ein reflexiver Banachraum Z und 
stetige Operatoren Tp. X ^ Z, 72: Z —>■ Y mit T = T 2 T 1 . 

Lima, Nygaard und Oja (Israel J. Math. 119 (2000) 325-348) haben gezeigt, dass man die 
Faktorisierung sogar isometrisch einrichten kann, so dass auch ||r|| = ||72|| ULi || gilt. 

Die Benutzung der schwachen Topologien eröffnet einen neuen Blick auf den Satz vom 
abgeschlossenen Bild (Theorem IV.5.1). Man kann ihn jetzt so formulieren. 

• Seien X und Y Banachräume und T € LiX, Y). Dann sind äquivalent: 

(i) ran(7’) ist abgeschlossen. 

(ii) ran(7’') ist || . ||-abgeschlossen. 

(iii) ran(7’') ist schwach*-abgeschlossen. 

Mit Methoden dieses Kapitels kann der Beweis so geführt werden. Wir fügen die 
Zwischenbehauptungen 

(iv) T: X —>■ ran(7’) ist eine ojfene Abbildung bzgl. der Normtopologien. 

(v) T: X —>• ran(7’) ist eine ojfene Abbildung bzgl. der schwachen Topologien. 

ein. Dann zeigt der Satz von der offenen Abbildung (i) (iv). Mit Hilfe der Auf¬ 

gabe VIII.8.10 und der kanonischen Faktorisierung aus LemmaIV.5.2 kann man (iv) 

(v) einsehen. Der Bipolarensatz liefert (v) (iii) (Details in Köthe [1979], S. 5), und 
(iii) ^ (ii) ist trivial. Die Umkehrung folgt aus dem Satz von Krein-Shmulyan: Zunächst 
impliziert der Satz von der offenen Abbildung die Existenz eines eo > 0 iriit 

sqBx’ nran(r') C T'(By'), 

falls U := ran(r') || . ||-abgeschlossen ist, und das heißt 

Bu = Bx' n ran(r') = ßy Fl T'(SqBx'). 

Da V schwach*-stetig ist, ist Bu schwach*-abgeschlossen, also nach Korollar VIII.3.16 U 
selbst schwach*-abgeschlossen. 

Krein und Milman bewiesen ihren Satz in Studia Math. 9 (1940) 133-138 für schwach*- 
kompakte konvexe Teilmengen des Duals eines Banachraums. Der Beweis im Text stammt 
von Kelley und ist der heute generell verwandte; ein alternatives Argument fand Leger 
(C. R. Acad. Sc. Paris 267 (1968) 92-93). Es war lange ein offenes Problem, ob der 
Satz von Krein-Milman auch in nicht lokalkonvexen topologischen Vektorräumen gilt. 
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Das erste, sehr komplizierte Gegenbeispiel wurde von Roberts (Studia Math. 60 (1977) 
255-266) konstruiert; es gibt sogar Gegenbeispiele in LP[Q, 1] für 0 < p < 1 (siehe 
Kalton/Peck/Roberts [1984], S. 211). 

Bessaga und Pelczynski {Israel J. Math. 4 (1966) 262-264) fanden eine Verschärfung 
des Satzes von Krein-Milman für gewisse Banachräume, in der die Kompaktheit keine 
Rolle mehr spielt. 

• Ist X ein Banachraum mit separablem Dualraum und K C X' nicht leer, || . \\-ab- 
geschlossen und beschränkt, so gilt K = cö"' exK. 

Der Satz von Bessaga und Pelczynski ist z. B. auf die Dualräume von X = co oder von 
X = K(l^) anwendbar. Lindenstrauss hat diesen Satz 1975 auf eine größere Klasse von 
Banachräumen ausgedehnt, siehe Phelps’ Arbeit in J. Functional Anal 16 (1974) 78-90. 

In einer anderen Richtung wurde der Satz von Krein-Milman durch Choquet ver¬ 
allgemeinert. Betrachten wir eine kompakte konvexe Teilmenge K eines lokalkonvexen 
Hausdorffraums X und T := exK. Mit der Nomenklatur von Aufgabe VIII.8.24 ist die 
Restriktionsabbildung a i—>■ a\j. von A{K) nach C{T) isometrisch; dies folgt aus dem 
Satz von Krein-Milman, denn {x e K: a(x) = supa(K)} ist eine abgeschlossene Seite. 
Das Funktional a a(xo), xq e K beliebig, lässt sich dann normgleich auf C{T) fort¬ 
setzen und nach dem Rieszschen Darstellungssatz durch ein reguläres Borelmaß [i auf 
T darstellen. Da das Funktional positiv ist und die konstante Funktion 1 auf 1 abbildet, 
ist /X ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Mit anderen Worten existiert zu jedem xq e K ein 
Wahrscheinlichkeitsmaß auf K mit ß{exK) = 1, so dass 



wofür man symbolisch 



schreibt. Der Satz von Choquet sagt aus, dass für metrisierbare K sogar solch ein Maß mit 
/x(ex K)= l gefunden werden kann, symbolisch 



Diese Formel beschreibt wesentlich präziser als der Satz von Krein-Milman, wie jeder 
Punkt von K als „Mischung“ von Extremalpunkten zu repräsentieren ist. Der Satz von 
Choquet hat bedeutende Anwendungen; wir verweisen auf die Übersicht von Phelps 
in Bartle [1980], S. 115-157, sowie die Monographien von Phelps [1966] und Cho¬ 
quet [1969]. 

Der Beweis des Satzes von Stone-Weierstraß im Text stammt von de Branges (Proc. 
Amer. Math. Soc. 10 (1959) 822-824) und der des Satzes von Lyapunov von Lindenstrauss 
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(J. Math. Mech. 15 (1966) 971-972). Brosowski und Deutsch geben ein sehr elementares 
Argument für den Satz von Stone-Weierstraß in Pwc. Amer. Math. Soc. 81 (1981) 89-92. 
Anwendungen des Satzes von Lyapunov auf das Bang-Bang-Prinzip der Kontrolltheorie 
diskutiert Holmes [1975], S. 109, und Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie 
findet man bei Hill, „Partitioning Inequalities in Probability and Statistics“, in M. Shaked, 
Y. L. Tong (Hg.) Stochastic Inequalities (1992), S. 116-132. Für die Aufteilung eines 
Kuchens siehe Dubins und Spanier, Amei; Math. Monthly 68 (1961) 1-17. 

Mit Hilfe eines Extremalpunktarguments kann man auch den folgenden Satz von 
Banach-Stone beweisen. 

• Sind S und T kompakte Hausdorffräume, für die die Banachräume C(S) und C(T) 
isometrisch isomorph sind, so sind S und T homöomorph. 

Ist nämlich /: C{S) C(T) ein isometrischer Isomorphismus, so ist C(7’)' ^ C(5)' 
ebenfalls einer; daher bildet /' die Extremalpunkte der Einheitskugel von M(T) = C{T)' 
auf Extremalpunkte der Einheitskugel von M{S) = C{S)' ab. Diese wurden in Bei¬ 
spiel VIII.4( f) beschrieben; folglich ist I'{&t) von der Form h{t)&^(^t)- So wird eine Funktion 
(p: T ^ S definiert, und man beweist, dass q) ein Homöomorphismus ist. (Dazu ist es 
hilfreich zu wissen, dass S und |(5j: e 5], versehen mit der schwach*-Topologie, homöo¬ 
morph sind, was aus Satz VIII.3.6 und LemmaB.2.7 folgt.) Die Umkehrung des Satzes 
von Banach-Stone ist ebenfalls richtig (und sehr einfach). 

Der Satz von Goldstine impliziert lax gesprochen, dass es zu V' e Bx" (X ein normierter 
Raum) und zu einem endlichdimensionalen Teilraum F C X' ein Element x & Bx gibt, 
das „längs F“ mit V' fast übereinstimmt. Eine Verschärfung dieser Aussage macht das 
Prinzip der lokalen Reflexivität von Lindenstrauss und Rosenthal (Israel J. Math. 7 (1969) 
325-349): 

• Seien X ein normierter Raum, E C X" und F G X' endlichdimensionale Teilräume, 
und sei e > 0. Dann existiert ein linearer Operator T: E ^ X mit 

(a) Tx = X Vx G £ n A. 

(b) x'(Tx") = x"(x') Vx" eE, x' eE. 

(c) (1 -e)||V'|| < IIFV'II < (1 H-e)||V'|| Vx" e E. 

(Hier wurde, wie üblich, X als Unterraum von X" aufgefasst.) Alle Beweise dieses Satzes 
fußen auf dem Satz von Hahn-Banach; die einfachsten Argumente fanden Dean (Proc. 
Amer. Math. Soc. 40 (1973) 146-148), Stegall (Proc. Amer. Math. Soc. 78 (1980) 154- 
156), Behrends (Studia Math. 100 (1991) 109-128) und Martmez-Abejön (Proc. Amer. 
Math. Soc. 127 (1999) 1397-1398). Man spricht hier von lokaler Reflexivität, da (c) zeigt, 
dass, obwohl X" i. Allg. ein echter Oberraum von X ist, jeder endlichdimensionale Teil¬ 
raum von X" - bis auf e - zu einem endlichdimensionalen Teilraum von X isometrisch ist. 
Das Attribut „lokal“ bezieht sich in der Banachraumtheorie auf die endlichdimensionale 
Struktur. 
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IX.1 Grundbegriffe und Beispiele 

In diesem Kapitel untersuchen wir Banachräume, die neben den Vektorraumoperationen 
Addition und Skalarmultiplikation eine innere Multiplikation zulassen (wie es z. B. für den 
Banachraum C{T) der Fall ist). 

► Definition IX.1.1 Es seien A ein komplexer Banachraum und (x,y) x ■ y =: xy eine 
bilineare assoziative Abbildung von A x A nach A („Multiplikation“) mit 

lk-yll < IWI-lbll Vx,yeA. (IX.1) 

Dann heißt A (genauer (A, -,11.11)) eine Banachalgebra. Gilt xy = yx für alle x,y e A, so 
heißt A kommutativ. Ein Element e e A mit ex = xe = x für alle x & A und 

Ikll = 1 (IX.2) 


heißt Einheit von A. 

Die algebraischen Eorderungen an eine Multiplikation lauten explizit 

x(y + z)=xy + xz, (x + y)z = xz + yz, 
x(yz) = (xy)z, Hxy) = (Xx)y = x{Xy) 

für alle x,y,z & A, X e C. Eine Banachalgebra hat höchstens eine Einheit (denn sind e 
und e Einheiten, so gilt e = ee = e). Die Beschränkung auf komplexe Skalare erfolgt, da 
nur für komplexe Algebren die fundamentalen Darstellungssätze (siehe Abschn. IX.2 und 
Satz IX. 1.3 sowie IX. 1.4) gelten. 
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IX Banachalgebren 


Beispiele 


(a) Ist X ein komplexer Banachraum, so sind L{X) und K{X) Banachalgebren. (Hier 
ist die Norm natürlich die Operatornorm und die Multiplikation die Komposition.) Für 
dim(X) > 1 sind sie nicht kommutativ. L(X) enthält eine Einheit (nämlich Id), K(X) 
im Fall dimZ = oo nicht. [Beweis hierfür: Ist e Einheit von K(X), so muß e = Id sein 
(betrachte Operatoren mit eindimensionalem Bild!). Also gilt Id e K(X) und folglich 
(Satzl.2.8) dimA < oo.] 

(b) Die klassischen Funktionenalgebren C(T) (T kompakter Hausdorffraum), L°°{ß) 
und H°° und A(D) aus Beispiel I.l(e) sind kommutative Banachalgebren mit Einheit 1. 
(Die Multiplikation ist natürlich punktweise definiert, und als Norm betrachten wir die 
[im Fall L°° wesentliche] Supremumsnorm.) Co(K) ist eine kommutative Banachalge- 
bra ohne Einheit. 

(c) Es sei W der Vektorraum der 27r-periodischen stetigen Funktionen von K 

nach C, deren Fourierreihe absolut konvergiert: Zu 2:r-periodischem / betrachte die 
Fourierkoeffizienten c„ = c„(f) = ^ dt (« e Z); dann ist 


feW 4» (c„(/^))„^^ e £'(Z). 


(£'(Z) ist der Banachraum aller „zweiseitigen“ absolut summierbaren Folgen (c„)„gz 
mit der Norm ||(c„)||£i = |c«|.) Insbesondere folgt 


ns) = E CnifW'^ (gleichmäßige Konvergenz!) 


für/ e W. Die Multiplikation in W wird punktweise erklärt. Wir versehen W mit der 
Norm \[f\\w = k«(/)|. Nachrechnen zeigt, dass || . ||vr wirklich eine Norm und 

II • II vr) Banachraum ist. [Oder man argumentiert so: / i— (c„(/)) ist ein iso¬ 
metrischer Isomorphismus zwischen W und dem Banachraum £*(2)-] (W, -,11 . ||vr) ist 
eine Banachalgebra, die sog. Wieneralgebra', W ist kommutativ und hat das Einselement 
1. Es ist dafür zu verifizieren: Sind/,g e W, so gilt/g e W mit \[fg\\w < l/llwlkllw'- 
Dazu berechne 



(erlaubt wegen absoluter und gleichmäßiger Konvergenz!) 
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= ^ Ck(f)Cl{g) 
k+l=n 

= XI Ckif)Cn-k{g)- 

Also gilt (die Vertauschung der Summationsreihenfolge ist wegen der absoluten 
Konvergenz erlaubt) 

X \'^n(fg)\ ^ X X \Cn-k(g)\ 

n n k 

=xx \Ck(f)\ |c„-i(g)| 

k n 

= X X \‘^n-k{g)\ 

k n 

= X X 

k n 

= l[/llwllglliv- 

(d) Auf i^(Z) führen wir als Multiplikation die Faltung x* y ein: 

(x * y)« = X Xkyn^k für x={x„)n, y = (yn)n- 

/leZ 

Dasselbe Argument wie unter (c) zeigt, dass {1^(1,), *, || . H^i) eine kommutative Ba- 
nachalgebra mit Einselement eo = (..., 0,1,0,...) (1 steht beim Index 0) ist. In der 
Tat ist der Isomorphismus / {cn(f)) von W auf f/Z) nicht nur ein isometrischer 

Isomorphismus von Banachräumen, sondern sogar von Banachalgebren (d. h. er ist 
multiplikativ), denn / • g {cnif)) * (c«(.g))- Die Wieneralgebra ist also nichts an¬ 
deres als eine andere Darstellung der Faltungsalgebra €'(Z). Solche Darstellungen von 
Banachalgebren zu finden ist das Thema von Abschn. IX.2. 

(e) Analog zu (d) definieren wir für/, g e L' (K) 

(f*g)(t)= f f(s)g(t-s)ds. 

JR 

Direktes Nachrechnen zeigt, dass (L/K), * , || . H^i) eine kommutative Banachalgebra 
ist, die allerdings keine Einheit besitzt. 

Gemeinsamer Hintergrund der Beispiele (d) und (e) ist, dass sowohl Z als auch K lokal¬ 
kompakte topologische Gruppen sind; solche Gruppen G studiert man in der harmonischen 
Analyse z. B. mit Hilfe der Algebra L}{G,jx), wo /r ein „translationsinvariantes“ (sog. 
Haarsches) Maß auf der Borel-a-Algebra von G ist. 

Bedingung (IX.l) aus DefinitionIX. 1.1 garantiert, dass die Multiplikation eine ste¬ 
tige Abbildung ist. Ist umgekehrt (A, || . ||) ein Banachraum mit einer Multiplikation 
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(x, y) X ■ y, die partiell stetig ist (d. h. alle Abbildungen x x ■ y (y e Ä) und 
X y-x (y e A) sind stetig), so existiert eine Konstante c mit 11x3^11 < c ||x|| ||y || (siehe Auf¬ 
gabe IV.8. 13), so dass die Multiplikation sogar stetig ist. Setzt man |||x||| = sup||^||<[ ||x>’||, 
so erhält man eine Halbnorm, die (IX. 1) erfüllt; das sieht man am schnellsten, wenn man 
beachtet, dass |||x||| die Norm des Multiplikationsoperators y \-^ x-y auf (A, || . ||) ist. 
Besitzt A eine Einheit, so ist ||| . ||| sogar eine äquivalente Norm, die auch (IX. 2) erfüllt. 
Das zeigt, dass die Normbedingungen aus Definition IX. 1.1 bei Vorliegen einer partiell 
stetigen Multiplikation durch Übergang zu einer äquivalenten Norm erzwungen werden 
können. 

Wie im Spezialfall A = L{X) definieren wir nun das Spektrum eines Elements einer 
Banachalgebra. 

► Definition IX.1.2 Sei A eine Banachalgebra mit Einheit e. 

(a) X e A heißt invertierbar (in A), falls es >’ e A gibt mit xy = yx = e. Schreibweise: 
y = X ' (beachte, dass y eindeutig bestimmt ist). 

(b) p(x) = {k e C: X-x := ke - x ist invertierbar in A} heißt Resolventenmenge von x. 
(Um die Algebra zu kennzeichnen, schreibt man auch Pa{x).) 

(c) o-(x) = C \ p(x) heißt Spektrum von x. (Präziser schreibt man cr^(x).) 

(d) R: p{x) A, X (k -x)“* hei&t Resolventenabbildung. 

(e) r{x) = inf„gpj ||x" ||heißt Spektralradius von x. 

Als einfaches Beispiel betrachte die Banachalgebra C(r); das Spektrum einer stetigen 
Funktion/ ist dann a(f) = {/(t): t eT) (Aufgabe IX.4. 4). 

Wörtlich wie für A = L{X) zeigt man (vgl. die Sätze II. 1.12, VI. 1.3 und VI. 1.6): 

Satz IX.1.3 Sei A eine Banachalgebra mit Einheit e, und sei x e A. 

(a) Falls ||x-e|| < 1, ist x invertierbar; genauer gilt (mit y'^ = e) 


00 



(Neumannsche Reihe). 


(b) p(x) ist offen, und R ist analytisch. 

(c) fT(x) ist kompakt, genauer gilt |k| < ||x||/M>k e ct(x). 

(d) a(x)/0. 

(e) sup{|k|: X e cr(x)} = lim„^oo = r{x). 

Die Teile (d) und (e) verlangen komplexe Skalare; für K-Algebren sind (d) und (e) 
i. Allg. falsch. 

Neu ist hingegen der folgende Satz. 
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Satz IX.1.4 (Satz von Gelfand-Mazur) 

Eine Banachalgebra mit Einheit e, in der jedes von Null verschiedene Element invertierbar 
ist, ist eindimensional: A = <C ■ e. 

Beweis. Sei x e A. Wähle X e cr(xy, das ist möglich nach SatzIX.1.3(d). Dann ist 
definitionsgemäß k - x nicht invertierbar, also nach Voraussetzung k - x = 0, d. h. 
X = ke. □ 


Das folgende Lemma über das Spektrum eines Produkts wird in Abschn. IX.3 benötigt. 
Lemma IX.1.5 Sei A eine Banachalgebra mit Einheit e. Dann gilt 
o’(-^>’)\{0} = cr(jx)\{0} '^x,y e A. 

Beweis. Ist k e p(x)')\{0}, existiert z e A mit z{k - xy) = {k - xy)z = e. Wegen 
(nachrechnen!) 

(e + yzx){k - yx) = {k- yx)(e + yzx) = ke 

ist dann auch k-yx invertierbar, d. h. A. e p(jx)\{0}. □ 


IX.2 Die Gelfandsche Darstellungstheorie 

Wir wissen bereits aus Korollar VIII.3.13, dass jeder Banachraum A als abgeschlossener 
Unterraum eines Raums stetiger Funktionen dargestellt werden kann: Wir betrachten Ba'', 
versehen mit der er (A',A)-Topologie ist Ba' ein kompakter Hausdorffraum nach dem Satz 
von Alaoglu. Ferner betrachten wir die Abbildung A ^ C{Ba'), x 1c, ’wo1c{x') = x '( x ) 
ist. Ist A eine Banachalgebra, so ist {x: x G A} C C{Ba') keine Unteralgebra der Ba¬ 
nachalgebra C{Ba'), da nicht jedes Funktional multiplikativ ist. Will man die Algebra 
A als eine Funktionenalgebra darstellen, wird man also auf die multiplikativen Funk¬ 
tionale geführt. Es stellt sich natürlich sofort die Frage nach der Existenz und der Vielfalt 
dieser Funktionale. Ein Ergebnis der Gelfandschen Theorie ist, dass man tatsächlich viele 
Banachalgebren durch die Menge ihrer multiplikativen Funktionale beschreiben kann (ge¬ 
radeso, wie man einen Banachraum X durch X' beschreiben kann - das ist der Satz von 
Hahn-Banach). 

Wir werden diese Ideen systematisch entwickeln und beginnen mit einer Definition. 

► Definition IX.2.1 Ai und A 2 seien Banachalgebren. Eine Abbildung <t>: Ai —>• A 2 heißt 
Algebrenhomomorphismus, falls <!> linear und multiplikativ ist. Im Eall A 2 = C spricht man 
kürzer von [komplexen] Homomorphismen (oder Charakteren). 
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In Definition IX.2.1 ist die Stetigkeit von <t> nicht verlangt; überraschenderweise ergibt 
sie sich häufig automatisch. 

Lemma IX.2.2 Sei A eine Banachalgebra [mit Einheit]. Dann ist jeder Homomorphismus 
(p\ A ^ <C stetig; genauer gilt ||^|| < 1 [bzw. \\q)\\ = 1 oder q) = 0]. 

Beweis. Wäre 1 < ||^|| < oo, so gäbe es x € A mit ||x|| < 1, tpix) = 1. Setze y = x'\ 

Es folgt y = x + xy und damit der Widerspruch 


ip(y) = (p(x) + (p(x)(p(y) = 1 + (p(y). 


Besitzt A eine Einheit e und ist ^ 7 ^ 0, so existiert x e A mit q)(x) = 1. Es folgt 


1 = q)(x) = (p{ex) = (p{e)(p(x) = (p{e). 


□ 


also ll^ll > 1 , da ||e|| = 1 . 


Beispiele 


(a) Sei T ein kompakter Hausdorffraum und A = C{T). ZuteT setze (pt(x) = x{t). 
Dann ist tp, ein Homomorphismus. Wir werden sehen, dass es (außer 0) keine weiteren 
Homomorphismen als die tp,, t e T, gibt. 

(b) Sei A die Ealtungsalgebra £^(Z) (BeispielIX.l(d)). Zu z e C mit |z| = 1 setze 
Vzix) = ’^n&z^nz". Dann ist tp^ ein komplexer Homomorphismus, denn 



n 


n k 



(absolute Konvergenz!) 


= Vzix) ■ (Pz(y)- 


Umgekehrt sei cp ^0 ein Homomorphismus. Nach Lemma IX.2.2 ist \\q)\\ = 1. Nun gilt 
für den A:-ten Einheitsvektor ek, wo A: e Z, e* * e; = Ck+i. Setze z = q){e\), dann folgt 
tpiet) = für k e h. Insbesondere gilt 
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so dass |z| = 1. Da auch cpziek) = und ergo die stetigen Abbildungen q) und auf der 
dichten Menge \m{ek'. k ^ Ij} übereinstimmen, gilt q = q^. 

(c) Da/ {cnif)) ein Homomorphismus der Wieneralgebra W auf f/Z) ist, sind 

die von Null verschiedenen Homomorphismen von W genau die q,:f\-^ f{t), 0 < t < 
2 jt. (Beachte/(r) = Cn(f)e‘"'.) 

(d) Man kann zeigen, dass die Homomorphismen i/M) ^ C genau die 



bzw. ^ = 0 sind, also qt(f) im Wesentlichen die Fouriertransformation {ß^f){f) ist; siehe 
z.B.Conway [1985], S. 231. 

Wir wollen als nächstes zeigen, dass eine kommutative Banachalgebra (mit Einheit) 
viele Homomorphismen besitzt. Dazu benötigen wir eine weitere Definition. 

>■ Definition IX.2.3 

(a) Ein Ideal J einer Banachalgebra A ist ein Untervektorraum mit 


X e J, y e A ^ xy e J und yx e J. 


Im Ealle / / A heißt J echtes Ideal. 

(b) Ein maximales Ideal J ist ein echtes Ideal mit 



Lemma IX.2.4 Es sei A eine Banachalgebra. 

(a) Der Abschluss eines Ideals ist ein Ideal. 

(b) Ist J ein abgeschlossenes Ideal der Banachalgebra A, so ist A/J, versehen mit der 
Quotientennorm, eine Banachalgebra. (Die Multiplikation zweier Aquivalenzklassen 
ist natürlich [x][y] = [xy]; und das ist wohldefiniert.) Ist A kommutativ, so ist es auch 


A/J. 


Beweis, (a) folgt aus der Stetigkeit der Multiplikation. 

(b) Die algebraischen Forderungen bestätigt man durch Nachrechnen. Zu (IX. 1) aus 
Definition IX. 1.1: Für u,v e J ist xy + uy + xv + uv e [xy], also 


l|[^>’]|| < \\xy + uy + XV + uv\\ = ||(x + M)(y + v)|| < ||x + m|| Hy + v 


daher ||[xy]|| < ||[x]|| ||[y]||. 


□ 
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Beispiele 

(e) Der Kern eines Homomorphismus cp ist ein maximales Ideal, falls (p ^ 0, denn 
die Kodimension ist = 1. Wegen Lemma IX.2.2 ist es abgeschlossen. 

(f) Für einen separablen Hilbertraum H unendlicher Dimension sind nach 
Satz VII. 1.24 {0} und K{H) die einzigen echten abgeschlossenen Ideale von L{H). 
Insbesondere ist 0 der einzige Homomorphismus von L(H) nach C. 

(g) Sei T ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist J C C{T) genau dann ein 
abgeschlossenes Ideal, wenn eine abgeschlossene Teilmenge D C T mit 

J = Jd ■= {x e C(T): x\jj = 0} 


existiert. 

Dass die Ju Ideale sind, ist klar. Zum Beweis der Umkehrung setzen wir D = {f e T: 
x{t) = 0 V.r e /}. Dann ist D abgeschlossen, und es gilt J C Jd nach Konstruktion. Sei 
umgekehrt x e Jd', wir werden x e J zeigen. Zunächst gilt 

Wt e T 3xt e J xtit) = x{t). 

Ist nämlich t e D, so wähle x, = 0. Ist t ^ D, so existiert Xt e J mit x,(r) 7 ^ 0; wähle ein 
geeignetes Vielfaches von x,. 

Sei nun e > 0. Setze Ut = {i': |x(Ä)-Xj(i')| < e}. Nach Wahl vonx, ist U, eine offene 
Umgebung von t. Wegen der Kompaktheit von T existiert eine endliche Teilüberde- 
ckung Utj, ■.. ,Ur„. Sei {/i,...,/«} C C(T) eine dieser Teilüberdeckung untergeordnete 
Zerlegung der Eins, d.h. 0 < < 1, Yl'Lifi - ^ und/i(f) = 0 für t ^ 1/,, .' Wegen der 

Idealeigenschaft isty := e J. Dann ist 


|y(U--^(i)l < ^/;(^)|x,,.(i)-x(j)| < = s, 

1=1 1=1 

denn der i-te Summand ist = 0 (falls s ^ {//;) oder < fiis)s (falls s e Ut-)', daher folgt 
lly -x|| < e. Da e > 0 beliebig war, ergibt sich x e J = J. 

Wir werden jetzt den Zusammenhang zwischen Homomorphismen und maximalen 
Idealen in kommutativen Banachalgebren mit Einheit studieren. Dazu benötigen wir eine 
Verschärfung von Lemma IX.2.4. 


' Die Existenz solcher Funktionen weist man mit Hilfe des Satzes von Tietze-Urysohn (Theo¬ 
rem B.2.4) nach; im vorliegenden Fall argumentiert man am einfachsten durch Induktion nach n. 
Für eine Verallgemeinerung siehe z. B. Pedersen [1989], S. 40. 
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Lemma IX.2.5 A sei eine kommutative Banachalgebra mit Einheit e. 

(a) Ein echtes Ideal von A liegt nicht dicht. 

(b) Maximale Ideale sind abgeschlossen. 

(c) Jedes echte Ideal ist in einem maximalen Ideal enthalten. 

(d) Ist J ein echtes abgeschlossenes Ideal, so hat A/J eine Einheit. 

(e) Ist J ein maximales Ideal, so ist A jj eindimensional. 

Beweis, (a) folgt aus Satz IX. 1.3(a) und der Tatsache, dass echte Ideale keine invertierbaren 
Elemente enthalten. 

(b) folgt aus (a) und LemmaIX.2.4(a). 

(c) ergibt sich aus einer Standardanwendung des Zornschen Lemmas: Beachte nur, dass 
für eine Kette (bzgl. der Inklusionsordnung) {7,: i e 1} von echten Idealen U,g/7, ein 
echtes Ideal ist. (Sonst wäre e e lj, 7,, also e e Jig für ein io, und /,■„ wäre nicht echtes 
Ideal.) 

(d) [e] ist Einheit von A/J. Zu (IX.2) aus Definition IX. 1.1 : Es ist || [e]|| = infigy lk-x|| = 
1, denn < 1 ist klar; aber < 1 kann wegen Satz IX. 1.3(a) nicht gelten (sonst enthielte J ein 
invertierbares Element und folglich die Einheit von A). 

(e) Nach (b) und (d) ist A/7 eine kommutative Banachalgebra mit Einheit. Nach dem 
Satz von Gelfand-Mazur (Satz IX. 1.4) reicht es, 

Vx e A\7 e A xy e e + J = [e] 

zu zeigen. Zu x G A \ 7 setze 


Jx = {xa + b\ a & A, b & 7}. 

Dann ist Jx ein Ideal (nachrechnen!), und es gelten J <Z Jx (setze a = 0) sowie J ^ Jx (setze 
a = e, b = 0). Da 7 ein maximales Ideal ist, ist Jx = A, d. h. es existieren y e A, b e J mit 
xy + b = e, also xy & e + J. □ 

Man mache sich klar, für welche Teile von Lemma IX.2.5 die Kommutativität wesent¬ 
lich ist. 

► Definition IX.2.6 A sei eine kommutative Banachalgebra mit Einheit. 

(a) Dann heißt 

r ,4 := {(p: A C: q) 0, (p Homomorphismus} 

Gelfandraum (oder Spektrum [vgl. SatzIX.2.7(c)]) oder maximaler Ideal-Raum [vgl. 
SatzIX.2.7(b)] vonA. 

(b) Zu X e A und ^ e setze x(^) = (p{x). Die Abbildung x i-> x heißt Gelfand- 
transformation. 
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Nach LemmaIX.2.2 gilt C sogar F^ C Sa'- Wir können daher F^ mit der 
ct(A', A)-Topologie versehen. 

Satz IX.2.7 A sei eine kommutative Banachalgebra mit Einheit. 

(a) F^, versehen mit der schwach*-Topologie ct(A', A), ist ein kompakter Hausdorffraum, 
und es ist'x e C(F. 4 ). 

(b) J G A ist genau dann ein maximales Ideal, wenn J der Kern eines ^ e F^ ist. 

(c) Es ist F/i ^ 0. Genauer gilt a(x) = { (p{x): (p e F^} für alle x e A. 

Beweis, (a) Es gilt 

Ta = n e A': (p(xy) - (p(x)<p(y) = 0} Fl {(p: (p{e) = 1}. 

x,y€A 


Da die Abbildungen (p (pia), a e A, (t(A',A)- stetig sind, ist F^ eine schwach*- 
abgeschlossene Teilmenge der schwach*-kompakten Einheitskugel, also selber schwach*- 
kompakt. Da die Gelfandtransformierte T eine Einschränkung der nach Korollar VIll.3.4 
schwach*-stetigen Abbildung x' x'(a:) ist, ist sie selbst eine stetige Eunktion. 

(b) Sei J ein maximales Ideal. Nach Lemma IX.2.5(e) ist A/J = C • [e] = C, und 
die Quotientenabbildung ist ein Homomorphismus, dessen Kern mit J übereinstimmt. 
Umgekehrt ist für ^ e F^ der Kern ker((p) ein 1-kodimensionales, also maximales Ideal. 

(c) Es ist F^ ^0 nach (b), da es laut LemmaIX.2.5(c) maximale Ideale gibt. Ist k e 

p(x), also X - X invertierbar, so sind alle (p{X - x) = X - cpix), (p e F^, in C invertierbar 
(d. h. f 0), denn (p ist multiplikativ. Folglich gilt X ^ {(pix)\ e F^}. Ist A. e aix), so ist 
J = {{X - x)a: a e A] ein echtes Ideal, das nach LemmaIX.2.5(c) in einem maximalen 
Ideal liegt. Nach (b) existiert also <p e Fa mit X - x e J G ker(^), d. h. 1 = (p(x). □ 

Theorem IX.2.8 (Gelfandscher Darstellungssatz) 

A sei eine kommutative Banachalgebra mit Einheit e, F, 4 , versehen mit der schwach*- 
Topologie, der zugehörige Gelfandraum und x f die Gelfandtransformation von A 
nach C(Fa). 

(a) Die Gelfandtransformation ist ein wohldefinierter stetiger Algebrenhomomorphismus 
mitfi = 1. Es ist 


l^lloo = rix) < ||x| 


(IX.3) 


(b) Es gilt ct(x) = a(x)fürx € A. 

Beweis, (a) Es ist alles klar (siehe noch SatzIX.2.7(a)) bis auf (IX.3), worauf wir gleich 
zurückkommen. 
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(b) folgt aus Satz IX.2.7(c) und daraus, dass für C(T) stets aif) = t e T] gilt 

(Aufgabe IX.4.4). Insbesondere ist rif) = |[f||oo- Zurück zu (IX.3): Mit (b) und Satz IX.1.3 
schließt man jetzt 

iRiloo = = K-^) < Ikll- □ 


Beispiele 

(h) Wir betrachten zuerst A = C(T). Nach Beispiel (a) ist cp, e für t e T. 
Ist umgekehrt q) e F^, so ist der Kern ker(^) ein maximales Ideal, also nach Bei¬ 
spiel (g) von der Form /p). Es folgt (p = (pf. Wir können also Fc(r) (als Menge) mit 
T identifizieren; aber andererseits ist t \-^ (p, ein Homöomorphismus (kombiniere 
SatzVlII.3.6 und LemmaB.2. 7). Also sind T und Fc( 7 -) homöomorph. Die Gelfand- 
transformation ist x((p,) = x(r); es folgt, dass C(T) und C(T) := {^: x G C{T)} 
isometrisch algebrenisomorph sind. 

(i) Als zweites Beispiel betrachte A = €'(Z). Wir wissen aus Beispiel (b), dass 
Ta = {Vz- ^ ^ T), wo T = {z G C: |z| = 1}. Die Abbildung z (Pz ist sogar 
ein Homöomorphismus, denn sie ist injektiv (klar) und stetig nach Satz VIII.3.6, denn 
Z (p^{x) ist stetig für alle x, und weil T kompakt ist, ist auch die Umkehrabhildung 
stetig (LemmaB.2.7). Die Gelfandtransformation isi'xiqp^ = ^x„z”; und das heißt 
f'(Z) = W, wenn man F^pz) mit T und die Wieneralgebra mit der entsprechenden 
Algebra von Funktionen auf T identifiziert. Hier ist die Gelfandtransformation nicht 
isometrisch (Beispiel?), wohl aber injektiv, und nach dem Satz von Stone-Weierstraß 
liegt W dicht in C(T). 

(j) Die Diskussion unter (i) zeigt: Die identische Einbettung von W in C(T) „ist“ 
die Gelfandtransformation. Diese Bemerkung liefert auf einen Schlag ein gefeiertes 
Resultat von Wiener. 

Korollar IX.2.9 (Satz von Wiener) 

Hat f G C(T) eine absolut konvergente Fourierreihe und ist stets f{z) ^ 0, so besitzt auch 
1 // eine absolut konvergente Fourierreihe. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist/ G W mit 0 ^ o'c(T)(f). Die Behauptung ist 0 ^ cr^zify, 
und das stimmt nach Theorem IX.2.8(b) und den vorhergehenden Überlegungen, denn 
CTC(T)(f) = cr(/). □ 

Eine kommutative Banachalgebra wird halbeinfach genannt, wenn ihre Gelfandtrans¬ 
formation injektiv ist. A ist also genau dann halbeinfach, wenn 

Rad(A) := Q ker(^) = {0} 

(peVA 
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ist. Rad(A) heißt das Radikal von A. Wir erwähnen noch: 

Lemma IX.2.10 Gilt ||v^|| = ||x||^/wr alle x e A, so ist die Gelfandtmnsformation 
isometrisch und insbesondere A halbeinfach. 

Beweis. Durch Induktion folgt = llxH^*" und daher ||^||oo = K-^) = = 

l|x||. □ 


IX.3 C*-Algebren 

Die Algebra der beschränkten Operatoren auf einem Hilbertraum trägt neben der Alge¬ 
brenstruktur noch eine Involution T \-^ T*. Die Eigenschaften dieser Sternbildung geben 
zu folgenden Begriffen Anlass. 

► Definition IX.3. 1 Sei A eine Banachalgebra. 

(a) Eine Abbildung x x*, die 

(x H- y)* = X* -I- /, fkxf = Ix*, X** = X, {xyf = y*x* 

für alle x,y e A, A. e C erfüllt, heißt Involution. 

(b) Besitzt A eine Involution mit 

||x*x|| = ||x||^ Vx e A, 

so heißt A eine C*-Algebra. 

(c) Ein Algebrenhomomorphismus <t> zwischen C*-Algebren A und B heißt *- 
Homomorphismus (oder involutiv), falls <I)(x*) = (<t>(x))* für alle x e A gilt. Ein 
bijektiver *-Homomorphismus heißt * -Isomorphismus. 

Man kann zeigen, dass injektive *-Homomorphismen stets isometrisch sind; den bei 
uns vorkommenden injektiven *-Homomorphismen wird man die Isometrie immer direkt 
ansehen können. 

Im Eolgenden bezeichnet H einen komplexen Hilbertraum. 


Beispiele 

(a) LiH) und K{H) sind C*-Algebren; wegen der Normbedingung siehe 
SatzV.5.2(f). 

(b) Ist T e LiH) normal, so ist alg(r, T*), die kleinste abgeschlossene Unteralgebra 

von L{H), die Id, T und T* enthält, eine kommutative C*-Algebra. Es ist alg(r, T*) der 
Abschluss von an.,» e C, A e Nq}. 

(c) C(r) und L°°iß) mit der Involution/*(r) =f(t) sind kommutative C*-Algebren. 
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(d) Da K{H) ein abgeschlossenes Ideal in L(H) ist, ist L{H)/K(H) nach 
Lemma IX.2.4(b) eine Banachalgebra, die sog. Calkin-Algebra. Die Norm ||[7’]|| ei¬ 
ner Äquivalenzklasse in der Calkin-Algebra wird häufig mit HrHe bezeichnet und 
wesentliche Norm von T genannt. Wir versehen den Quotienten L(H)/K{H) mit der 
(wohldefinierten!) Involution [L]* = [L*] und zeigen, dass man so eine C*-Algebra er¬ 
hält. Wir führen den Beweis nur für separahle H. Da die algebraischen Eigenschaften 
der Involution erfüllt sind, reicht es, die Normhedingung ||r*r||e = \\T\\^^ zu zeigen. 

„<” folgt aus ||r*r|U < ||7’*|U||r|U und liriu = inWc«) \\T-K\\=mfKeK(H) IIE*- 
x*|| =infejf(H)l|7’*-x|| = iiriu. 

Sei hierzu {ei,e 2 , ■ ■ ■) eine Orthonormalbasis von H und P„ die Orthogonal¬ 
projektion PnX = Dann gilt PnX —>■ x für alle x e H. Hieraus folgt 

(vgl. den Beweis von Satz 11.3.6), dass (P„) auf jeder kompakten Teilmenge von H 
gleichmäßig gegen Id konvergiert. Ist also K e K(H) und C = K(Bh), so gilt 

\\PnK-K\\ = sup \\PnKx-Kx\\ = sup llPn^-yll ^ 0 
x^Bh y€C 


und ferner 


= \\{KPn-K)*\\ = \\PnK* -k*\\ o. 

Nun setze = Id - P„. Dann ist 

lim ||Ö,ÄII = l|5|U WSeLiH); 

n—>oo 

denn „>“ ist klar, da P„ stets kompakt ist, und „<“ folgt aus (K e K(H) beliebig) 
llÖnXII ^ Ound 

IIÖ«5|| < IIÖ«(5-X)|| + ||Ö„X|| < \\S-K\\ + ||ß„X||, 
so dass lim sup ||ß„5'|| < ||S||e. Daraus schließt man 
liri|2 = ||ri|2 = hm iiö„ri|2 

n-^oo 

= lim IITÖJI" (denn (Ö„n* = rß„) 

«—>■00 

= lim ||(rß„)*(rß„)|| = hm ||ß„rrß„|| 

«—>00 n—^00 

< lim ||ß„rr|| = iirriu. 

n—^00 

Wir werden in TheoremIX.3.15 beweisen, dass es zu jeder C*-Algebra A einen Hil¬ 
bertraum P[ und einen isometrischen *-Homomorphismus O: A —>• L{H) gibt. Jede C*- 
Algehra „isf‘ also eine Algebra von Operatoren auf einem geeigneten Hilbertraum. (Für 
das Beispiel (d) ist das überhaupt nicht offensichtlich.) 
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Unser erstes Ziel ist es, kommutative C*-Algebren mit Einheit zu charakterisieren. 
Dazu definieren wir: 

► Definition IX.3.2 Sei A eine C*-Algehra. 

(a) X e A heißt selbstadjungiert, falls x* = x. 

(h) X e A heißt normal, falls xx* = x*x. 

Lemma IX.3.3 Sei A eine C*-Algebra (mit Einheit für Teile (b) und (c)) und x & A. 

(a) ||x|| = ||x*||, ||xx*|| = ||x||^. 

(h) IstX normal, so gelten \\x\\^ = \\x^\\ sowie r(x) = ||x||. 

(c) Ist X selbstadjungiert, so ist a (x) C K. 

Beweis, (a) Wegen ||x||^ = ||x*x|| < ||x*|| ||x|| folgt ||x|| < ||x*|| und ||x*|| < ||x**|| = ||x||. 
Ferner gilt ||xx*|| = ||x**x*|| = ||x*|p = ||x|p. 

(h) Wörtlich wie Satz VI. 1.7; siehe auch Lemma IX.2.10. 

(c) Zunächst ist e* = e (warum?). Sei a iß e cr(x); wir werden ß = 0 zeigen. Für alle 
k e K gilt a + i{ß + A.) e a(x + iX), so dass la + i(ß + A.)| < ||x + ik|| (SatzIX.1.3(c)). Es 
folgt 


+ (ß + A.)^ — \ot + i(ß + A)|^ < ||x + /A-|p 
= ||(x + iX)*(x + iA)|| 

= ||x^ + A^e|| < ||x^||+A^, 

so dass + 2ßX < ||x^|| für alle A e M. Daher gilt ß = D. □ 

Theorem IX.3.4 (Satz von Gelfand-Naimark, kommutative Version) 

A sei eine kommutative C*-Algebra mit Einheit. Dann ist die Gelfandtransformation ein 
isometrischer * -Isomorphismus; es gilt 

X* =x Vx e A. (IX.4) 

Es ist also A in allen Strukturen isomorph zu C(rx). 

Beweis. Da A kommutativ ist, können wir die Gelfandsche Darstellungstheorie anwenden 
und A = {x: X G A) C C(rx) betrachten. Nach LemmaIX.3.3(b) und (IX. 3) ist x ^ 
isometrisch; daher ist A abgeschlossen in C(ryi). Wir benutzen nun den Satz von Stone- 
Weierstraß (Satz VIII.4.7), um zu zeigen, dass A dicht liegt. Es ist klar, dass A eine 
Unteralgebra ist, dass A die Punkte von Ex trennt und dass 1 G A ist. Wenn (IX.4) gezeigt 
ist, folgt mit dem Satz von Stone-Weierstraß die behauptete Dichtheit und A = C(r, 4 ). 
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Nun zu (IX.4). Sei zunächst x selbstadjungiert. Dann ist (IX.4) äquivalent dazu, dass^ 
reellwertig ist; und das folgt aus Lemma IX.3.3(c) sowie SatzIX.2.7(c). Ein beliebiges x 
zerlege inx = y + iz = ■ Dann sind y und z selbstadjungiert, und (IX.4) folgt aus 

der Vorüberlegung. □ 

Korollar IX.3.5 Es existieren kompakte Hausdorffräume T und Tjt und isometrische *- 
Isomorphismen = C{T), 

Nach dem in Abschn. VIII.7 diskutierten Satz von Banach-Stone sind T und bis auf 
Homöomorphie eindeutig bestimmt. 

Nun kommen wir noch einmal auf die C*-Algebra aus Beispiel (b) zurück. Allgemeiner 
sei A eine C*-Algebra mit Einheit e, es sei x e A ein normales Element und Aq die von e, x 
und X* erzeugte C*-Unteralgebra von A. Nach dem Satz von Gelfand-Naimark kann Aq als 
CCr^^) dargestellt werden. Um diese Darstellung etwas transparenter zu machen, zeigen 
wir folgenden Satz. 

Satz IX.3.6 

(a) rAg ist homöomorph zu a (x). 

(b) Dieser Homöomorphismus induziert isometrische *-Isomorphismen 


Cia(x)) = C(rA„) = Ao, 


so dass t (bzw. t bzw. 1) € C(ct(x)) aufx (bzw. x* bzw. e) e A abgebildet werden. 

Beweis, (a) Nach TheoremIX.2.8 ist (Tao(x) = cr(x) = {(p{x)\ cp e E^,,}, so dass x eine ste¬ 
tige Eunktion von auf OAgix) ist. Es bleibt ^^„(x) = a(x) (= crA(x)) und die Injektivität 
vonx zu zeigen, da dann aus Lemma B.2.7 (E^^ ist kompakt) Teil (a) folgt. Die Gleichheit 
der Spektren wird im folgenden Lemma bewiesen. Nun zur Injektivität von x. Gelte also 
(p{x) = ir{x) für q),ir & E^q. Dann ist auch 


q){x*) = (V*)(^) = x(^) = (p{x) = i/(x) = fix*). 


Daher stimmen q) und i/f auf endlichen Summen der Eorm ^ an,m^(x*y^ überein; also gilt 
q = -[jf aus Stetigkeitsgründen. 

(b) folgt sofort aus (a). □ 


Satz IX.3.6 eröffnet - wie in Kap. VII - die Möglichkeit, Eunktionen von normalen, ins¬ 
besondere selbstadjungierten Elementen x einer C*-Algebra zu bilden; man nennt dieses 
Verfahren den Funktionalkalkül von x. 

Es ist noch ein Lemma nachzutragen; übrigens kann man auf die Normalität von x in 
Lemma IX.3.7 verzichten, aber wir benötigen nur die folgende Eassung. 
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Lemma IX.3.7 Sei A eine C*-Algebra mit Einheit e, x & A normal und B G A eine 
C*-Unteralgebra von A mit e,x & B. Dann ist ctb(x) = (Ja{x). 

Beweis. „D“ ist klar, und es reicht, die umgekehrte Inklusion für ß = Aq zu zeigen. Es 
sei <I>: C((T/i„(x)) —Aq der *-Isomorphismus aus Satz IX.3.6. (Die Existenz dieses *-Iso- 
morphismus ist wirklich bereits bewiesen.) Nehmen wir an, es gäbe k e ctaoW \ 

Dann existiert j := (A. -xY^ e A. Seien m > ||y|| und/ e C(cTAg(x)) derart, dass/(k) = m 
und \f{t){X -1)| < I für alle t e ctAuix). Es folgt mit g(t) =f{t){k -1) 

m<\\f\\oo = ll'I>(/)ll = ||'I’(/)(k-x)3;|| 

<11 <!>(§)II llyII = IlgllooW < W 

im Widerspruch zur Wahl von m. □ 

Spezialisiert man diese Betrachtungen auf die C*-Algebra A = L{H) und einen norma¬ 
len Operator T e L{H), so erfüllt der * -Isomorphismus <t>: C{a(T)) —>• Aq = &\giT, T*) C 
L{H) aus SatzIX.3.6 <l>(t) = T, tt>(t) = T*, 0(1) = Id. Hiermit haben wir das Analogon 
zu SatzVII.1.3 für normale Operatoren gefunden. Ausgehend von SatzIX.3.6(b) kann 
man nun (wie in Kap. VII) direkt die spektrale Zerlegung T = f k dEi eines normalen 
Operators finden, statt wie in Satz VII. 1.25 auf die Maßtheorie und den Spektralsatz für 
selbstadjungierte Operatoren zurückzugreifen. Zusammenfassend erhalten wir: 

Korollar IX.3.8 (Spektralsatz für normale beschränkte Operatoren) 

Sei T G L{H) normal. Dann existiert ein isometrischer* -Homomorphismus O: C(a(T)) —>■ 
L(H) mit 0(t) = T, 0(t) = T*, 0(1) = Id. 

Im letzten Teil dieses Kapitels wollen wir uns den nichtkommutativen C*-Algebren 
widmen und zeigen, dass diese stets *-isomorph zu Unteralgebren von L{H), H ein geeig¬ 
neter Hilbertraum, sind. Der Beweis dieses Darstellungssatzes (TheoremIX.3.15) stützt 
sich - ähnlich wie im kommutativen Eall - auf die Analyse gewisser Funktionale, die als 
nächstes definiert werden. 

► Definition IX.3.9 Sei A eine C*-Algebra mit Einheit e. Ein Eunktional m e A' heißt 
Zustand, falls a>(e) = ||(w|| = 1 gilt. Die Menge aller Zustände wird mit S(A) bezeichnet^. 

Es ist klar, dass S(A) stets eine konvexe schwach*-kompakte Teilmenge von A' ist, denn 
5(A) = Ba' n (ft): a>(e) =1). 

Ist A = C{K), so sind genau die Wahrscheinlichkeitsmaße auf K Zustände auf A. Bei¬ 
spiele für Zustände auf A = L{H) sind die Vektorzustände w. T \-^ für ^ e H, 

llf II = l,bzw. allgemeiner <w: T J2T=AT^k,^k) für = 1- 


wie state. 
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Wir benötigen einen weiteren Begriff. 


► Definition IX.3.10 Sei A eine C*-Algebra mit Einheit e. Ein selbstadjungiertes Element 
X G A heißt positiv, falls cr(x) C [0, oo) gilt. 


Nach Aufgabe IX.4.4 sind die in diesem Sinn positiven Elemente von A = C{K) tat¬ 
sächlich die positiven Eunktionen. Ferner sind die positiven Elemente von A = L(H) genau 
die bislang positiv genannten Operatoren T, die > 0 für alle ^ e H erfüllen 

(Aufgabe IX.4. 16). 


Lemma IX.3.11 Sei A eine C*-Algebra mit Einheit e, und seien x,y G A selbstadjun- 
giert. 


(a) Es ist co(x) G K/ür alle m G ^(A), und für alle X G a(x) existiert ein Zustand co mit 
cü(x) = X. 

(b) X ist genau dann positiv, wenn ü)(x) > 0 für alle Zustände co gilt. 

(c) Mit X und y ist auch x + y positiv. 

(d) Es existieren positive x+,x_ G A mit x = x+ -x_ und x+x_ = x_x+ = 0. 

(e) X ist genau dann positiv, wenn u e A mit x = u*u existiert. 


Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wir werden die von x und e erzeugte C*- 
Algebra Ao = alg(x) betrachten. Da nach LemmaIX.3.7 a^ix) = ctaoW güh ist x genau 
dann in A positiv, wennx in Aq positiv ist. Nach SatzIX.3.6 ist Aq *-isomorph zu C(cr(x)), 
so dass X der identischen Funktion t entspricht. Diese Aussagen werden im Folgenden 
stillschweigend benutzt. 

(a) Ist X selbstadjungiert und ao G S{A), so ist ^ = t G C(cr(x)) reellwertig 

(LemmaIX.3.3) und coq := aL)\^^ G ^(Ao), d. h. coq ist mit einem Wahrscheinlichkeitsmaß /x 
auf a(x) zu identifizieren. Es folgt «(x) = ffldp, G K. Sei umgekehrt X G cr{x) = cr(x); 
das Funktional coq: a >—>■ ^(X) ist dann ein Zustand auf Aq. Sei co eine Hahn-Banach- 
Fortsetzung von coq auf A. Es gilt dann ||a)|| = Hcuoll = also co G S{A), und es ist 

co(x) = 'x{X) = X. 

(b) Wie unter (a) sieht man (o(x) > 0 für co G ^(A) und positives x; die Umkehrung ist 
ein Spezialfall von (a). 

(c) ist klar nach (b). 

(d) Da es solch eine Zerlegung in Aq = C(cr(x)) gibt, ist (d) evident. 

(e) Istx positiv, so auchx; wähle also m G Aq mit 17 = \/x. Die Umkehrung ist wesentlich 
schwieriger zu beweisen, weil u nicht als selbstadjungiert vorausgesetzt ist. Zunächst ist 
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X = u*u stets selbstadjungiert, und wir schreiben x = x+-x- wie unter (d). Wegen x+x^ = 
X-X+ = 0 folgt 


(uxJf(uxJ) = X-U* UX- = x^(x+ = -x^, 

so dass -iuxJ)*{ux ) positiv ist. Nun kann jedes Element z einer C*-Algebra als z = a + ib 
mit selbstadjungierten a und b geschrieben werden (nämlich a = j(z + z*), b = ^(z -z*)). 
Wendet man diese Beobachtung für z = an, erhält man 

{ux_)*(ux ) = (fl + ib)*{a + ib) = + b^ + i{ab - ba) 

{ux_){ux)* = (fl + ib){a + ib)* = + b^ + i(ba — ab) 

= 2(fl^ + b ^) + (-(mx_)*(mx_)), 

und als Summe positiver Elemente ist dieser Ausdruck nach (c) positiv. Wir wissen nun 

ct((mx_)*(mx_)) C (-00,0], ct((mx_)(mjc_)*) C [0, oo). 

Aber nach Lemma IX. 1.5 hängt das Spektrum (bis auf die 0) nicht von der Reihenfolge 
der Eaktoren ab. Daher folgt 


a(-x^) = a ((ux_)* (uxJ)^ = {Oj, 

d. h. x_ = 0, und x ist positiv, wie behauptet. □ 

Dieses Lemma wird es gestatten, zu einem Zustand a> ein Skalarprodukt und damit 
einen Hilbertraum zu assoziieren. Wir setzen 

[x,y]co = co(y*x) 'ix,y eA. 

Es ist klar, dass [.,. jaj sesquilinear ist, und es gilt 

[x, y)a, = (o(y*x) = ü){a + ib) = co(a) - iw(b) = a>{a - ib) 

= ci>{(a + ib)*) = co(x*y) = [>’,x]a,; 

hier haben wir y*x = a + ib mit selbstadjungierten a,b e A geschrieben und 
LemmaIX.3.1 l(a) benutzt. LemmaIX.3.1 l(b) und (e) zeigen [x,x]a, > 0 für alle x e A, so 
dass die einzige Eigenschaft eines Skalarprodukts, die noch fehlt, die Definitheit 

ist. In der Tat braucht [x, xja, = 0 nicht bloß für x = 0 zu gelten; daher definieren wir 

4 = {x e A: [x,x]a, = 0} 

und werden zum Quotientenraum A//a, übergehen. Bevor das geschieht, formulieren wir 
ein weiteres Lemma, in dem die obigen Bezeichnungen beibehalten werden. 
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Lemma IX.3.12 

(a) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) 

\[x,yU<[x,ATb,yt!^ Vx,yeA 

(b) Es gilt [x,x]a) = 0 genau dann, wenn [x,y]^ = Ofür alle y e A gilt. 

(c) Es gilt 

[ax,ax]^ < \\a\\^[x,x]ai Wa,xeA. 

(d) ist ein Untervektorraum mit 

a G A, X G Iq) ax G 

mit anderen Worten ist /„ ein Linksideal in A. 

Beweis, (a) Im Fall [y,y]ai 0 ist der Beweis genauso wie bei der Cauchy-Schwarz- 
Ungleichung in Satz V. 1.2. Falls [y,y]a) = 0, zeigt der dortige Beweis 

0 < [x,x]o, + k[x,y]a) + X[x,y]a) VI G C. 

Indem man X = ±t, X = ±it mit t oo setzt, schließt man [x,y]^ = 0, was zu zeigen war. 

(b) folgt aus (a). 

(c) Es ist [ax,ax]ui = co(x*a*ax), ||a||^[.r,.r]a, = cü(x*\\a\\^x). Nun gilt ||fl*fl|| = ||a||^ 
und deshalb a(a*a) C [-||a||^, ||a||^], weswegen cr(||a|p - a*a) C [0,oo) folgt. Nach 
Lemma IX.3.1 l(e) kann man ||a||^ -a*a = u*u für ein u e A schreiben. Damit schließt 
man 


||a|p[jc,x]a, - [ax,ax]a, = co{x*u*ux) = a){iux)*{ux)^ > 0; 

im letzten Schritt wurden Lemma IX.3.1 l(b) und (e) benutzt. 

(d) Teil (b) zeigt, dass L, ein Untervektorraum ist, und (c) impliziert die linksseitige 
Idealeigenschaft. □ 

Nun sind wir berechtigt, den Quotientenvektorraum A//a, zu betrachten und 

{x + Ia„y + Icü)io := [x,y]ay 

zu definieren. Nach Konstruktion ist (.,. )a, ein Skalarprodukt auf A/I^\ die Vervoll¬ 
ständigung des Prähilbertraums A/Z^, bezeichnen wir mit H^. Das auf fortgesetzte 
Skalarprodukt wird weiterhin als (.,. )^ geschrieben. 

Damit ist es gelungen, einem Zustand w kanonisch einen Hilbertraum zuzuordnen. 
Wir werden überlegen, dass die Elemente der C*-Algebra A kanonisch als Operatoren auf 
wirken. Dazu definieren wir die lineare Abbildung 
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Tta,: A L{A/I^), 7ia,(a)(x + 4) = flx + 4. 

Die ir^ia) sind nach LemmaIX.3.12(d) wohldefiniert, und sie sind stetig nach 
LemmaIX.3.12(c); genauer zeigt dieses Lemma ||if^(a)|| < ||a||. In der anderen Rieh- 
tung ist ||7rQ,(a)|| > \\ae -i- /mH = [ 0 , 0 ]® , denn \\e -i- /m|| < 1 (sogar = 1, denn e ^ 7®; 
verwende die Neumannsche Reihe). Die if®(a) können also zu Operatoren von //® in sich 
fortgesetzt werden, die mit 7r®(a) bezeichnet werden. 

Lemma IX.3.13 Ttia'. A —>• L{H^) ist ein stetiger * -Homomorphismus, und es gilt 
[a,a\]l^ < ||:T®(a)|| < ||a|| Va e A. 

Beweis. Es ist nur noch zu verifizieren, dass jtoi ein *-Homomorphismus ist. Nach 
Konstruktion ist 

Tta{ab){x H- 7®) = abx H- 7® = 7r®(a)(fo H- 7®) = 7r®(a)(7r®(7i)(.v H- 7®)), 

also jTioiab) = 7r®(a)7r®(7>) für alle a,b e A. Außerdem gilt 

{x + 7®, 7toj{a*)(y + 7®))® = (x H- 7®, a*y + 

= (jo(y*ax) 

= {axH-7®,y h-7®)® 

= {:/r®(fl)(x + Io,),y + Ico)a„ 

was JTioia*) = (7r®(a)) * zeigt. (Da A /7® dicht in 77® liegt, durften wir uns auf Elemente der 
Eorm X -I- 7® beschränken.) □ 


Das einzige Hindernis, das es jetzt noch zu überwinden gilt, besteht darin, dass tt® 
nicht isometrisch zu sein braucht. Um einen isometrischen *-Homomorphismus von A 
nach 7.(77) zu erhalten, bilden wir die „Summe“ der tt®. Genauer betrachten wir den Hil¬ 
bertraum 


77 = © 


2 

oieS(A) 


77® 






mit dem Skalarprodukt 

a)eS(A) 

Die Summation ist hier im Sinn von Definition V.4.6 zu verstehen. Es ist elementar zu 
überprüfen, dass 77 tatsächlich ein Hilbertraum ist; 77 ist die Hilbertsche Summe der 77®. 
Nun erklären wir einen Operator 
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Da alle jta, *-Homomorphismen sind, ist auch jr ein *-Homomorphismus. Ferner ist es 
einfach zu zeigen, dass 


lk(a)|| = sup ||7r^(a)|| 

a)€S(A) 

gilt; beachte, dass die JT{a) als „Diagonaloperatoren“ auf H = wirken. Aus 

Lemma IX.3.13 folgt daher 

sup [a,a]ll^ < ||7r(fl)|| < ||a|| Va e A. 

cü€S(A) 

Das nächste Lemma impliziert, dass tt isometrisch ist. 

1 /2 

Lemma IX.3.14 Zu jedem a e A existiert ein Zustand m mit [a, a]J = ||fl||. 

Beweis. Wir suchen einen Zustand w mit co{a*a) = ||a|p = ||a*a||. Betrachte die von e 
undx ;= a*a erzeugte C*-AlgebraA q, die zu C(a(x)) *-isomorph ist. Dax selbstadjungiert 
und positiv ist, liegt ||x|| = r{x) in cr(x). Lemma IX.3.1 l(a) liefert einen Zustand a> mit 
a>{x) = ||x||, was zu zeigen war. □ 


Damit ist insgesamt folgendes Theorem bewiesen. (Man kann nach Aufgabe IX.4.14 
auf die Forderung einer Einheit von A verzichten.) 

Theorem IX.3.15 (Satz vonGelfand-Naimark, nichtkommutative Version) 

Ist A eine C*-Algebra mit Einheit, so existieren ein Hilbertraum H und ein isometrischer 
* -Homomorphismus n: A ^ L(H). 

Die Konstruktion, die zu den Hilberträumen //„ führt, wird nach den Initialen von Gel¬ 
fand, Naimark und Segal, der ebenfalls Beiträge zur Darstellungstheorie von C*-Algebren 
lieferte, GNS-Konstruktion genannt. 

Eine Darstellung (H, it) einer C*-Algebra A ist ein *-Homomorphismus jr: A ^ L{H), 
wo H ein Hilbertraum ist; ist n isometrisch, heißt sie treu. Die in Theorem IX.3.15 kon¬ 
struierte treue Darstellung wird universelle Darstellung genannt, da man zeigen kann, dass 
sie jede andere Darstellung enthält. Der Preis dieser Universalität ist, dass der der univer¬ 
sellen Darstellung zugrundeliegende Hilbertraum höchst inseparabel und deshalb häufig 
nicht der natürlichste Darstellungsraum ist. 


Beispiel 

Wir wollen nun ein Beispiel einer GNS-Konstruktion durchrechnen, um diesen Effekt 
zu studieren. Wir betrachten die endlichdimensionale C*-Algebra A = L(C"); es sei 
{ei,... ,e„) die kanonische Einheitsvektorbasis des C". Sei 
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1 ^ 

ca(T) = - ^{Tek,ek) 

r) 


k=l 


-tr(r); 

n 


tr bezeichnet die Spur. Diesem Zustand m wird die Sesquilinearform 

1 " 

[S,T]^ = ay{T*S)=-Y{Sek,Tek) 

n 


zugeordnet. Hier ist /a, = {T\ a){T*T) = Q] = {0}; also ist [.,. ]a, in diesem Fall bereits 
ein Skalarprodukt, und man braucht nicht den Quotientenraum A//a, heranzuziehen. 
Dieses Skalarprodukt ist wohlbekannt: Bis auf den Faktor ^ ist es nichts anderes als 
das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt aus Satz VI.6.2(f). Des weiteren ist Hot = A, aber 
mit dem 1/v^-fachen der Hilbert-Schmidt-Norm || . ||jjs versehen, und nicht mit der 
Operatornorm. Die C*-Algebra A wirkt auf Ha, (= sich selbst) mittels jtaiTXS) = TS, 
T e A, S e H^, und für die Norm gilt 

||;rUr)||=sup^J^ = ||r|| VTeA, 
s II^IIhs 

wie man unschwer bestätigt. Daher ist jta, selbst isometrisch und stellt L(C") treu über 
dem n^-dimensionalen Hilbertraum HS(C") der Hilbert-Schmidt-Operatoren auf C" 
dar. Für die universelle Darstellung erhält man einen nicht separablen Hilbertraum, da 
es überabzählbar viele Zustände gibt. 

Zum Schluss notieren wir ein Beispiel einer C*-Algebra, die nur auf nicht sepa¬ 
rablen Hilberträumen treu dargestellt werden kann. (Für ein positives Resultat vgl. 
Aufgabe IX.4. 19.) 

Satz IX.3.16 Ist 7 t: L(H) ein isometrischer * -Homomorphismus auf der 

Calkin-Algebra, so ist der Hilbertraum H nicht separabel. 

Beweis. Die Calkin-Algebra wurde in Beispiel (d) eingeführt. Für eine Teil¬ 

menge N C N bezeichne Pjv die Orthogonalprojektion von l} auf linje*:: k e N}. Dann 
hat Qn := Pn-¥K{£^) e L{1^)/K(l^) die Eigenschaften = Qm, Qm = Qn- tt{QM) besitzt 
nun dieselben Eigenschaften und ist daher eine Orthogonalprojektion in L{H). Bemerke, 
dass Qm genau für endliche A C N verschwindet. In LemmaIV.6.6 wurde eine überab- 
zählbare Familie von unendlichen Teilmengen A,- C N konstruiert, so dass A,- (T Ay für i f j 
endlich ist. Es ist also QmiQnj = QNjQNi = 0 für i f j und Qmi f 0 für alle i. Folglich gibt 
es überabzählbar viele Orthogonalprojektionen f 0 mit paarweise orthogonalen Bildern in 
L(H), und H kann nicht separabel sein. □ 
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Aufgabe IX.4.1 Betrachten Sie auf C*[0,1] die punktweise Multiplikation (fg)(t) = 
fit)g(t) und die Normen |[/|| = max{ |[/■||oo, li/'lloo} sowie \\\f\\\ = li/'lloo + |[/''||oo- Welche 
dieser Normen macht C' [0,1] zu einer Banachalgehra? 

Aufgabe IX.4.2 Auf l'’, I < p < oo, definiere man die Multiplikation (xy)(n) = x(n)y{n). 
Zeigen Sie, dass mit der kanonischen Norm so zu einer Banachalgehra wird. Bestimmen 
Sie alle Homomorphismen q): ^ C. 

Aufgabe IX.4.3 Auf dem Raum M(W) aller komplexen Borelmaße auf K, versehen mit 
der Variationsnorm, erklärt man das Faltungsprodukt durch 

(ß * v)(E) = Xe(s + t) dß(s)dv(t), 

«/ IR t/ K 

wo £ C K eine Borelmenge ist. 

(a) Beweisen Sie, dass M(W) mit dem Faltungsprodukt eine kommutative Banachalgehra 
ist. Besitzt sie eine Einheit? 

(b) Der Operator von L*(K) nach M(K), der/ e L'(K) auf das absolutstetige Maß ß: 
E f^f(t)dt abbildet, ist ein isometrischer Algebrenhomomorphismus bzgl. der 
Faltungsprodukte. 

(c) Auf diese Weise kann L' (M) mit einem abgeschlossenen Ideal von M(K) identifiziert 
werden. 

Aufgabe IX.4.4 Zeigen Sie a(f) = t e T} für/ e C(T), wo T ein kompakter 

Hausdorffraum ist und C(T) mit der punktweisen Multiplikation und der Supremumsnorm 
versehen ist. 

Aufgabe IX.4.5 Zeigen Sie, dass in einer Banachalgehra im Allgemeinen a{xy) / uiyx) 
gilt. 

Aufgabe IX.4.6 Sei A eine Banachalgehra mit Einheit und a e A. Der Operator La'. A ^ 
A sei durch La(x) = ax erklärt. Zeigen Sie ||La|| = ||a|| und a{La) = a{ä). 

Aufgabe IX.4.7 Betrachten Sie die Ealtungsalgebra A = f'(Z) und die Unteralgebra B = 
{fe) e f'(Z): = 0 Vm < 0} = f'(No). Zeigen Sie / Oßiei). 

Aufgabe IX.4.8 Auf dem Raum A aller komplexen Eolgen x = (x„)„>o mit ||x|| := 
kn k " < oo betrachte man die Faltung {x*y)n = Ylk=o ^kyn-k als Multiplikation. 

(a) (A, * , II . II) ist eine kommutative Banachalgehra mit Einheit. 

(b) J = {x: xq =0} ist ein maximales Ideal, und jedes x € / hat den Spektralradius 
r(x) = 0. 
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(c) Für X = (xo,xi,X 2 ,...) ist (t(x) = xq. 

(d) Die Gelfandtransformation verschwindet auf 7; insbesondere ist sie nicht injektiv. 

Aufgabe IX.4.9 Auf der Faltungsalgebra A = £'(Z) definiere man x*(n) = x(-n). Dann ist 
X X* eine isometrische Involution. Macht sie f'(Z) zu einer C*-Algebra? 

Aufgabe IX.4.10 In dieser Aufgabe diskutieren wir den Quaternionenschiefkörper H. 
Das ist der Raum der mit folgender Multiplikation ausgestattet wird: Man schreibe 
(a, b, c, d) e als a + ib+ je + kd, definiere 

f' =J^ = k^=—l, ij = —ji = k, jk = -kj = i, ki = -ik = j 

und setze linear fort. Versieht man H mit der euklidischen Norm des gilt HxyH < 
||x|| llyll für alle x,>’ e H. Man kann nun H auch als zweidimensionalen komplexen Raum 
auffassen, so dass wir eine zweidimensionale komplexe Banachalgebra erhalten, in der 
jedes Element invertierbar ist. Das widerspricht aber dem Satz von Gelfand-Mazur. Was 
stimmt hier nicht? 

(Über Quaternionen kann man in H.-D. Ebbinghaus et ah, Zahlen, Springer 1983, 
nachlesen.) 

Aufgabe IX.4.11 Sei A(D) die Disk-Algebra aus Beispiel I.l(e). 

(a) Zu f e A(D) und 0 < r < 1 definiere man/;.(z) = f(rz). Dann ist/,, e A(D) und 
lim,^i/, =/. 

(b) Die Menge U aller Eunktionen / e A(D), die in einer (von / abhängigen) offenen 
Umgebung von D analytisch sind, bilden einen dichten Unterraum von A(D). 

(c) Eür |z| < 1 ist f(z) ein komplexer Flomomorphismus auf A(D). 

(d) Jeder komplexe Homomorphismus ^ / 0 auf A(D) ist von der Gestalt (p^, |z| < 1, und 
rA(D) ist homöomorph zu D. 

(Hinweis: Betrachten Sie die identische Eunktion Ij'. z^ z und setzen Sie zo = (fiO- 
Zeigen Sie dann zuerst (p = (p^ auf U; betrachten Sie dazu die Potenzreihe der/ e U.) 

(e) Beschreiben Sie die Gelfandtransformation auf A(D). 

Aufgabe IX.4.12 Beschreiben Sie die Gelfandtransformation der Algebra B aus 
Aufgabe IX.4.7. 

Aufgabe IX.4.13 Eine mit einer Involution x i-^ x* versehene Banachalgebra A, die 

||x*x|| > ||x|p Vx e A 


erfüllt, ist eine C*-Algebra. 
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Aufgabe IX.4.14 Sei A eine Banachalgebra ohne Einheit und Ai = A © C. 

(a) Definiert man auf Ai das Produkt (a, s)(b, t) = (ab + ta + sb, st) und die Norm ||(fl, j)|| = 
IIflII + |s|, so ist (Al, II . II) eine Banachalgehra mit Einheit, und a i-^ (fl,0) ist ein 
isometrischer Algehrenhomomorphismus von A auf das Ideal A © {0} von Ai. 

(h) Ist A sogar eine C*-Algehra, so definiert (a,s)* = (a*,s) eine isometrische Involution 
auf (Al, II . II), aber (Ai, || . ||) ist keine C*-Algebra. 

(c) Man kann auf folgende Weise eine C*-Algebrennorm auf Ai erhalten, so dass a 
(fl, 0) ist ein isometrischer *-Homomorphismus ist. Wir fassen A als Unteralgebra von 
Al auf. Betrachte zu a e Ai den Operator La'. A —A, La{x) = ax. Zeigen Sie als 
erstes ||La|| = ||a|| für alle a e A. Setzen Sie nun |||fl!||| = ||Ln|| für alle a e Ai 
und beweisen Sie, dass es sich um eine C*-Algebrennorm handelt; begründen Sie 
insbesondere, warum ||| . ||| eine Norm ist. 

Kurz gesagt kann also jede C*-Algebra ohne Einheit zu einer C*-Algebra mit 
Einheit erweitert werden. 

Aufgabe IX.4.15 Zeigen Sie, dass ein kompakter Hausdorffraum K mit C*((0,1]) = C{K) 
existiert. Kann K = [0,1] gewählt werden? 

Aufgabe IX.4.16 Sei H ein Hilbertraum und T e L(H) selbstadjungiert. Dann ist 
> 0 für alle ^ e H genau dann, wenn co{T) > 0 für alle Zustände auf L(H) 
gilt. Schließen Sie, dass T positiv im Sinn von Definition IX.3.10 genau dann ist, wenn 
(Ef, §) > 0 für alle ^ e H gilt. 

(Hinweis: Man setze (a^{S) = für ||f|| = 1 und zeige S(L(H)) = cö{caf. 

11^ II = 1} (schwach*-Abschluss). Dazu verwende man den Satz von Hahn-Banach und 
Lemma VII. 1.1.) 

Aufgabe IX.4.17 (Die CAR-Algebra) 

Sei « e No und M e L(C^"), also eine (2" x 2")-Matrix. Wir werden einen Operator 
Tm auf definieren, der als „Inflation“ der Matrix M entsteht. Es sei {ei,e 2 ,...} die 
Einheitsvektorbasis des und = lin{e(i:_i) 2 n+i,... dann ist Uk^n- 

Identifiziert man jedes kanonisch mit C^", wird durch 

?M' iMk,n)k I ^ ^ £~£k.,ni 

ein Operator Tm e L{1^) definiert. (Es ist hilfreich, sich Tm als unendliche Matrix 
vorzustellen.) Setze A„ = {Tm- M e L(C^")}. 

(a) A„ ist eine C*-Unteralgebra von Lifi), die zu L(C^") *-isomorph ist. 

(b) Es gilt Aq C Al C A 2 C ..., Aoo := Algebra, und A := Aoo ist eine 

C*-Algebra. 
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(c) Es existiert ein Zustand « e A' mit 


1 

a){T)= lim -y^{Tei,ei) VT e A. 

l=\ 


(Untersuchen Sie die rechte Seite zuerst für T e A„.) 

(d) Dieser Zustand erfüllt coiST) = a){TS) für alle S,T e A, weswegen er Spurzustand 
genannt wird. (Vgl. die entsprechenden Eigenschaften der Spur tr aus Satz V1.5.8(c); 
jedoch ist tr nicht auf der ganzen C*-Algehra L{£^) definiert, sondern nur auf N(£^).) 

Die Algebra A wird CAR-Algebra (oder Fermionenalgebra) genannt, da in ihr die Fer¬ 
mionen auszeichnenden canonical anticommutator relations formuliert werden können. 
Sie hat einige bemerkenswerte Eigenschaften, von denen eine in Teil (d) vorkommt. Die 
CAR-Algebra wird detailliert in Bratteli/Robinson [1981] und Kadison/Ringrose [1986] 
studiert. 

Aufgabe IX.4.18 Betrachten Sie den Vektorzustand a>\T\-^ auf der C*-Algebra 

L{H). Führen Sie die GNS-Konstruktion für diesen Zustand durch. 

Aufgabe IX.4.19 Sei A eine separable C*-Algebra mit Einheit. Dann existiert ein isome¬ 
trischer *-Homomorphismus jt:A—^ L{£^). 

(Hinweis: Verwenden Sie die GNS-Konstruktion und betrachten Sie H = FI^ für 

eine geeignete abzahlbare Teilmenge von Zuständen.) 

Aufgabe IX.4.20 (Toeplitz-Operatoren) 

Sei H der von den Funktionen z i-^ z", n > 0, aufgespannte abgeschlossene Unterraum von 
L^(T) und P die Orthogonalprojektion von L?{T) auf H. Für/ e C(T) heißt der Operator 
Tf\ FI ^ FI, (p P(f(p), Toeplitz-Operator. Zeigen Sie, dass jr: C(T) ^ L(H)/K{H), 
nif) = Tf + K{H), ein stetiger *-Homomorphismus der C*-Algebra C(T) in die Calkin- 
Algebra ist. Ist auch f Tf ein stetiger *-Homomorphismus? 

(Hinweis: Untersuchen Sie zunächst/(z) = z'^, r e Z.) 


IX.5 Bemerkungen und Ausblicke 

Die Theorie der Banachalgebren wurde 1941 von Gelfand entwickelt {Mat. Sbornik 9 
(1941) 3-24); diese Arbeit enthält praktisch alle Resultate der Abschn. IX.l und IX.2. 
Wiener bewies KorollarIX.2.9 in Ann. Math. 33 (1932) 1-100, insbesondere S. 10-14, 
mit Methoden der „harten“ Analysis; der elegante banachalgebraische Beweis stammt von 
Gelfand {Mat. Sbornik 9 (1941) 51-66). Der Satz von Gelfand-Mazur wurde auch vonMa- 
zur (C. R. Acad. Sc. Paris 207 (1938) 1025-1027) angekündigt, jedoch veröffentlichte er 
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keinen Beweis. Seine Arbeit inklusive vollständiger Beweise war nämlich zu umfangreich, 
um in den Comptes Rendus zu erscheinen; daher verlangten die Herausgeber eine Straf¬ 
fung des Texts. Diese Informationen findet man in Zelazko [1973], S. 18, der fortfährt: 
„The only sensible way of a shortening was to leave out all the proofs, and the paper was 
fmally so published.“ Erst 35 Jahre später wurde Mazurs Beweis tatsächlich veröffentlicht, 
und zwar auf S. 19-22 in Zelazkos Buch. Mazurs Zugang funktioniert auch im reellen Fall 
und zeigt, dass die einzigen Banachalgebren über dem Körper R, in denen jedes von 0 
verschiedene Element ein Inverses besitzt, endlichdimensional und daher nach dem Satz 
von Frobenius M, C und die Quaternionenalgebra H sind. Zur Darstellung von Mazurs 
Originalbeweis siehe auch P. Mazet, Gaz. Math., Soc. Math, de France, 111 (2007) 5-11. 

Die Darstellungstheorie für kommutative Banachalgebren lässt sich auch für Algebren 
ohne Einheit durchführen. Allerdings muss man sich jetzt auf gewisse Ideale beschrän¬ 
ken, die man modular nennt, denn im Allgemeinen ist nun nicht mehr jedes Ideal in 
einem maximalen Ideal enthalten. (Bourbaki gibt in Theories Spectrales, S. 95, Aufgabe 2, 
das Beispiel des Ideals d aller abbrechenden Folgen in cq.) Es stellen sich jedoch die 
maximalen modularen Ideale als genau die Kerne der von 0 verschiedenen komplexen 
Homomorphismen heraus. Definiert man den Gelfandraum und die Gelfandtransformation 
wie im Fall der kommutativen Algebren mit Einheit, erhält man einen lokalkompak¬ 
ten Raum r ,4 und eine Abbildung A -» Co(r, 4 ). Im Fall A = L'(]R) ist, wie in 
Beispiel IX.2(d) erwähnt, r .4 homöomorph zu K vermöge 

cp(f) = ip,(f)= I e-‘^%s)ds, 

Js. 

es ist also f((Pt) = f e^'^‘f(s) ds. Die Fouriertransformation ist daher ein Spezialfall der 
Gelfandtransformation; die Aussage / e Co(K) ist das klassische Riemann-Lebesgue- 
Femma (SatzV.2.2) und fällt hier als Nebenprodukt ab. Details hierzu kann man etwa 
bei Conway [1985] nachlesen. 

1943 veröffentlichten Gelfand und Naimark {Mat. Sbomik 12 (1943) 197-213) ihre 
Theorie der C*-Algebren, wie in Abschn. IX.3 dargelegt. Die Tatsache, dass u*u stets 
positiv ist, taucht bei ihnen noch als eines der Axiome für C*-Algebren auf, und 1953 
konnte Kaplansky zeigen, dass diese Zusatzvoraussetzung automatisch erfüllt ist (vgl. 
FemmaIX.3.1 l(e)). Vorher hatte Calkin (Ann. Math. 42 (1941) 839-873) mit Hilfe von 
Banachlimiten (Aufgabe III. 6 . 5) bereits einen nichtseparablen Hilbertraum FI und einen 
isometrischen *-Homomorphismus der Calkin-Algebra L{l^)/K{l^) nach L{H) konstruiert. 
Der ,Jcommutative“ Satz von Gelfand-Naimark, TheoremIX.3.4, ist eines der Femmata 
aus ihrer Arbeit. Ist A eine kommutative C*-Algebra ohne Einheit, so kann man zeigen, 
dass A isometrisch *-isomorph zu Co(r. 4 ) ist. Übrigens werden C*-Algebren in der älteren 
Fiteratur auch -Algebren genannt. 

Segal {Bull. Amer. Math. Soc. 53 (1947) 73-88) perfektionierte die Darstellungstheorie 
für C*-Algebren mit Hilfe der GNS-Konstruktion. Als besonders wichtig erweisen sich 
die reinen Zustände, d. h. die a> e exS{A), die nach dem Satz von Krein-Milman (Theo¬ 
rem VIII.4. 4) ja stets in ausreichender Zahl existieren. Genau für solche ca haben nämlich 
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die Darstellungen na,'- A ^ L{Ha,) die Eigenschaft, dass Ä" = {0} und K = Ha, die einzi¬ 
gen abgeschlossenen Unterräume von Ha, mit {na,{ä))(K) C K für alle a e A sind. Diese 
Eigenschaft nennt man Irreduzibilität der Darstellung. 

Die Normeigenschaft ||x*x|| = ||x|p für Elemente einer C*-Algebra A mag harmlos 
aussehen; tatsächlich impliziert sie jedoch eine sehr enge Kopplung der algebraischen und 
der metrischen Eigenschaften von A, wie aus LemmaIX.3.3(b) folgt. Dieses Lemma liefert 
nämlich 

||x|| = ||x*x|| = (r(x*x)) 'ix e A, 

und hier ist die rechte Seite allein durch algebraische Größen bestimmt, während in die 
linke Seite nur die Norm eingeht. Es folgt, dass es höchstens eine Norm auf einer in- 
volutiven Banachalgebra (mit Einheit) gibt, die diese zu einer C*-Algebra macht, und 
dass jeder *-Homomorphismus O zwischen C*-Algebren (mit Einheit) stetig ist und so¬ 
gar ||<I>|| < 1 erfüllt. In der allgemeinen Banachalgebrentheorie macht der sehr viel 
schwierigere Eindeutigkeitssatz von B. Johnson (1967) eine verwandte Aussage. 

• Ist A eine halbeinfache Banachalgebra mit Einheit, so sind je zwei Banachalge- 
brennormen aufA äquivalent. 

Einen kurzen Beweis hierfür gibt Ransford, Bull. London Math. Soc. 21 (1989) 487-488. 
(Im nichtkommutativen Fall heißt eine Banachalgebra mit Einheit halbeinfach, wenn der 
Schnitt aller maximalen Linksideale nur die 0 umfasst.) 

In KorollarIX.3.5 wurde als Folge des Satzes von Gelfand-Naimark beobachtet, dass 
die Algebra l°° als C(T) dargestellt werden kann. Schreibt man die Gelfandtransforma- 
tion für diesen Fall auf, sieht man folgende bizarre Eigenschaft des topologischen Raums 
T. Zunächst enthält T die Homomorphismen x x(n), n e N. Die Menge Tq 
dieser S„ ist in der schwach*-Topologie homöomorph zu N. Ferner folgt aus dem Satz 
von Tietze-Urysohn, dass Tq dicht in T liegt. Nach der Identifizierung von Tq mit N kön¬ 
nen wir T als kompakten Hausdorffraum ansehen, in dem N dicht liegt; man nennt T die 
Stone-Cech-Kompaktifizierung von N und schreibt T = /ÖN. Vermittels der Gelfandtrans- 
formation erkennt man, dass jede beschränkte Folge (= jede stetige beschränkte Funktion 
auf N) zu einer stetigen beschränkten Funktion auf /IN fortgesetzt werden kann; offen¬ 
bar hat die einfachste Kompaktifizierung N U { oo } diese Eigenschaft nicht. Genauso kann 
man für einen normalen Hausdorffraum (oder allgemeiner einen sog. vollständig regulären 
topologischen Raum) Tq und die C*-Algebra C^(Tq) argumentieren und so die Stone-Cech- 
Kompaktifizierung ßTo erhalten, der dieselbe Fortsetzungseigenschaft zukommt. ßTo ist 
ein recht kompliziertes Gebilde. Es ist nie metrisierbar (es sei denn, Tq ist bereits kompakt 
(und metrisierbar)), und der Abschluss einer offenen Teilmenge von /IN ist selbst offen; 
diese letzte Eigenschaft stellt einige Anforderungen an die Vorstellungskraft. 

Bereits vor Gelfand hatte von Neumann gewisse (konkrete) C*-Unteralgebren von L{H) 
untersucht, die man heute von-Neumann-Algebren nennt. Sein Ausgangspunkt war sein 
Bikommutantensatz {Math. Ann. 102 (1929) 370-427). Die Kommutante einer Teilmenge 
M C L{H) ist als 
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= {T e L(H): TS = ST WS e M] 

definiert. (Dieses Objekt wird in der Literatur meistens mit M' bezeichnet, was jedoch 
mit unserem Symbol für einen Dualraum kollidiert.) Es ist klar, dass M* stets eine Unter¬ 
algebra von L(H) ist, die in der schwachen Operatortopologie abgeschlossen ist und den 
identischen Operator enthält. 

• (Bikommutantensatz) 

Für eine C*-Unteralgebra A von L(H) mit Id e A sind äquivalent: 

(i) A ist in der starken Operatortopologie abgeschlossen. 

(ii) A ist in der schwachen Operatortopologie abgeschlossen. 

(iii) A = AW. 

Ist eine dieser Bedingungen erfüllt, heißt A eine von-Neumann-Algebra (oder W*- 
Algebra). Sakai gelang es 1956, von-Neumann-Algehren abstrakt zu charakterisieren. 

• Genau dann besitzt eine C*-Algebra A eine treue Darstellung als von-Neumann- 
Algebra, wenn A als Banachraum isometrisch isomorph zu einem Dualraum ist, 
d. h., wenn ein Banachraum X mit A = X' existiert. 

Ist tt: A — L(H) die universelle Darstellung einer C*-Algebra A, so ist 7r(A)*** eine von- 
Neumann-Algehra, die man die universell einhüllende von-Neumann-Algebra nennt. Sie 
ist - als Banachraum - isometrisch isomorph zum Bidualraum A" von A. 

Im Gegensatz zu C*-Algebren von Operatoren enthalten von-Neumann-Algebren stets 
Projektionen. Ist z. B. A C L{H) eine von-Neumann-Algebra, T e A selbstadjungiert und 
T = f XdEx die spektrale Zerlegung von T, so liegt für alle Borelmengen B C cr(7’) die 
Orthogonalprojektion Eß in A. In einer Reihe von Arbeiten analysierten Murray und von 
Neumann in den dreißiger Jahren von-Neumann-Algebren mit Hilfe des Verbands der in 
ihnen enthaltenen Orthogonalprojektionen. Sie widmeten sich insbesondere den maximal 
nichtkommutativen Algebren, den Eaktoren, die durch die Forderung A fl A** = C • Id defi¬ 
niert sind, und sie zeigten, dass diese in drei Klassen, die die technischen Bezeichnungen 
Typ I, II und III tragen, zerfallen. Ein Faktor vom Typ I ist *-isomorph zu L{Hq) für einen 
geeigneten Hilbertraum Hq, der eventuell endlichdimensional ist. Wesentlich interessanter 
sind die Faktoren vom Typ II, denn diese lassen Funktionale mit ähnlichen Eigenschaften 
wie die Spur tr zu, die Anlass zu einer „nichtkommutativen Integrationstheorie“ geben. Die 
Feinstruktur der Faktoren vom Typ III wurde von Connes studiert (Ann. Sei. Ecole Norm. 
Sup. 6 (1973) 133-252); diese sind für die Quantenfeldtheorie besonders bedeutsam. 

Die Untersuchungen von Neumanns waren, zumindest zum Teil, durch die theoreti¬ 
sche Physik motiviert. In den Bemerkungen und Ausblicken zu Kap. VII wurde dargelegt, 
wie sich die Quantenmechanik selbstadjungierte Operatoren (= Observahle) und normierte 
Vektoren im Hilbertraum (= Zustände) zunutze macht. In diesem Bild wirken die Ohser- 
vahlen auf die Zustände; häufig ist auch die duale Formulierung, in der Zustände auf 
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Observablen wirken, wichtig, insbesondere in der Quantenfeldtheorie. In dem dualen Bild 
geht man von einer C*-Algebra oder von-Neumann-Algebra A aus, die die Gesamtheit 
der für das physikalische System relevanten Observablen umfasst; ein Zustand (im phy¬ 
sikalischen Sinn) ist dann ein Zustand im Sinn von DefinitionIX.3.9. Man beachte, wie 
ein Vektorzustand auf L(H) die auf S.417 erhobene Forderung, dass § und |k| = 1, 
denselben Zustand repräsentieren sollen, erfüllt, da ja 

cü^{T) = in,^) = {Tm),X^) = 

Die Dynamik des Systems wird nun durch eine Gruppe {a,: r e K} von *-Isomorphismen 
der Algebra A ausgedrückt. Die tiefliegende Tomita-Takesaki-Theorie gestattet es, zu 
Zuständen auf von-Neumann-Algebren Automorphismengruppen zu assoziieren. 

An dieser Stelle mag man einwenden, dass die typischen Operatoren der Quanten¬ 
mechanik unbeschränkt sind. Man hilft sich, indem man beschränkte Funktionen solcher 
Operatoren bildet. Ist etwa T ein unbeschränkter selbstadjungierter Operator und h e 
C^{ct(T)), so ist nach Theorem VII.3.2 ein beschränkter Operator h(T) erklärt. Man be¬ 
trachtet dann {h(T): h e C*(ct( 7’))}. (Die entsprechende Konstruktion für mehrere nicht 
kommutierende Operatoren ist schwieriger.) 

Einen Einstieg in die C*-Algebrentheorie bieten Murphy [1990] oder Kadi- 
son/Ringrose, Band 1 [1983]; weitergehende Darstellungen findet man in Pedersen [1979] 
und Kadison/Ringrose, Band 2 [1986]. Überblicksartikel versammelt der von Doran 
herausgegebene Band C*-Algebras: 1943-1993, Contemporary Math. 167 (1994); man 
beachte auch Bonsalls Übersicht zu Banachalgebren schlechthin in Bull. London Math. 
Soc. 2 (1970) 257-274. Eür die Bedeutung der C*- und von-Neumann-Algebren für die 
Physik sei auf Bratteli/Robinson [1979, 1981] verwiesen. 

Die Auflösungstheorie von Operatorgleichungen der Eorm Tx = y bedient sich der 
Spektraltheorie in der Banachalgebra L{X), insbesondere wenn kompakte Operatoren be¬ 
teiligt sind. Für gewisse singuläre Integralgleichungen spielt auch die Calkin-Algebra eine 
große Rolle. Um diesen Zusammenhang zu erläutern, benötigt man den Begriff des Fred- 
holmoperators. Ein Operator T auf einem Banachraum X heißt Fredholmoperator (in der 
russischen Literatur nach E. Noether auch Noetheroperator genannt), falls ran(r) abge¬ 
schlossen ist und ker(r) und X/ran(r) endlichdimensional sind; übrigens folgt die erste 
dieser Eigenschaften nach einem Satz von Kato automatisch aus der letzten. Die ganze 
Zahl ind(r) = dimker(7’)-dimX/ran(r) (= dimker(r)-dimker(7’')) heißt dann der Index 
von T. Ist z. B. 7} der Toeplitz-Operator aus Aufgabe IX.4.20 und verschwindet/ nirgends, 
so ist Tf ein Fredholmoperator, dessen Index gleich dem Negativen der aus der Funktio¬ 
nentheorie bekannten Umlaufzahl der durch t fie“), 0 < t < 2 jt, parametrisierten 
Kurve um 0 ist. Man kann zeigen, dass die Komposition von zwei Fredholmoperatoren U 
und T wieder ein Fredholmoperator mit dem Index md(UT) = ind(U) -i- ind(r) ist, und 
der adjungierte Operator V ist ein Fredholmoperator mit ind(7’') = -ind(7’). Ferner ist die 
Menge aller Fredholmoperatoren offen, und der Index ist eine stetige Z-wertige Funktion. 
Das bedeutet mit anderen Worten, dass es zu einem Fredholmoperator T ein e > 0 gibt. 
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so dass jeder Operator S mit - TU < s ebenfalls ein Fredholmoperator mit demselben 
Index ist; der Index bleibt also unter, jcleinen“ Störungen invariant. Ein anderes Störungs¬ 
resultat bezieht sich auf kompakte Operatoren: Ist K kompakt, so gilt indjE + K) = ind(r). 
Dieses Resultat schließt insbesondere den Satz von Riesz-Schauder (Satz VI.2.1) ein; man 
muss nur T = \d setzen. Eine wichtige Charakterisierung von Eredholmoperatoren liefert 
der Satz von Atkinson: 

• Ein Operator T e L(X) ist genau dann ein Fredholmoperator, wenn ein Operator 
S G L{X) existiert, so dass ST - Id und TS - Id kompakt sind. 

Ein solcher Operator S wird Eredholm-Inverse oder Parametrix genannt. Der Satz von At¬ 
kinson lässt sich besonders durchsichtig mittels der Quotienten-Banachalgebra L(X)/K(X) 
formulieren: 

• Eg L{X) ist genau dann ein Fredholmoperator, wenn die entsprechende Aquiva- 
lenzklasse [E] in der Banachalgebra L(X)/K(X) invertierbar ist. 

Die Untersuchung des Spektrums von [E] gestattet weitere Aufschlüsse über das Spek¬ 
trum eines Operators; man nennt o-ess(7^) := cr([r]) das wesentliche Spektrum von T. 
(Dieser Begriff wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet.) Zum Beispiel ist je¬ 
des Element von daiT) \ CgssiT) ein isolierter Punkt des Spektrums und ein Eigenwert 
von T. Detaillierte Informationen zu Eredholmoperatoren findet man unter anderem in 
Heuser [1992], Jörgens [1970] oderConway [1985]. 



Anhang A Maß- und Integrationstheorie 


A.1 Das Lebesgueintegral für Funktionen auf einem Intervall 

Dieser Anhang umreißt in groben Zügen diejenigen Teile der Maß- und Integrationstheo¬ 
rie, die für das Verständnis dieses Buches wesentlich sind. Alle hier ausgesparten Einzel¬ 
heiten können in diversen Lehrbüchern nachgelesen werden; es seien etwa Bauer [1990], 
Behrends [1987], Cohn [1980] oderRudin [1986] genannt. 

Wenn man das Riemannintegral Jq /(f) dt für eine beschränkte Funktion / definieren 
will, geht man bekanntlich folgendermaßen vor. Der Urbildbereich [0,1] wird in kleine 
Teilintervalle der Länge < S zerlegt und / durch eine Treppenfunktion q)s, die auf 
dem Inneren der Teilintervalle konstant ist, approximiert (siehe Abb. A.l). Anschlie¬ 
ßend definiert man auf kanonische Weise f^(p^{t)dt und zeigt, dass für eine große 
Klasse von Funktionen (u. a. alle stetigen Funktionen auf [0,1]) limä^o fg (Ps(t)dt exis¬ 
tiert und unabhängig von der approximierenden Folge ((ps) ist; diese Zahl wird dann 
mit f^f{t)dt bezeichnet. (Die Einführung über Ober- und Untersummen ist nur eine 
technische Modifikation dieses Konzepts.) 

Die Stärken des Riemannintegrals sind bekannt: die Einführung ist sehr anschaulich, 
und man kann mit recht geringem Aufwand wichtige Resultate, z. B. den Hauptsatz der 
Differential- und Integralrechnung, beweisen. 

In der höheren Analysis erweist sich das Riemannsche Integral jedoch als sehr schwer¬ 
fällig. Zum einen ist die Definition des Riemannintegrals auf Bereichen C schon 
weitaus schwieriger zu verdauen, was als Konsequenz sehr technische Beweise für Resul¬ 
tate wie etwa den Satz von Fubini (selbst im Fall stetiger Integranden) nach sich zieht. 
Zum anderen zeigt sich die Notwendigkeit, Limes- und Integralbildung zu vertauschen; 
man braucht also Kriterien, die 
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Abb. A.1 Approximation 
durch Treppenfunktionen 



sicherstellen. (Hinreichend ist natürlich die gleichmäßige Konvergenz.) Das entscheidende 
Manko des Riemannintegrals ist nun, dass selbst für stetige/,, die Grenzfunktion/(r) := 
lim„^oo/n(0 im Riemannschen Sinn nicht integrierbar zu sein braucht. 

H. Lebesgue hat in seiner 1902 erschienenen Dissertation gezeigt, wie ein Integral¬ 
begriff einzuführen ist, der die Vorteile des Riemannintegrals übernimmt, aber seine 
Nachteile vermeidet. Wir schildern sein Verfahren zunächst für Funktionen auf einem 
Intervall. 

Sei 7 C K ein Intervall, das auch unbeschränkt sein darf, und f: J ^ [0, oo] eine 
Funktion. (Aus technischen Gründen werden zunächst positive Funktionen, die auch den 
Wert oo annehmen dürfen, betrachtet.) Lebesgues Idee ist es, den Bildbereich von / in 
kleine Teilintervalle zu zerlegen, / durch eine Treppenfunktion (p zu approximieren, in na¬ 
türlicher Weise ein Integral j q) zu definieren und dann J f durch einen Grenzprozess zu 
erklären. Es ist nun eine überraschende Tatsache, dass dieses Verfahren für so gut wie alle 
denkbaren Funktionen (die „messbaren“ Funktionen) durchführbar ist und nach Überwin¬ 
dung der anfänglich auftauchenden Hürden zu einem sehr geschmeidigen Integralbegriff 
führt, der das Riemannintegral verallgemeinert; insbesondere ergibt sich nirgendwo die 
Notwendigkeit, „uneigentliche“ Integrale zu betrachten. 

Um die genannten Anfangsschwierigkeiten zu erklären, betrachten wir zu einer Funk¬ 
tion/ (von der wir momentan 0 < / < 1 annehmen) die Mengen 


^k,n 


k k+ 1 

f. - <m< — 

n n 


und Funktionen der Gestalt 

k 

(Pn{t) = - falls t e Ek,n- 
n 

Sollten die Intervalle sein, ist klar, wie / (p,, zu definieren ist, nämlich als 
^X(Ek^„), wo X(Eii„) die Länge des Intervalls Et^n ist. Für den Fall, dass Et^n eine dis¬ 
junkte Vereinigung endlich vieler Intervalle /i,..., / ist (wie in Abb. A.2), würde man 
X(Ek^n) = X!i=i setzen. Da die Funktion/ beliebig ist (einstweilen zumindest), können 
jedoch die Mengen Ek^„ ebenfalls irgendwelche Teilmengen von J sein, und dann ist es 
absolut unklar, was unter X(Et,n) sinnvollerweise zu verstehen ist; als relativ harmlosen Fall 
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betrachte man etwa die Dirichletsche Sprungfunktion. Daher stellt sich zunächst einmal 
das Problem, möglichst vielen Teilmengen von R auf eine solche Weise ein „Maß“ zuzu¬ 
ordnen, dass die Maßbildung viele natürliche Eigenschaften wie Monotonie, Additivität, 
Translationsinvarianz etc. besitzt. 

Leider stellt sich heraus, dass man nicht alle Teilmengen von M auf natürliche Weise 
(was das heißt, wird gleich präzisiert) „messen“ kann und folglich nicht jede Funktion 
dem obigen Verfahren unterworfen werden kann. Der hier zu skizzierende Zugang zur 
Integrationstheorie stützt sich auf folgende Begriffe. 

► Definition A.1.1 Sei T eine Menge, und sei E ein System von Teilmengen von T mit 
den Eigenschaften 

(a) 0 e E, 

(b) E T\Eei:, 

(c) E\ , E 2 G E El U E 2 E E. 

Dann heißt E eine Algebra. Gilt statt (c) 

00 

(c)* £i,£' 2 ,---e E ^ ljE, eE, 

1=1 

so heißt E eine a-Algebra. 

Man beweist leicht, dass der Schnitt von ct-A lgebren wieder eine er-Algebra ist. Daher 
existiert eine kleinste er-Algebra von Teilmengen von R, die alle Teilintervalle / C R 
enthält. Diese er-Algebra heißt die er-Algebra der Borelmengen von R, und es stellt sich 
heraus, dass es die Borelmengen sind, die man „messen“ kann. 

Satz A.1.2 Es sei E die a-Algebra der Borelmengen von R. Dann gibt es genau eine 
Abbildung k: E —>• [0, 00 ] mit den Eigenschaften: 
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(a) 1(0) = 0. 

(b) l([fl, b]) = l((fl, £>)) = b- a falls a < b. 


(c) 1 ist er-additiv, d. h., sind die Ei e E paarweise disjunkt, so ist 



OO 


OO 




i=l 


(d) k ist translationsinvariant, d. h., es gilt 


1(£) = l({ÄH-r: f e £)) VseM, EeE. 


Für alle weiteren Untersuchungen ist es entscheidend, dass man die Bedingung in (c) 
für abzahlbar viele £, und nicht bloß für endlich viele hat. (Deswegen ist man auch an 
a-Algebren und nicht an Algebren von Teilmengen interessiert.) 

► Definition A.1.3 Die Abbildung 1 aus Satz A. 1.2 heißt Lebesguemaß, genauer 
Lebesgue-Borel-Maß. 

Wir beschreiben jetzt die Konstruktion des Lebesguemaßes. Zunächst sei daran er¬ 
innert, wie der Riemann-Jordansche Inhalt einer beschränkten Menge A definiert ist; 
üblicherweise betrachtet man A C K'^, aber hier sind wir nur an A C K interessiert. Man 
überdeckt A mit endlich vielen Intervallen und nennt das Infimum der Gesamtlängen der 
an solchen Überdeckungssystemen beteiligten Intervalle den äußeren Inhalt niaiA): 



(|/| bezeichnet die Länge des Intervalls /.) Ähnlich definiert man einen inneren Inhalt 
m,(A) und nennt A Jordan-messbar, falls m,(A) = «„(A) ist. 

Leider ist das System der Jordan-messbaren Mengen nur schwer zu handhaben; z. B. 
ist nicht jede abgeschlossene Menge Jordan-messbar, ebensowenig ist es die Menge 
Q n [0,1], die doch „offensichtlich“ den Inhalt 0 haben sollte. 

Lebesgues Ansatz, der auf Ideen von Borei aufbaut, sieht nun vor, statt endlich vieler 
überdeckender Intervalle unendlich viele (genauer abzählbar viele) zu nehmen; und damit 
werden die Verhältnisse grundlegend geändert. Für jedes A C K wird also das äußere 
Lebesguesche Maß k*(A) durch 



definiert. Lebesgue definiert auch ein inneres Maß A,* (dessen Definition nicht analog zum 
Jordanschen Inhalt ist) und nennt Mengen A messbar, falls A*(A) = A*(A) =: A(A) gilt. 
Ferner zeigt er die nicht offensichtliche Tatsache, dass A auf dem System der messbaren 
Mengen er-additiv ist. Später hat Caratheodory mit einer sehr allgemeinen Methode 
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gezeigt, wie man die Existenz des Lebesguemaßes allein aus dem äußeren Maß ableitet. 
Seine Idee ist, das Mengensystem 

21 := {A C M: X*(B) = X*(B n A) + X*(B \ A) V5 C M) 

zu betrachten. 21 enthält also all die Mengen A, die jede Menge B so in zwei Teile B (lA 
und B \ A zerlegen, dass das Ganze (= X*(B)) die Summe seiner Teile (= X*(B fl A) + 
X*(B \ A)) wird. Man zeigt dann, dass 21 eine die Intervalle enthaltende ct-A lgebra ist, 
also E C 2t gilt, und X*\^ er-additiv ist. (Analog kann man in vielen anderen Situationen 
Vorgehen, insbesondere beim ef-dimensionalen Lebesguemaß oder in noch allgemeineren 
Fällen, siehe etwa den Beweis des Rieszschen Darstellungssatzes 11.2.5.) 

Satz A. 1.2 liefert also ein umfangreiches System von Mengen, die „gemessen“ werden 
können. In der Tat umfasst dieses System fast alle Mengen, die von Interesse sind, z. B. alle 
abgeschlossenen Mengen, alle offenen Mengen, abzählbare Vereinigungen und Schnitte 
davon etc. Es muss jedoch betont werden, dass E echt kleiner als die Potenzmenge von K 
ist, und mit dem Zornschen Lemma kann man zeigen, dass es keine Abbildung gibt, die auf 
der ganzen Potenzmenge von K definiert ist und die Eigenschaften (a)-(d) aus Satz A. 1.2 
besitzt.* 

Kehren wir zurück zu unserem Versuch, ein Integral zu definieren. Falls / so beschaf¬ 
fen ist, dass die oben definierten Mengen Ei^^n Borelmengen sind, so ist X{Ek^„) definiert, 
und man kann / (pn durch ^X(Ei,^„) erklären. Die Klasse solcher / soll als nächstes 
eingeführt werden. 


► Definition A.1.4 Eine Funktion/: 7 ^ K (bzw./: /—>• [0, oo]) heißt (Borei-) mei'ihar, 
falls/“*([a, fl)) für alle a, h e K eine Borelmenge ist. Eine Funktion /: 7 —C heißt 
messbar, falls Re/ und Im/ messbar sind. 

Eine Funktion/ ist genau dann messbar, wenn/“* (A) für jede Borelmenge A C K (bzw. 
[0, oo] bzw. C) eine Borelmenge ist, was daraus folgt, dass {A:/“*(A) ist Borelmenge} eine 
a-Algebra bildet. 

Eine Funktion der Gestalt 


XE(t) = 


1 

0 


teE 
t i E 


heißt Indikatorfunktion der Menge E. Eine Funktion der Gestalt 


n 

f=Y^aiXEi 

1=1 


'Jedoch hat Danach mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach (genauer gesagt einem Vorläufer davon) 
die Existenz einer Mengenfunktion auf der Potenzmenge von R bewiesen, die (a)-(d) his auf die 
Tatsache erfüllt, dass (c) nur für endliche Summen gilt (siehe Mukherjea/Pothoven [1986], S. 24). 
Solch eine Mengenfunktion gibt es auch für R^, nicht jedoch für höhere Dimensionen. 
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mit Ei e E wird Treppenfunktion genannt. Allgemeiner als in der Riemannschen Theo¬ 
rie brauchen die „Stufen“ Ei keine Intervalle zu sein, sondern sind beliebige messbare 
Mengen. 

Satz A.1.5 Seien f,f„,g: / —> K Eunktionen auf einem Intervall J. 

(a) Sindf und g messbar, so sindf + g, fg, f/g (falls g(s) f Q für alle s), af (wo a e Kj, 
[fl sowie im Fall K = M auch max{/, g} und min{/, g) messbar. 

(b) Stetige Funktionen sind messbar. 

(c) Sind fl, f 2 ,... messbar und existiert f(t) = \\m„_^^fnit) für alle t, so istf messbar. 

(d) Istf messbar, so existiert eine Folge von Treppenfunktionen (tpf) mit 

f(t) = lim (pn(t) 'it e J 

n—*-oo 

und, falls f > 0 ist, 

Viit) < Viit) < ■ ■ ■ ■ 

(e) Ist f messbar und beschränkt, so existiert eine Folge von Treppenfunktionen ((p„), die 
gleichmäßig gegen f konvergiert. 

Die messbaren Funktionen bilden also einen Vektorraum, der unter der Bildung von 
punktweisen Limiten abgeschlossen ist. Diese Eigenschaft ist ein entscheidender Gewinn 
im Lebesgueschen Ansatz. Wieder gilt die Bemerkung, dass fast alle Funktionen, auf die 
man in Anwendungen stoßen kann, messbar sind. 

Jetzt können wir für [0, oo]-wertige messbare Funktionen / das Integral f fdX defi¬ 
nieren, das allerdings = oo sein kann. Zunächst definiert man für Treppenfunktionen 

/ = Eti 

f " 

fdk = J2‘^MEi). (A.1) 

!=1 

Hier ist die rechte Seite erklärt, da die £, Borelmengen sind, und man zeigt, dass für jede 
andere Darstellung/ = YllLi ßiXFi dieselbe Zahl in (A.l) herauskommt; für Treppenfunk¬ 
tionen ist das Integral also wohldefmiert. Ist nun / messbar und [0, oo]-wertig, so wähle 
(cpn) wie in Satz A.1.5(d). Dann ist die Zahlenfolge (f (fn dX) monoton wachsend und daher 
in [0, oo] konvergent. Ist (/„) eine andere solche Folge, so kann man 


lim / (p„dX = lim / dX 

n^oo J «—^OO J 

zeigen, was nicht ganz trivial ist. Auf jeden Fall ist dann 

f dX := lim / (p„ dX 

^OO J 


/■' 


wohldefmiert. 



A.1 Das Lebesgueintegral für Funktionen auf einem Intervall 


543 


► Definition A.1.6 


(a) Eine messbare Funktion f: J ^ [0, oo] heißt integrierbar (genauer Lebesgue- 
integrierbar), wenn f f dk < oo ist. 

(b) Eine messbare Funktion/: / —R heißt integrierbar, falls:= max{/, 0) und/“ := 
max{-/, 0} integrierbar sind. Man setzt 


jfdk = jfdk- 


dk. 


(c) Eine messbare Funktion/: J ^ C heißt integrierbar, falls Re/ und Im/ integrierbar 
sind. Man setzt 


j f dk = j Refdk + i j Imfdk. 


Andere Bezeichnungen für das Integral sind 


/» /»/? ph 

f{t)dk(t), / f(t)dk(t), / f(t)dt, etc. 

J J Ja Ja 


Dass die letzte Bezeichnung sinnvoll ist, zeigt der nächste Satz, der auch zeigt, dass der 
Wert des Lebesgueintegrals mit dem des Riemannintegrals übereinstimmt. 


Satz A.1.7 


(a) Die Summe integrierbarer Funktionen ist integrierbar mit 


/' 


(b) IstfiJ 


. Stetig und /| uneigentlich Riemann-integrierbar, so istf integrierbar mit 


/ 


f dk = Riemann- fit) dt. 


-f 


Bevor wir als nächstes den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung formulie¬ 
ren, müssen zwei Begriffe erklärt werden. 


► Definition A.1.8 Man spricht von fast überall (f.ü.) (genauer A.-fast überall) bestehen¬ 
den Eigenschaften einer Funktion, wenn es eine Borelmenge E mit k(E) = 0 gibt, so dass 
/ die fragliche Eigenschaft (z. B. differenzierbar, > 0, ...) an allen Stellen t ^ E besitzt. 
Solch eine Menge wird Borelsche Nullmenge genannt. 


Für die Integrationstheorie macht es praktisch keinen Unterschied, ob eine Eigenschaft 
überall oder fast überall vorliegt. Es sei jedoch ein technisches Detail erwähnt, das 
die Formulierung des Konvergenzsatzes von Lebesgue (Satz A.3. 2) berührt. Sind die/„ 
messbar und gilt lim„^oo/n =/ fast überall, so braucht/ nicht messbar zu sein. Vergrößert 
man jedoch die vorgelegte ct-A lgebra um alle Teilmengen von Nullmengen, so gilt noch 
die Messbarkeit bezüglich dieser größeren er-Algebra. 
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► Definition A.1. 9 Eine Funktion/: [a,b] K heißt afoo/Mtorer/g, wenn zu jedem e > 0 
ein 5 > 0 existiert, so dass für alle a < a\ < bi < 02 < b 2 <■■■< an < b„ < b, n e N 
beliebig, die Implikation 

n n 

J2^bk -aic) < S ^ [f(bk)-f{ak)\ < s 

k=l k=\ 

gilt. 

Es ist einfach zu zeigen, dass Lipschitz-stetige Funktionen absolutstetig sind. 

Satz A.1.10 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) 


(a) Istf: [a,b] ^ absolutstetig, so existiert die Ableitung f fast überall, f istauf[a,b] 

integrierbar, und es gilt 

m-f{s) = jj'dk Vs,re[fl,6]. 

(Dabei sei für s > t.) 

(b) Ist g: [a, fe] —» K integrierbar undf{t) := f^g dk, so istf absolutstetig, f existiert fast 
überall, und es giltf = gfast überall. 


A.2 Das c/-dimensionale Lebesguemaß und abstrakte Integration 

Nachdem das Maßproblem mit Satz A. 1.2 einmal gelöst war, war es für die Definition 
des Integrals f f dk vollkommen unerheblich, dass es sich um eine Funktion auf einem 
Intervall handelte; wichtig war nur die Existenz des Febesguemaßes auf der er-Algebra 
der Borelmengen. In der Tat kann das Integral als Finearisierung des Maßes aufgefasst 
werden. 

Hier ist die Definition des abstrakten Maßbegriffs. 

► Definition A.2.1 Sei E eine er-Algebra auf einer Menge T. Eine Abbildung /x: E ^ 
[0, 00 ] heißt Maß, wenn 

(a) /u(0) = 0, 

(b) jjL CT-additiv ist, d. h., wenn für paarweise disjunkte E\,E 2 ,. ■ ■ e E 
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Man nennt (T, E, ji) dann einen Maßmum. Ist ß(T) < oo, spricht man von einem end¬ 
lichen Maß bzw. Maßraum und im Fall ß(T) = 1 von einem Wahrscheinlichkeitsmaß 
bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum. Gibt es eine Folge (£■„) C E mit ß(E„) < oo und 
UJSi = T, so heißen das Maß bzw. der Maßraum a-endlich. 

In der Analysis ist die folgende er-Algebra die am häufigsten benutzte. 

► Definition A.2.2 Sei T ein metrischer (oder bloß topologischer) Raum. Die kleinste a- 
Algebra, die die offenen Teilmengen von T enthält, heißt die Borel-a-Algebra-, die £ e E 
heißen Borelmengen. 

Ist r C K ein Intervall, so ist die soeben definierte Borel-o-Algebra mit der in 
Abschn. A. 1 betrachteten identisch. 

Satz A.2.3 Sei E die Borel-a -Algebra des Dann existiert genau ein translationsinva¬ 

riantes Maß )ß auf E mit 


k‘^{[a\,bi\ X • • • X [ad,bd\) ={bi-ax) . {bd-af). 

/ler/if rf-dimensionales Lebesguemaß. Insbesondere ist X“^ a-endlich. 


Mit denselben Ideen wie im vorigen Abschnitt (messbare Funktionen, Integral für 
Treppenfunktionen, Integral für positive messbare Funktionen, schließlich integrierbare 
Funktionen und ihr Integral) führt man f^fdX‘^ für Borelmengen C M“' bzw. im 
allgemeinen Fall f^fdjj, für £ e E ein. Die SätzeA.1.5 undA.1.7(a) gelten dann 
entsprechend. 


Beispiele 

(a) Ist g: R ^ messbar, so definiert 



ein Maß auf den Borelmengen von K. (Das folgt aus dem Satz von Beppo Levi, 
SatzA.3.1.) Eine messbare Funktion / ist genau dann /.t-integrierbar, wenn fg X- 
integrierbar ist. In diesem Fall ist 



(b) Sei T eine Menge, E eine ct-A lgebra auf T und tQ e T. Das Diracmaß ist 
definiert durch 


KiE) = 


1 falls tQ e E, 
0 falls to / E, 
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wo £ e E. Für messbare Funktionen gilt 




fd&ta =f(to). 

(c) Analog gilt für eine Summe von Diracmaßen /x = Yl'i=i 

r " 

J fdß = 

i=l 

Endliche Summen können also als Integrale für sehr einfache Maße angesehen werden. 


(d) Auch unendliche Reihen ordnen sich dem abstrakten Integrationskonzept unter. 
Auf der Potenzmenge von N betrachte das zählende Maß ß, das jeder Teilmenge von 
N die Anzahl ihrer Elemente (e N U {0} U {oo}) zuordnet. Eine Funktion/: N ^ C, 
f(n) = fl„, ist genau dann integrierbar, wenn (a„) e ist, und dann gilt 

/ oo 

fdß = 

n=l 

Zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale benutzt man den Satz von Fubini, der in 
der Lebesgueschen Theorie besonders durchsichtig formuliert und gezeigt werden kann. 
Es folgt die Eassung für d = 2. 

Satz A.2.4 (Satz von Fubini) 

Seif: —> K eine messbare Funktion. 


(a) Für alle i € M Af 1 f{s, t) messbar, und für alle t eM. ist s f{s, t) messbar. Ferner 
sind die [0,oo]-wertigen Funktionen ä i-> J f(s,t)\ dX(t) und t J /(^, f)l dk{s) 
messbar. 

(b) Ist 

1 ( [ f(s,t)\dk(s)]dk(t) < oo, 

Jr \Jr ) 

so istf integrierbar. 

(c) Istf integrierbar, so istf: s i—> /(s, t) für fast alle t integrierbar, 

\ f ft dk falls ft integrierbar, 
n: 1 1 —>• 1 

U sonst 


ist messbar und integrierbar, und es gilt 
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In aller Kürze besagt der Satz von Fubini also 



Im Satz von Fubini dürfen die Rollen von s und t natürlich vertauscht werden. Daher darf 
man für integrierbare Funktionen/ die Integrationsreihenfolge bei den iterierten Integralen 
vertauschen: 



Das zweidimensionale Lebesguemaß ist in gewisser Hinsicht das Produkt des ein¬ 
dimensionalen Lebesguemaßes mit sich selbst. Seien allgemeiner ( 7 ’i,Ei,/xi) und 
(T2, £2, ßi) cr-endliche Maßräume. Sei £1 ® £2 die von den Mengen Ei x E2, Ei e £1, 
£2 e £2, erzeugte er-Algebra auf Ti x 72 . Dann existiert genau ein Maß /x auf £1 ® £2 
mit ß{Ei X £2) = ß\(Ei)ß2(E2)\ ß heißt Produktmaß von jjii und /X2 und wird mit /xi ® ß2 
bezeichnet. Für jjti ® /X2-integrierbares/: £1 x £2 ^ K gilt ein Satz A. 2.4 entsprechender 
allgemeiner Satz von Fubini. 


A.3 Konvergenzsätze 

Die Lebesguesche Integrationstheorie liefert tatsächlich die Konvergenzsätze, deren 
Fehlen einen Mangel des Riemannintegrals ausmacht. Es sei (£, £, /x) ein beliebiger Maß¬ 
raum, z. B. £ = M, £ = Borel-a-Algebra, /x = Lebesguemaß. Wir formulieren jetzt die 
beiden wichtigsten Konvergenzsätze. 

Satz A. 3.1 (Satz von Beppo Levi) 

Seien /i,/2,...: £ ^ M messbare Eunktionen mit 0 < fl < fl < ■■■■Es sei f(t) ■= 
lim„^oo/„(t) (e [ 0 ,00]). Dann istf messbar mit 



Satz A. 3.2 (Konvergenzsatz von Lebesgue) 

Seien fl,f2 ,...: £ ^ K integrierbar, und es existiere eine messbare Eunktionf mitf{t) = 
Mmn^^fnii) fast überall. Es existiere ferner eine integrierbare Eunktion g mit 


fn\<g fast überall 


für alle n G N. Dann istf integrierbar, und es gilt 
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Im Fall ^,(T) < oo ist die Voraussetzung insbesondere erfüllt, wenn 


3M > 0 Vn e N \fn\ < M fast überall. 


Wegen der vorausgesetzten Messbarkeit von / siehe die auf Definition A. 1.8 folgende 
Bemerkung. 

Der Satz von Beppo Levi heißt auch Satz von der monotonen Konvergenz und 
der Konvergenzsatz von Lebesgue Satz von der dominierten Konvergenz. Diese Sätze 
zählen zu den wichtigsten Aussagen der Integrationstheorie; man vergleiche insbeson¬ 
dere, mit welch einfachen Voraussetzungen sie im Vergleich zu (speziell uneigentlichen) 
Riemannintegralen auskommen. 

Mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue lassen sich sehr handliche Kriterien für die 
„Differentiation unter dem Integral“ beweisen. Im folgenden Korollar notieren wir Punkte 
des als {t,x), r e K, x e 

Korollar A.3.3 Seif: —>■ C stetig dijferenzierbar, und x f(t,x) sei für alle t 

integrierbar. Für alle fo e R existiere eine Umgebung U und eine integrierbare Funktion 
g: R'^ ^ R mit 



dt 


Dann gilt 



A.4 Signierte und komplexe Maße 

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Integration nach reell- oder komplexwertigen 
Maßen. 

► Definition A.4.1 Ist E eine er-Algebra, so heißt eine Abbildung /r; E —>• R (bzw. /r: 
E ^ C) signiertes (bzw. komplexes) Maß, falls /x o-additiv ist (vgl. Definition A. 2.1). 

Es ist dann automatisch /x(0) = 0, denn /x(0) = /x(0 U 0) = /Lt(0) -i- /x(0). 

► Definition A.4.2 Sei /x ein signiertes oder komplexes Maß auf E und £ e E. Setze 


n 


|/x|(£) = sup^ |/x(£';t)|, 
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wo das Supremum über alle endlichen Zerlegungen E = Ei U ... U E„ mit paarweise 
disjunkten E^ e T, zu bilden ist. \ß\(E) heißt Variation von /x auf E. 

Satz A.4.3 Ist /x ein signiertes oder komplexes Maß, so definiert £ i—>• | /x | (E) ein positives 
endliches Maß. 

Satz A.4.4 (Hahn-Jordan-Zerlegung) 

Sei E eine er-Algebra über einer Menge T und /x: E ^ R ein signiertes Maß. 

(a) Es existiert ein bis auf eine \ii\-Nullmenge eindeutig bestimmtes Zs'*' e E mit 

• 0 < /x(£) < ii(Eß VEeT., Ed £+, 

• 0 > /x(£) > ii(E-) VE e i:, E c E- :=T\ £+. 

(b) := XE+/X und pd := -XE-ß sind positive endliche Maße mit p. = pA - pT. 

(c) \p\{E) = p\E) + pL-iE) V£eE. 

Die Zerlegung T = E'^ U E^ heißt Hahn-Zerlegung, und die Zerlegung p = 
heißt Jordan-Zerlegung. 


Beispiel 

Sei X das Lebesguemaß auf R und g: R ^ R 1-integrierbar. p{E) = f^^gdX definiert 
dann ein signiertes Maß. Es kann 

E^ = {f.g(t)>0}, ir = {f.git)<0} 


gewählt werden, und es ist 

ß^iE) = i g* dX, p-(E) = f g^ dX. 

Je Je 

► Definition A.4.5 Sei p ein signiertes Maß, p = p'^ - p^ seine Jordan-Zerlegung und 
/: r —R messbar. Dann heißt/ p-integrierbar, falls/ |/x|-integrierbar ist. Man setzt 


j fdp = j fdp^-j fdp . 


Komplexe Maße zerlegt man in Real- und Imaginärteil p = p\ -t- ip 2 und setzt für \p\- 
integrierbares/ 


j fdp = j fdpi-vi y,, 


fdp2. 


Es gilt für I/XI-integrierbare Eunktionen/ die wichtige Ungleichung 




f\d\p\. 


(A.2) 
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Die nichttriviale Richtung im folgenden Satz ist (i) (ii); um die Kraft dieses Satzes 

zu würdigen, mache man sich klar, wie schwach die Voraussetzung (i), wie stark hingegen 
die Behauptung (ii) ist. 

Satz A.4.6 (Satz von Radon-Nikodym) 

Sei E eine a-Algebra auf einer Menge T, ß ein a-endliches positives Maß und v ein 
signiertes (bzw. komplexes) Maß aufE. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent: 

(i) Ist E ^ E mit ß{E) = 0, so ist auch v(E) = 0. 

(ii) Es existiert eine ß-integrierbare Eunktion g: E ^ K (bzw. C) mit 



Man sagt, dass v absolutstetig bzgl. ß ist, und schreibt v ß, wenn (i) erfüllt ist. 

J. von Neumann hat einen Beweis dieses Satzes gefunden, der auf dem Darstellungssatz 
von Frechet-Riesz (Theorem V.3. 6) beruht; siehe z. B. Rudin [1986], S. 122. 

Abschließend sei erwähnt, dass es noch den Aufbau der Integrationstheorie ä la Bour- 
baki gibt, der aber trotz seiner zugegebenermaßen größeren mathematischen Eleganz für 
die Lernenden schwerer zugänglich zu sein scheint. Diese Methode wird z. B. bei Cho- 
quet [1969], Dieudonne [1987], Floret [1981], Meise/Vogt [1992] und Pedersen [1989] 
dargestellt. 
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B.1 Metrische Räume 

In diesem Teil des Anhangs werden die wichtigsten Tatsachen über metrische Räume zu¬ 
sammengestellt; auf topologische Räume wird im nächsten Abschnitt eingegangen. Hier 
sollen nur die Stellen angemerkt werden, wo die Theorie topologischer Räume signifikant 
von der Theorie metrischer Räume abweicht. Die Aussagen dieses Anhangs sind mit even¬ 
tueller Ausnahme der Sätze B. 1.5 und B. 1.7 in jedem Lehrbuch der Analysis zu finden; bis 
auf die genannten Ausnahmen sind sie so einfach, dass sie sich praktisch „von allein“ 
beweisen. 

Eine Menge T, versehen mit einer Abbildung d: T x T M. mit den Eigenschaften 
(i’, t,u eT beliebig) 

(a) d(s, t) > 0, 

(b) d{s, t) = d{t, s), 

(c) d(s, u) < dis, t) + dit, u), 

(d) dis, t) = 0 s = t. 


wird metrischer Raum und d eine Metrik genannt. Gilt in (d) nur so spricht man von 
einem halbmetrischen Raum. In einem metrischen (oder halbmetrischen) Raum betrachte 
die Kugeln 

Usit) = {i e T: dis,t) < e). 

Sei M C T. Ein Punkt t e M heißt innerer Punkt von M, und M heißt Umgebung von t, 
falls 


3e > 0 Usit) C M. 


Eine Teilmenge O <Z T, für die jedes t e O innerer Punkt ist, heißt offen. 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 
D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55407-4_ll 
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Satz B.1.1 Sei (T, d) ein metrischer Raum und r die Menge aller offenen Teilmengen 
von T. 

(a) 0 e r, T e r. 

(b) Sind Ol e r und O 2 e t, so gilt 0i fl O 2 e r. 

(c) Ist I eine beliebige Indexmenge und sind 0/ € r (r € I), so ist Ujg/ 0/ e r. 

Allgemeiner nennt man ein System von Teilmengen einer Menge T, welches die obigen 
Bedingungen (a)-(c) erfüllt, eine Topologie auf T und spricht von T als topologischem 
Raum. Metrische Räume wurden zuerst von Frechet (1906) und topologische Räume 
zuerst von Hausdorff (1914) betrachtet. 

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums heißt abgeschlossen, wenn ihr Komplement 
T\A offen ist. Analog zu SatzB. 1.1 gelten also: 

(a) 0 und T sind abgeschlossen. 

(b) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

(c) Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

Bedingung (c) impliziert, dass für jede Teilmenge M C T eine kleinste abgeschlossene 
Menge existiert, die M umfasst. Diese wird mit M bezeichnet und Abschluss von M 
genannt: 

M := Pi A 

adm 

A abgeschlossen 

Analog ist das Innere von M 

intM:= jj O 

OCM 
O offen 

die größte offene Menge, die in M liegt. Offenbar besteht intM genau aus den inneren 
Punkten von M. 

Der Rand von M ist 

ÜM := {t e T: C/,(t) OM ^ 0 und U,(t) O T\M f0 Ve > 0}. 

9M ist stets abgeschlossen, und es gilt M = MO dM sowie dM = M \ intM. 

Eine Folge (t„) in einem metrischen Raum T heißt konvergent gegen t e T, falls 

Ve > 0 3A e N Vm > A d{t„, t) < s. 

t heißt Limes von (t„). Es ist leicht zu sehen, dass der Limes einer konvergenten Folge 
eindeutig bestimmt ist. (Das gilt nicht mehr in halbmetrischen Räumen.) Man schreibt 
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t„ t oder lim„^oo tn = t. Besitzt t nur die Eigenschaft, dass jede Umgebung von t 
unendlich viele Folgenglieder enthält, heißt t Häufungspunkt von (t„). 

Satz B.1.2 Folgende Bedingungen sind in einem metrischen Raum äquivalent: 

(i) t e M. 

(ii) Es existiert eine Folge {t„) in M mit tn t. 

In topologischen Räumen ist die Implikation (i) ^ (ii) im Allgemeinen/afac/t. 

Seien {Ti,d\) und (72, d 2 ) metrische Räume. Dann definiert 


ß?((si, si), ih,h))= dl (^1 ,ti) + d 2 (s 2 , t 2 ) 

eine Metrik auf dem Produktraum T\ x 72. Eine Folge {ixn,yn)) in T\ x T 2 konvergiert 
genau dann gegen (x, y), wenn x„ ^ x und yn ^ y gelten. 

Sei nun/: T’i -» T 2 eine Abbildung zwischen metrischen Räumen. Dann heißt/ stetig 
an der Stelle to ^ Ti, falls 

Ve > 0 3(5 > 0 di(t,to) < S ^ ^^ 2 (/( 0 >/(U)) < £■ 

Man erhält eine äquivalente Definition, wenn man „ < “ statt „ < “ verwendet. Offenbar ist 
/ genau dann stetig bei to, wenn für jede Umgebung V von f(to) das Urbild/^/V) eine 
Umgebung von to ist. 

Satz B.1.3 Sei f: T\ T 2 eine Abbildung zwischen metrischen Räumen. Dann sind 
folgende Bedingungen äquivalent: 

(i) / ist stetig bei to. 

(ii) tn to ^f(tn) f{to) für alle Folgen (t„). 

In topologischen Räumen ist diesmal die Implikation (ii) ^ (i) im Allgemeinen/a/sc/i. 
Eine Abbildung/: T’i —^ T 2 heißt schlechthin stetig, falls sie an jeder Stelle to e T’i 
stetig ist. Nach Definition ist die Stetigkeit also eine lokale Eigenschaft; denn es geht an 
jeder Stelle to nur das Verhalten von/ in einer Umgebung von to ein. 

Satz B.1.4 Für eine Abbildung f zwischen metrischen Räumen T\ und T 2 sind äquiva¬ 
lent: 

(i) / ist stetig. 

(ii) Für alle offenen O C T 2 istf^^(0) offen in T\. 

(iii) Für alle abgeschlossenen A C T 2 ist ff ^(A) abgeschlossen in Ti. 

Wir formulieren jetzt einen bedeutenden Existenzsatz für reellwertige stetige Funk¬ 
tionen. 
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Satz B.1.5 (Satz von Tietze-Urysohn für metrische Räume) 

Sei T ein metrischer Raum und A G T eine abgeschlossene Teilmenge. Zu jeder stetigen 
Funktion f:A^ [a, b] existiert eine stetige Fortsetzung F: T ^ [a, b]. Insbesondere 
existiert zutQ^A eine stetige Funktion cp: T —>• [0,1] mit = 0 und (p(to) = 1. 

Beweis. Offensichtlich reicht es, den Fall a = 1, h = 2 zu behandeln. In diesem Fall setzt 
man F{t) = f{t) für t e A und 

, inf{/(^)ß;(5,r):^ eA) 

Fit) = - 

inf{tf(j,f): s e A} 

für r ^ A. Es ist nicht schwer zu verifizieren, dass F wirklich stetig ist. 

Zum Zusatz: Setze die auf Aq = A U {to} stetige Funktion (pQ\ Aq [0,1] mit U = 0 
und (pdito) = 1 fort. □ 


Dieser Satz gilt nicht für alle topologischen Räume, sondern nur für die sog. normalen 
Räume. Insbesondere gilt er für alle kompakten Hausdorffräume. 

Für Anwendungen in der Funktionalanalysis ist folgende Fassung nützlich. 

Korollar B.1.6 Sei T ein metrischer Raum und A G T eine abgeschlossene Teilmenge. 
Sei /: A K eine beschränkte stetige Funktion. Dann existiert eine beschränkte stetige 
Fortsetzung F: T —>■ Kmh ||F||oo = ll/lloo- 

Beweis. Im Fall K = M handelt es sich hier nur um eine Umformulierung des Satzes von 
Tietze-Urysohn. Im komplexen Fall wähle stetige Fortsetzungen g bzw. h von Re/ bzw. 
Im/. Sei r: C -> C durch r{z) = z für |z| < |[/||oo und r{z) = |/||ooZ/kl sonst definiert. 
Dann ist r stetig, und 

F:T^C, F(t) = r{g(t) + ih(t)) 

ist die gewünschte Fortsetzung. □ 


Eine Metrik induziert nicht nur eine topologische Struktur, sondern auch eine uni¬ 
forme Struktur, die sich in den Begriffen Cauchyfolge, Vollständigkeit und gleichmäßige 
Stetigkeit manifestiert. Eine Cauchyfolge in einem metrischen Raum (T, d) ist durch die 
Forderung 


Ve > 0 e N Vn, m> N d(tn, tm) < s 

definiert. Ein metrischer Raum heißt vollständig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert. Mit 
Ti und T 2 ist auch Ti x T 2 vollständig. 

Es ist zu beachten, dass verschiedene Metriken auf einer Menge zwar dieselbe 
Topologie, aber unterschiedliche uniforme Strukturen erzeugen können. Wird z. B. M mit 
der Metrik d 2 {s, t) = |arctanÄ - arctan r| versehen, so sind die d 2 -offe,t\en Mengen genau 
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die üblichen offenen Mengen; jedoch ist die Folge (n) der natürlichen Zahlen eine nicht 
konvergente Cauchyfolge. Daher ist (K, d 2 ) nicht vollständig. 

Eine Abbildung/: Ti —>■ T 2 heißt gleichmäßig stetig, wenn 

Ve > 0 3(5 > OVs, t e Ti di{s,t) < & ^ d 2 (f{s),f(t)) < s. 

Bei der Definition der Stetigkeit darf 8 vom betrachteten Punkt t abhängen; bei der gleich¬ 
mäßigen Stetigkeit hat man 8 unabhängig von t zu wählen. Im Gegensatz zur Stetigkeit 
handelt es sich hier also um eine globale Eigenschaft. 

Ein zentraler topologischer Begriff ist der der Kompaktheit. Ein metrischer (oder 
topologischer) Raum T heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung eine endliche Tei- 
lüberdeckung besitzt. Mit anderen Worten, wenn (O,) eine Eamilie offener Mengen mit 
T = Oi ist, so existieren endlich viele Oi^,..., mit T = IJLi 

Ist (T, d) ein metrischer Raum und S C T, so kann (S, d) als eigenständiger metrischer 
Raum angesehen werden. Ist T kompakt und S C T abgeschlossen, so ist auch S kompakt. 
Ist T ein beliebiger metrischer Raum und S C T kompakt, so ist S abgeschlossen. Beachte, 
dass die Abgeschlossenheit nur mit Bezug auf einen größeren Raum formuliert werden 
kann (S ist abgeschlossen in T); hingegen ist die Kompaktheit ein intrinsischer Begriff. 

Wenn/: Ti ^ T 2 eine stetige Abbildung zwischen metrischen Räumen ist und Ti kom¬ 
pakt ist, so ist auch/(Fl) kompakt. Eerner ist unter diesen Voraussetzungen/ gleichmäßig 
stetig. 

Im Fall metrischer Räume kann die Kompaktheit äquivalent als Folgenkompaktheit be¬ 
schrieben werden. Im folgenden Satz bleibt im Allgemeinen keine der Implikationen (i) 
(ii) bzw. (ii) ^ (i) für topologische Räume richtig; (iii) ist dort sinnlos. 

Satz B.1.7 Für einen metrischen Raum (T, d) sind äquivalent: 

(i) T ist kompakt. 

(ii) Jede Folge in T hat eine konvergente Teilfolge („T ist folgenkompakt“). 

(iii) T ist totalbeschränkt, d. h. für alle e > 0 existieren endlich viele t\,... ,tsi e T mit 
T = Ufci Ußtk), und T ist vollständig. 

Beweis, (i) (ii): Falls (t„) eine Folge ohne konvergente Teilfolge ist, kann kein t e T 

Häufungspunkt von (t„) sein. Für jedes t e T existiert also e, > 0 derart, dass Ugft) nur 
endlich viele t„ enthält. Da T = Ur«Er gilt, reichen nach (i) endlich viele der Ugft) 
aus, um T zu überdecken. Also enthielte T nur endlich viele der f„: Widerspruch! 

(ii) ^ (iii): Wäre T nicht totalbeschränkt, gäbe es ein e > 0, so dass für alle n e N und 
alle ti,.. .,tn e T 

n 

U UM) g T 

k=l ' 

gilt. Wir werden nun induktiv eine Folge ohne konvergente Teilfolge konstruieren. Sei 
dazu ti e T beliebig. Wegen Ußti) / T existiert t 2 e T mit dit 2 ,ti) > e. Nun ist auch 
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Ueiti) U Ue(t2) ^ T, also existiert e T mit d{t^,tk) > e für /t = 1,2. So fortfahrend, 
erhält man eine Folge (t„) in T, für die d{t„, tf,) > e für alle k < n gilt. Es ist klar, dass 
keine Teilfolge von (r„) eine Cauchyfolge sein kann; daher enthält (f„) erst recht keine 
konvergente Teilfolge. 

Deshalb ist T totalbeschränkt. Da eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge 
besitzt, selbst konvergiert, ist T auch vollständig. 

(iii) ^ (i): Nehmen wir an, es gäbe eine offene Überdeckung (O,), die keine endliche 
Teilüberdeckung besitzt. Sei ei = 1, und wähle fj*\ ..., gemäß der Totalbeschränktheit 
von T. Mindestens eine der Kugeln C/ej(4^^) kann dann nicht endlich überdeckbar sein, 
sagen wir Usi (4*^)- Nun sei £ 2 = 5 , und es seien ..., gemäß der Totalbeschränktheit 

von T zu £2 gewählt. Es folgt 

N2 

k=l 

und eine dieser Mengen, sagen wir Fl kann nicht endlich überdeckbar 

sein. Nun wenden wir die Totalbeschränktheit mit £3 = \ an, und wir erhalten einen Punkt 
Tj , so dass 

nicht endlich überdeckbar ist. Nach diesem Schema konstruieren wir mit s„ = 2'” Punkte 
Sn, SO dass nLi für kein n e N endlich überdeckbar ist. Insbesondere ist stets 

Us„{s„) n f 7 g„^,ün+i) 7^ 0- 

Betrachte die so entstandene Folge {s„). Sie ist wegen d{s„+i , s„) < £„ +£„+1 < 2^“" eine 
Cauchyfolge, also nach Voraussetzung konvergent, etwa s„ so- Wähle io mit sq e Oig. 
Da offen ist, ist 


r] := inf{t/(£o,£)i £ ^ Oio) > 0. 

Wähle n so groß, dass d(sn, so) <^7/2 und 2^“" < rijl ausfällt. Dann ist 

f^ei(Sl) n . . . n Us^^Sfi) C UEn^Sn) C Urjiso') C D/q, 

also Cgjüi) n ... n Ue„(s„) endlich überdeckbar (nämlich durch ein einziges O,) im 
Widerspruch zur Konstruktion der s„. 

Damit ist die Implikation (iii) ^ (i) bewiesen. □ 


B.2 Topologische Räume 

Jetzt beschreiben wir die Grundzüge der Theorie der topologischen Räume in dem 
Umfang, wie es für das Verständnis von Kap. VIII notwendig ist. Wieder gilt, dass die 
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hier nicht bewiesenen Aussagen mit Ausnahme von Lemma B.2.5 ohne größere Mühen zu 
begründen sind. Was hier nur angedeutet wird, findet sich z. B. in den Büchern von Du- 
gundji [1966], Kelley [1955] oder Willard [1970]. Sehr lesenswert ist die Einführung in 
die mengentheoretische Topologie im ersten Kapitel von Pedersen [1989]. 

Eine Topologie r auf einer Menge T ist ein System von Teilmengen von T mit den 
Eigenschaften; 

(a) 0 e T, r e r. 

(b) Sind Ol e r und O 2 e t, so gilt Oi r\ O 2 G r. 

(c) Ist I eine beliebige Indexmenge und sind O,- e r (i e /), so ist [J^g^ O, e r. 

Man nennt (T,r) (oder kürzer T) einen topologischen Raum und die in r versam¬ 
melten Mengen offen. In Satz B. 1.1 wurde beobachtet, dass die offenen Mengen eines 
metrischen Raums eine Topologie bilden; eine Topologie, die auf diese Weise von einer 
Metrik abgeleitet werden kann, heißt metrisierbar. 

Der Begriff des topologischen Raums verallgemeinert also den des metrischen Raums. 
Es zeigt sich, dass sich wesentliche Konzepte wie Konvergenz, Stetigkeit oder Kompakt¬ 
heit aus dem Kontext der metrischen Räume in den Rahmen der topologischen Räume 
übertragen lassen. Bisweilen kann man Begriffe wörtlich übernehmen, manchmal ist es 
notwendig, sie zuerst in eine Sprache „ohne e und 5“ zu übersetzen, und hier und da gibt 
es vollkommen neue Effekte. 

Absolut problemlos sind die Begriffe abgeschlossene Menge, Abschluss und Inneres, 
denn diese sind genauso wie im metrischen Fall erklärt. Also: Eine Teilmenge A eines 
topologischen Raums T heißt abgeschlossen, wenn ihr Komplement T \ A offen ist; nach 
wie vor gelten also; 

(a) 0 und T sind abgeschlossen. 

(b) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

(c) Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

Der Abschluss einer Menge M C T ist 

M := Pi A 

AdM 

A abgeschlossen 

und ihr Inneres 


intM := [J O. 

OCM 
O offen 

Eine Umgebung eines Punkts t eines topologischen Raums T ist eine Menge U, so dass 
eine offene Menge O mit t e O C U existiert. (Eine Umgebung braucht selbst nicht offen 
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zu sein.) Eine Umgebungsbasis von t ist ein System il von Umgebungen von t, so dass 
jede Umgebung V ein U e il umfasst. Im metrischen Fall bilden die Kugeln um t eine 
Umgebungsbasis; eine kleinere abzahlbare Umgebungsbasis besteht aus den Kugeln mit 
dem Radius Jetzt ist klar, was man unter dem Rand dM von M verstehen wird, nämlich 
die Menge aller t e T,so dass U (IM ^ 0 und U fl CM ^ 0 für alle Umgehungen U von t 
gilt; es reicht, das für alle U, die eine Umgebungsbasis von t durchlaufen, zu fordern. 

Eine Folge (t„) in einem topologischen Raum T heißt konvergent gegen t e T, falls - 
mit der Bezeichnung if, für die Menge aller Umgebungen eines Punkts t - 

WU eü,BN eNWn>N t„eU. 

Wir schreiben wieder t„ t. Nun kommen wir zur ersten Abweichung vom metri¬ 
schen Fall. Zum einen braucht der Grenzwert t nicht mehr eindeutig bestimmt zu sein; 
ein drastisches Beispiel ist t = (0,7’), denn hier konvergiert jede Folge gegen jeden 
Punkt in T. Zum anderen - und das wiegt weitaus schwerer - lässt sich Satz B. 1.2 nicht 
auf topologische Räume ausdehnen; für ein konkretes Gegenbeispiel siehe S.433. Zwar 
ist die Implikation (ii) ^ (i) nach wie vor gültig; jedoch benutzt das Argument für (i) 
=> (ii) im metrischen Fall die Existenz abzählbarer Umgebungsbasen, denn man wählt 
ja f„ e Ui/n{t) n M. Man kann also sagen, dass die Folge {t„) in SatzB.1.2(ii) „eigent¬ 
lich“ nicht mit N, sondern mit einer geeigneten Umgebungsbasis von t indiziert ist; und 
das suggeriert, in topologischen Räumen mit komplizierterer Umgebungsstruktur einen 
allgemeineren Konvergenzbegriff zu studieren. 

Die mengentheoretische Topologie kennt hier die Filterkonvergenz und die Netzkonver¬ 
genz. Beide Konzepte sind äquivalent; da jedoch die Netzkonvergenz einfacher zu erklären 
ist und den Bedürfnissen der Analysis angepasster erscheint, soll nur auf diese einge¬ 
gangen werden. Eine gerichtete Menge ist eine mit einer Relation < versehene Menge I, 
welche 

(a) i < i Vi e /, 

(b) i <jj<k^i< k, 

(c) Vi'i, (2 e / 3; e / q < j, h < j 

erfüllt. Ein Netz in einer Menge T ist eine Abbildung von einer gerichteten Menge I nach 
T; man schreibt {ti)i^i oder kürzer (t,). Offensichtlich ist N mit der üblichen Ordnung 
gerichtet, so dass jede Folge ein Netz ist. Ein weiteres Beispiel einer gerichteten Menge 
ist eine Umgebungsbasis it eines Punkts in einem topologischen Raum mit der Richtung 
t/ > y {/ C V; (c) ist erfüllt, da der Schnitt zweier Umgebungen eine Umgebung ist. 

Ein Netz (f,) in einem topologischen Raum T heißt konvergent gegen t, falls (if, wie 
oben) 


VU e il, 3; eIVi> j b e U. 
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Wählt man im zuletzt genannten Beispiel zu y e U ein beliebiges ty e V, konvergiert (ty) 
gegen t. Liegt t im Abschluss einer Menge M, kann man ty e V H M wählen, und man 
erhält folgende Beschreibung des Abschlusses in topologischen Räumen. 

Satz B.2.1 Folgende Bedingungen sind in einem topologischen Raum äquivalent: 

(i) t e M. 

(ii) Es existiert ein Netz (ti) in M mit tj —>• t. 

Kommen wir nun zur Stetigkeit von Abbildungen. Seien Ti und T 2 (genauer (ri,Ti) 
und (72, T 2 )) topologische Räume und/: Ti T 2 eine Abbildung. Wir erheben nun die 
e-3-freie Charakterisierung der Stetigkeit im metrischen Fall zur Definition: / heißt stetig 
bei to, falls für jede Umgebung V von /(to) das Urbild/“'(U) eine Umgebung von to ist. 
Äquivalenterweise hat man nach Wahl von Umgebungsbasen il von to und 93 von /(to) 
folgendes „e-S-Kriterium“:/ ist genau dann bei to stetig, wenn 

Vye23 3[/eil teU^f(t)eV. 

Wie im metrischen Fall sagt man,/: Ti ^ T 2 sei stetig, falls / an jeder Stelle stetig ist, 
und man erhält das folgende Analogon zu Satz B. 1.4. 

Satz B.2.2 Für eine Abbildung f zwischen topologischen Räumen Ti und T 2 sind 
äquivalent: 

(i) / ist stetig. 

(ii) Für alle offenen O G T 2 ist ff ^(O) offen in T\. 

(iii) Für alle abgeschlossenen A C T 2 ist ff ^(A) abgeschlossen in T\. 

Anders als Im metrischen Fall braucht die Stetigkeit nicht durch Folgenkonvergenz wie 
in SatzB.1.3(ii) charakterisiert zu sein; diese Eigenschaft wird Folgenstetigkeit genannt. 
Wieder erhält man eine Äquivalenz, wenn man mit Netzen statt Folgen operiert. 

Satz B.2.3 Seif'. T\ ^ T 2 eine Abbildung zwischen topologischen Räumen. Dann sind 
folgende Bedingungen äquivalent: 

(i) / ist stetig bei to. 

(ii) ti to ^ fit i) /(to) für alle Netze (ti). 

Die Sätze B.2.1 und B.2.3 deuten darauf hin, dass man in topologischen Räumen mit 
Netzen genauso hantieren kann wie mit Folgen im metrischen Fall. Dieser Eindruck ist 
weitgehend korrekt, und der Vorzug der Netze liegt darin, dass sich mit ihrer Hilfe Beweise 
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oft mechanisieren lassen (siehe etwa Satz VIII. 2.7). Es muss jedoch betont werden, dass es 
sehr wohl Konvergenzphänomene gibt, die sich nur auf Folgen beziehen. So ist etwa der 
Konvergenzsatz von Lebesgue (Satz A.3.2) für Netze statt Folgen im Allgemeinen falsch, 
und auch Korollar IV.2.5 braucht nicht mehr für Netze zu gelten. Beachte ferner in diesem 
Zusammenhang, dass selbst in R konvergente Netze nicht beschränkt zu sein brauchen, 
etwa (t;) = (4) auf der mit < gerichteten Menge (0, oo). 

Ist (F, t) ein topologischer Raum und S C T, so kann S mit der Relativtopologie tj = 
{O n S: O e r) zu einem eigenständigen topologischen Raum gemacht werden. Ist R ein 
weiterer topologischer Raum und/: R S eine Abbildung, so ist/: R S genau dann 
r^-stetig, wenn/: R T r-stetig ist. 

Ist/: Ti —>■ T 2 eine bijektive stetige Abbildung, für die auch/“* stetig ist, nennt man 
/ einen Homöomorphismus und T\ und T 2 homöomorph\ die Räume Ti und T 2 sind dann 
vom topologischen Standpunkt nicht zu unterscheiden. 

Wie das bereits erwähnte Beispiel der Topologie {0, F} zeigt, garantiert die Defini¬ 
tion eines topologischen Raums noch nicht, dass es auch viele offene Mengen gibt. Die 
mengentheoretische Topologie kennt eine ganze Hierarchie von „Trennungsaxiome“ ge¬ 
nannten Reichhaltigkeitsbedingungen, die von den meisten der für die Analysis relevanten 
Topologien allesamt erfüllt werden. Hier interessieren uns nur zwei dieser Bedingungen. 
Ein topologischer Raum F heißt Hausdorffraum, wenn je zwei verschiedene Punkte dis¬ 
junkte Umgebungen besitzen, explizit, wenn es zu ä / f disjunkte offene Mengen U und 
V mit s e U, t e V gibt. Das garantiert, dass jede endliche Menge abgeschlossen ist und 
jede konvergente Folge bzw. jedes konvergente Netz genau einen Grenzwert besitzt. 

Damit ist aber noch nicht gesagt, dass es nichttriviale reellwertige Funktionen auf ei¬ 
nem solchen Raum gibt; in der Tat hat Urysohn {Math. Arm. 94 (1925) 262-295) einen 
Hausdorffraum F konstruiert, auf dem jede stetige Funktion /: F ^ K konstant ist; vgl. 
auch Pedersen [1989], S. 29, für eine einfachere Konstruktion nach Bing. Man braucht 
dazu also eine schärfere Bedingung. Ein topologischer Raum F heißt normal, wenn je 
zwei disjunkte abgeschlossene Mengen disjunkte Umgebungen besitzen, genauer, wenn 
es zu disjunkten abgeschlossenen Mengen A und B disjunkte offene Mengen U und V 
mit A (Z U und B C V gibt. (Beachte, dass defmitionsgemäß ein normaler Raum nicht 
notwendig ein Hausdorffraum ist, da einpunktige Mengen nicht abgeschlossen zu sein 
brauchen.) Es ist leicht zu sehen, dass metrische Räume und kompakte Hausdorffräume 
normal sind. 

Hier ist der relevante Satz über normale Räume. 

Theorem B.2.4 (Satz von Tietze-Urysohn) 

Für einen topologischen Raum T sind äquivalent: 

(i) F ist normal. 

(ii) Sind A und B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von T, so existiert eine stetige 
Funktion f: T —>■ [0,1] mitf\^ = 0 undf\ß = 1. 

(iii) Zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A von T und jeder bzgl. der Relativtopologie auf 
A stetigen Funktion f: A —>■ [a, b\ existiert eine stetige Fortsetzung F:T ^ [a, £>]. 
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Den „üblichen“ Beweis dieses Theorems entnehme man der angegebenen Literatur 
(etwa Pedersen [1989], S. 24); man beachte auch die Beweisvarianten von Mandelkern 
in Arch. Math. 60 (1993) 364-366 und von Ossa in Arch. Math. 71 (1998) 331-332. Ein 
etwas anderer Beweis beruht auf folgendem „Sandwichlemma“. 

Lemma B.2.5 (Lemma von Tong) 

Sei T ein normaler topologischer Raum, und seien (pi,(p 2 . T —>• [a, b\ Funktionen, so dass 
{t\ (p\{t) < a} für alle a G K offen ist ((pi ist „halbstetig von oben“), [t: (P 2 it) > cü] für 
alle a G K offen ist ((p 2 ist „halbstetig von unten“) und (pi < (p 2 gilt. Dann existiert eine 
stetige Funktion q): T ^ [a,b'\ mit qi < q < q 2 . 

Beweise dieses Lemmas findet man in Tongs Originalarbeit {Duke Math. J. \9 (1952) 
289-292) oder in Lacey [1974], S. 27f. Wenn man LemmaB.2.5 akzeptiert, folgt Theo¬ 
rem B.2.4 sofort: Die Implikationen (iii) ^ (ii) ^ (i) sind klar, und für (i) ^ (iii) setze 
einfach 


Viit) = 


m 

a 


t G A, 
t ^ A, 


<P2{t) = 


m 

b 


t G A, 
t ^ A. 


Wie im metrischen Fall erhält man eine Aussage über normerhaltende Fortsetzungen. 


Korollar B.2.6 Sei T ein normaler topologischer Raum und A C T eine abgeschlos¬ 
sene Teilmenge. Sei /: A —> K eine beschränkte stetige Funktion. Dann existiert eine 
beschränkte stetige Fortsetzung F: T —» K mit ||F|| oo = IL/'lloo- 


Nun wollen wir uns den kompakten topologischen Räumen widmen. Wie im metri¬ 
schen Fall nennen wir einen topologischen Raum kompakt, wenn jede offene Überdeckung 
eine endliche Teilüberdeckung besitzt'. Ein topologischer Raum heißt lokalkompakt, wenn 
jeder Punkt eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen besitzt. 

Ist T ein kompakter Raum und S <Z T abgeschlossen, so ist S in der Relativtopologie 
kompakt; ist T ein Hausdorffraum, gilt auch die Umkehrung. Die Kompaktheit eines Teil¬ 
raums S eines topologischen Raums T kann man äquivalent so beschreiben: Ist (O,) eine 
Familie offener Teilmengen von T mit S C Uie/ existieren endlich viele 0,j,..., 

mit S C ULi ^4’ denn die Ö, := O, (T S bilden eine offene Überdeckung von S bzgl. der 
Relativtopologie im bisherigen Sinn. 

Ist/: Ti T 2 stetig und T\ kompakt, so ist/(7'i) kompakt. Das folgende Lemma über 
kompakte Hausdorffräume ist zwar einfach, aber nützlich; es folgt unmittelbar aus den 
obigen Bemerkungen und SatzB.2.2(iii). 


'Manche Autoren nennen diese Eigenschaft quasikompakt und fordern zur Kompaktheit zusätzlich 
die Hausdorffeigenschaft. 






562 


Anhang B Metrische und topologische Räume 


Lemma B.2.7 Sind Ti und T 2 Hausdorffräume, f: ff ^ T 2 stetig und bijektiv sowie ff 
kompakt, so ist ff ^ stetig. Mit anderen Worten, T\ und ff sind homöomorph. 

Es sollen verschiedene äquivalente Umformungen des Kompaktheitsbegriffs beschrie¬ 
ben werden. Wie bereits im Zusammenhang mit Satz B. 1.7 bemerkt wurde, sind Kompakt¬ 
heit und Folgenkompaktheit für topologische Räume völlig verschiedene Eigenschaften 
(siehe auch S.444). Wieder muss man Netze ins Spiel bringen. Leider ist der adäquate 
Begriff eines Teilnetzes etwas kompliziert. Sei (h), 6 / ein Netz, J eine weitere gerichtete 
Menge und (p: J ^ I eine Abbildung mit 

V; e / 3yo e / Vy > ff (p(j) > i. 

Dann heißt (t^ffjej ein Teilnetz von (h), 6 /. Jedes Teilnetz eines konvergenten Netzes kon¬ 
vergiert gegen denselben Grenzwert. Ein Teilnetz eines Netzes (r,) enthält manche der f,, 
diese jedoch eventuell sehr häufig, was das Konzept des Teilnetzes von dem einer Teilfolge 
unterscheidet. In der Tat werden wir im Beweis von LemmaB.2.8 ein Teilnetz angeben, 
das jedes der r,- unendlich oft enthält. 

Für den folgenden Satz ist noch ein Begriff wichtig. Ein Netz (t,) liegt schließlich in 
einer Menge M C T, falls ein io e I mit t, e M für alle i > io existiert. Eine Netz heißt 
universell, wenn es für alle M C T entweder schließlich in M oder schließlich in T\M liegt. 
Universelle Netze sind schwer zu visualisieren, und tatsächlich ist es noch niemandem 
gelungen, ein solches (außer den schließlich konstanten Netzen) konkret anzugeben. Mit 
Hilfe des Zornschen Lemmas kann man aber ihre Existenz beweisen. 

Lemma B.2.8 Jedes Netz besitzt ein universelles Teilnetz. 

Beweis. Sei (t,) ein Netz in T. Betrachte die „Schwänze“ S, = {U: i' > i] sowie © = {Sp 
i e I}. Nennt man eine Familie ^ von Teilmengen von T eine Filterbasis, falls kein F e ^ 
leer ist und zu Ej, F 2 e ^ ein F e ^ mit F C Fi Ci F 2 existiert, so ist 6 eine Filterbasis. 
Sei X das System aller © umfassenden Filterbasen. Bezüglich der Inklusion ist X induktiv 
geordnet, und das Zornsche Lemma liefert eine maximale Familie il e X; die Maximalität 
von il impliziert insbesondere T e il. 

Als nächstes beobachten wir, dass il die bizarre Eigenschaft zukommt, für jede Teil¬ 
menge von T entweder diese selbst oder ihr Komplement zu enthalten. Ist nämlich M C T, 
so gilt M n U ^ 0 für alle U G il oder CM fl U ^ 0 für alle U e il, denn andernfalls exi¬ 
stierten U,V e il mit M n U = 0 und CM n U = 0, so dass U und V disjunkt sind im 
Widerspruch zur Definition von X. Nehmen wir M C\ U 0 für alle U e il an, so ist 
ilU{t/nM: U eil} e X, und wegen der Maximalität von il gilt M = T fl M e il. Im 
verbleibenden Fall erhält man analog CM e il. 

Nun versehen wir <t> = {({/, 0 e il x /; p e U] mit der Relation (U, i) > {V,j), falls 
1/ C y und i > j. O ist eine gerichtete Menge, denn zu {Ui, ii), (t/ 2 , h) G O wähle U G il 
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mit V (Z U\ r\ U2 und j & I mit j > ii,j > (2. Da Sj e il, ist Sj nV ^ 0; d. h. es existiert 
k > j mit tk e V. Also dominiert {y,k) e sowohl {U\,i\) als auch (U2,i2)- Mittels 
(p: <i> I, (U, i) i, wird ein Teilnetz {t^(u,i)) von (t,) definiert, das nach Konstruktion 
schließlich in allen U e il verläuft. Die im letzten Absatz gemachte Beobachtung liefert, 
dass es ein universelles Teilnetz ist. □ 


Das im vorigen Beweis „konstruierte“ Mengensystem il ist ein Beispiel eines 
Ultrafilters. 

Satz B.2.9 Für einen topologischen Raum T sind äquivalent: 

(i) T ist kompakt. 

(ii) T hat die endliche Durchschnittseigenschaft, d. h., sind A,- (i € I) abgeschlossene 
Teilmengen von T mit A; = 0, so existieren endliche viele Indizes ii,..., mit 

^ ^ nLiA. = 0. 

(iii) Jedes universelle Netz in T konvergiert. 

(iv) Jedes Netz in T hat ein konvergentes Teilnetz. 

Beweis, (i) (ii) folgt sofort durch Komplementblldung. 

(i) ^ (iii): Wir nehmen an, es existiere ein nicht konvergentes universelles Netz (r,). 
Für alle t e T gibt es dann eine offene Umgebung U,, so dass (t,) nicht schließlich in 
Ut liegt; weil das Netz universell ist, muss (f,) schließlich in CU, liegen. Wählt man eine 
endliche Teilüberdeckung U ... U U,„ der offenen Überdeckung U,, erhält man 
den Widerspruch, dass (r,) schließlich in Cc/,j (T ... fl Cf/,,, = 0 liegt. 

(iii) (iv) ist klar nach Lemma B.2.8. 

(iv) ^ (i): Nehmen wir an, (iv) gelte, aber T sei nicht kompakt. Dann existiert eine 

offene Überdeckung f/,, die keine endliche Teilüberdeckung zulässt. Bezeichnet <!> 
die Menge der endlichen Teilmengen von /, so existiert also zu jedem U e <t> ein tp e 
T \ IJjgp Ui. Da O in natürlicher Weise eine gerichtete Menge ist, haben wir so ein Netz 
definiert. Wäre it^(j))jej ein konvergentes Teilnetz, so existierte ein Grenzwert t und weiter 
ein Index i mit t e Ut. Aber ^ t/,, falls (p(j) > {/}, im Widerspruch zur angenommenen 
Konvergenz. □ 


Die wohl wichtigste Stabilitätsaussage über kompakte Räume ist der Satz von Tikho- 
nov. Um ihn zu formulieren, brauchen wir das Konzept der Produkttopologie. Es sei A eine 
Indexmenge, und T^ sei für jedes a e A ein topologischer Raum. Das mengentheoretische 
Produkt der 7),. ist 


UTa = {f-.A^\jTo,: f(a)eTo, Va e A} . 

aeA 
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Stimmen alle Ta überein, sagen wir Ta = T, schreibt man auch T^\ T^ besteht also aus 
allen Funktionen von A nach T. Das Auswahlaxiom impliziert, dass ]”[ Ta nicht leer ist. 
Nun beschreiben wir die Produkttopologie. Eine Teilmenge O <zY\Ta heißt offen (in der 
Produkttopologie), wenn es für alle t e O endlich viele Indizes cri,..., er* und in Ta^ offene 
Mengen Oaj (j = l,... ,k) mit 

r e e n 7«: s(aj) e Oa^Vj = 1,... ,k} c O 

gibt. (Mit anderen Worten haben wir so eine Umgebungsbasis von t beschrieben.) Be¬ 
zeichnet jtß die kanonische Abbildung H ^ Abbildung/: 

5 -^ ]”[ 7/ (S ein topologischer Raum) genau dann stetig, wenn es alle jtß of: S Tß 
sind, und ein Netz (A),g/ konvergiert genau dann in ]”[ Ta gegen f, wenn alle (7r^(f,■)),£/ in 
Tß gegen nß{t) konvergieren. Die Produkttopologie ist also die Topologie der punktweisen 
(oder koordinatenweisen) Konvergenz. 

Nun können wir den fundamentalen Satz von Tikhonov formulieren und beweisen. 

Theorem B.2.10 (Satz von Tikhonov) 

Das Produkt ]”[ Ta kompakter Räume ist kompakt. 

Beweis. Der Beweis kann schnell mit Hilfe von Satz B.2.9 geführt werden. Sei (A),g/ ein 
universelles Netz in ]”[ 7/. Für jedes er e A ist dann {jta(ti))iei ein universelles Netz in Ta, 
also nach SatzB.2.9 konvergent. Gemäß der Vorbemerkung ist (A),g/ selbst konvergent. 
Eine nochmalige Anwendung von Satz B.2.9 liefert die Behauptung des Theorems. □ 


Eür eine Beweisvariante sei auf Chernoffs Note in Amer. Math. Monthly 99 (1992) 
932-934 verwiesen. 



„Ich habe bemerkt“, sagte Herr K., „daß wir viele 
abschrecken von unserer Lehre dadurch, daß wir 
auf alles eine Antwort wissen. Könnten wir nicht 
im Interesse der Propaganda eine Liste der Fragen 
auf stellen, die uns ganz ungelöst erscheinen?“ 

B. Brecht, Geschichten vom Herrn Kenner^ 


'„überzeugende Fragen“, aus: Bertolt Brecht, Werke. Große kommentierte Berliner und Frankfurter 
Ausgabe, Band 18: Prosa 3. © Bertolt-Brecht-Erben / Suhrkamp Verlag 1995. 


© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018 
D. Werner, Funktionalanalysis, Springer-Lehrbuch, 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-55407-4 
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Symbolverzeichnis 


X,Y,Z,... 

normierte. Danach- oder lokalkonvexe Räume 

Xr 

X, versehen mit der Topologie t 


Hilberträume 


Banachalgebren 

X' 

Dualraum von X 

(Xr)’ 

Dualraum von X, versehen mit der Topologie t 

x/u 

Quotientenraum 

X(SY,X®pY 

direkte Summe, -direkte Summe (Satz 1.3.3) 


Hilbertsche Summe der Hilberträume Lf, (Seite 524) 

X~Y 

X und Y sind isomorph 

X = Y 

X und Y sind isometrisch isomorph 


Annihilatoren ((III.4) und (III.5)); 

im Hilbertraumkontext: orthogonales Komplement 

Bx 

abgeschlossene Einheitskugel: (x: ||x|| < 1) 

Sx 

EinheitsSphäre: {x: ||x|| = 1} 

ix 

kanonische Isometrie von X nach X" (Satz III.3. 1) 

K 

R oder C 

T 

{zeC: |z| = l) 

D 

{zeC: |z| < 1) 

Rez 

Realteil von z 

Imz 

Imaginärteil von z 

A 

Y!k=i^A, wox,§ G R" 

x“ 

nLi ^ wo X G R", a ein Multiindex 

II. IL III. III 

generische Normen 

II • Iloo 

Supremumsnorm 

II ■ llp, II • II^P, II ■ \\u> 

kanonische Norm auf P bzw. LP 

liriMirilnuk, IITIIhs 

Operatomorm, nukleare Norm, Hilbert-Schmidt-Norm 
von T 

(.,•) 

Skalarprodukt 
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Tp 

a(X,X') 

a(X',X) 

<r(X, F) 

von P erzeugte lokalkonvexe Topologie 
schwache Topologie auf X, X lokalkonvex 
schwach*-Topologie auf X', X lokalkonvex 
schwache Topologie des dualen Paars (X, F) auf X 

1^{T) 

B{T) 

C\T), C(T), Co(T) 

Czir 

d,Co,c,£°^ 

F,F(w) 

£\I) 

^p(K),^p(m) 

LP(R), LPQj.) 

^U(^) 

Raum aller beschränkten Funktionen auf T 

Raum der beschränkten messbaren Funktionen auf T 
Räume stetiger Funktionen (Beispiel I.l(c)) 

Raum der 27r-periodischen stetigen Funktionen 

Räume differenzierbarer Funktionen (Beispiel I.l(d)) 
Folgenräume (Beispiel I.l(f)) 

-Folgenraum, n-dimensionaler f'’-Raum (Beispiel I.l(g)) 
f^-Raum über beliebiger Indexmenge (Beispiel V. l(e)) 
-Raum (Beispiele I.l(h) und (i)) 
zugehöriger Raum von Äquivalenzklassen 

Raum der (Äquivalenzklassen von) lokal 

AC[a, b] 

M(T,E),M(T) 

AP^(R) 

w’"(^2),b;;‘(Q) 

j(r(si) 

integrierbaren Funktionen 
{/: [a,b} C: f absolutstetig, df/dt G Ü'[a,b]] 

Räume von Maßen (Beispiel I.l(j) und Definition 1.2.14) 
Raum der fastperiodischen Funktionen (Beispiel V.l(f)) 
Sobolevräume (Definition V. 1.12) 

Raum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Träger 
(Aufgabe II.5. 5) 


Raum der Testfunktionen auf fi, d. h. der C°°-Funktionen 
mit kompaktem Träger (Definition V. 1 .9) 

S(Q.) 

£"(n) 

Raum der Testfunktionen auf ß mit Träger in K 

Raum der Distributionen auf ß 

Raum der C°“-Funktionen auf ß 

Raum der Distributionen auf ß mit kompaktem Träger 
(Aufgabe VIII. 8. 42) 

^(R") 

Schwartzraum (Definition V.2. 3) 

Raum der temperierten Distributionen 

L(X, Y) 

K(X, Y) 

F(X, Y) 

Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach F 

Raum der kompakten Operatoren von X nach F 

Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach F 
mit endlichdimensionalem Bild 

N(X, Y) 

W(X, Y) 

V(X, Y) 

L(X),K(X),... 

m(H) 

Raum der nuklearen Operatoren von X nach F 

Raum der schwach kompakten Operatoren von X nach F 
Raum der vollstetigen Operatoren von X nach F 
entsprechender Raum von Operatoren von X nach X 

Raum der Flilbert-Schmidt-Operatoren auf H 

Id, Idx 

r 

T* 

X-T 

ker(r) 

ran(r) 

dom(r) 

identischer Operator auf X 
adjungierter Operator 
im Hilbertraumsinn adjungierter Operator 
kid-r 

Kern von T: {x: Tx = Q} 

Bild von T\ {Tx: x e X] 

Definitionsbereich von T 
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gr(r) 

Graph von T\ {(x, Tx): x e dom(r)} 

ScT 

T ist Erweiterung von S 

a(T), a(x), oaW 

Spektrum eines Operators oder eines Elements 
einer Banachalgebra A 

a,(T), aAT), aAT) 

Punkt-, stetiges und Restspektmm eines Operators 

P(T), p(x) 

Resolventenmenge 

RJT), R^(x) 

Resolventenabbildung 

r(T), r{x) 

Spektralradius 

K(T) 

n-ter Eigenwert von T, gemäß der Vielfachheit gezählt 

Sn{T) 

n-te singuläre Zahl von T 

tr(r) 

Spur von T 

x' ®y 

Operator x\-^ x! (x)y auf einem Banachraum 

e®f 

Operator x i-> {x, e)f auf einem Hilbertraum 


Fouriertransformation 


Fourier-Plancherel-Transformation (Satz V.2.9) 

Pu 

im Hilbertraumkontext: Orthogonalprojektion auf U 

f{T) 

Funktion eines selbstadjungierten Operators 
(Theorem VII. 1.1 3) 

Ea 

Spektralmaß, ausgewertet bei der Borelmenge A 

d{ExX, x) 

Integration nach einem Spektralmaß 

Ä 

Abschluss von A 

intA 

Inneres von A 

linA 

lineare Hülle von A 

ImA 

abgeschlossene lineare Hülle von A 

coA 

konvexe Hülle von A 

coA 

abgeschlossene konvexe Hülle von A 

Ca 

Komplement von A 

A + B 

[a + b: a e A, b e B] 

AA 

{Xci‘. k G A, ß G A} 

O 

o 

o 

Polare, Bipolare von A 

exA 

Menge der Extremalpunkte von A 

A, X‘‘ 

Lebesguemaß 

5. 

Diracmaß oder Deltadistribution 

M ® V 

Produktmaß von /t und v 

V < M 

V ist absolutstetig bzgl. /r 

/ fdX, jf(t)dt, ... 

Lebesguesches Integral 

Ta 

Gelfandraum einer Banachalgebra 

'x 

Gelfandtransformierte von x 

Xh^ X* 

Involution 

&\z{x,x*) 

kleinste abgeschlossene Unteralgebra Aq mit e,x,x* G A( 

S{A) 

Menge der Zustände auf einer C*-Algebra A 


GNS-Darstellung bzgl. des Zustands a> 

[x],x+ U 

Äquivalenzklasse von xinX/U 

<7 

Xn ^ X 

schwache Konvergenz 

Uf.s 

{x: pix) < g Vp G A} (Kapitel VIII) 
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X -L y Orthogonalität 

d(x,A) Abstand von x zu A (Definition 1.3.1) 

Xi unbedingt konvergente Reihe 

iel 

Pa Minkowskifunktional 

Xa Indikatorfunktion von A (S. 541) 

1 konstante Funktion oder Folge mit dem Wert 1 

t identische Funktion t t 

lyf partielle Ableitung der Ordnung a, a ein Multiindex 
D*“*/ schwache Ableitung der Ordnung a (Definition V. 1.11 ) 
P)MT Distributionenableitung der Ordnung a von T 

Tf zaf gehörige reguläre Distribution 

5, Deltadistribution 

suppt/) Träger von /: {t: /(f) / 0 j 

f * g Faltung von / und g 

X' Menge aller Funktionen von 1 nach X 
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